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Satnica

Komisija za ocjenjivanje radova
Testatori

Skole, uéesnice takmiéenja
Prijavljeni takmicari i mentori
Zadaci za 6.razred

Zadaci za 7.razred

Zadaci za 8.razred

Zadaci za 9.razred

RjeSenja zadataka za 6.razred

. RjesSenja zadataka za 7.razred
. Rjesenja zadataka za 8.razred
. Rjesenja zadataka za 9.razred

Rezultati ucenika u kategoriji 6.razred

. Rezultati ucenika u kategoriji 7.razred

Rezultati ucenika u kategoriji 8.razred

. Rezultati ucenika u kategoriji 9.razred

Galerija slika




08:30-09:30

09:30 - 09:45

10:00 - 13:00

13:00 - 14:00

13:00 - 16:00

16:00

16:00-17:00

17:00

REGISTRACIJA UCESNIKA

SVECANO OTVARANJE TAKMICENJA

IZRADA ZADATAKA

RUCAK ZA UCENIKE | NASTAVNIKE

RAD KOMISIJE ZA PREGLED ZADATAKA

PRELIMINARNI REZULTATI

RIESAVANJE ZALBI UCENIKA

KONACNI REZULTATI | DODJELA DIPLOMA




Telefon:
035951 315

Web stranica:
tuzla.rps.edu.ba
E-mail:
tuzla@rps.edu.ba
Adresa:

Slavinovi¢kog odreda
b.b

Richmond Park Medunarodna osnovna i srednja skola u Tuzli su dio porodice od 14
obrazovnih ustanova u vise gradova BiH koje se protezu od vrti¢a, osnovnih i srednjih
Skola do Internacionalnog Burch Univerziteta u Sarajevu.

Skole nude mnogo prilika da kroz $kolovanje i u¢enje, u€enici pokazu i otkriju sve svoje
talente, ucestvuju u Sto viSe klubova, projekata i vannastavnih aktivnosti te tako usmjere
JAf  svoje talente na buduénost.

Nastava se na vecini ¢asova izvodi na engleskom jeziku sto omogucava ucenicima iz
Bosne i Hercegovine da usavrse izgovor i gramatiku engleskog jezika a uc¢enicima iz
inostranstva da se Sto jednostavnije uklope u nastavni proces. Nastavni plan i program je
odobren od strane Ministarstva za obrazovanje i nauku BiH uz integrisani Cambridge
program.

Certificirana Cambridge ustanova koja nudi moguénost djeci da pohadaju programe iz
engleskog jezika, matematike i fizike, te steknu Cambridge diplomu koja moZze biti od
velikog znacaja za njihovu buducénost.

Od aprila 2024. godine, nasa Skola je certificirana za polaganje testova medunarodno
priznatog certifikata o digitalnoj pismenosti ICDL.

Nasi nastavnici i osoblje dva puta godiSnje pohadaju seminare gdje se educiraju i
razvijaju svoje nastavne metode te dijele iskustva. Skola pridaje veliki zna¢aj tome da ima
najbolje mogude educirano osoblje.

Skola je opremljena vrhunskim savremenim tehnologijama poput pametnih tabli, soba za
odmor, multimedijalne sale, racunara za ucenike i osoblje, koristenja interaktivnih
aplikacija i pomagala u nastavi, koSarkaskog i nogometnog igralista, te cijeli kampus je
pod punim video nadzorom.

Brinemo o potpunoj sigurnosti nasih ucenika te se ponosimo ¢injenicom da je nase
okruZenje zaista prilagodeno djeci i njihovim potrebama gdje mogu slobodno i opusteno
obavljati sve svoje aktivnosti.
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CLANOVI ORGANIZACIONOG ODBORA U SKOLI

Sadmir Deli¢, dipl.ing.el. — direktor RPIS Tuzla
Dzasen Brigi¢, prof.

Dina Hulusi¢ Mehanovi¢, prof

Sandra Golubovic, prof.

KOMISIJA ZA ISPRAVAK RADOVA

Prof.Dr. Zenan Sabanac, predjednik Komisije
Admir BeSirevic¢

Adisa Bolic¢

Amar Kuri¢

Azur Donlagic

Demir Papic

Vedran Karahodzi¢

Mirza Cvorak
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KOMISIJA ZA TEHNICKU OBRADU PODATAKA
1. NedZad Husici¢, dipl.ing.el.

TESTATORI

Senada Pestali¢, prof
Esad Zlati¢, prof

Selma Osmanovi¢, prof.
Rusmir Jasarevié, prof.
Merima Sehi¢, prof.
Aldina Pasi¢, prof

Edin Kadri¢, prof
Dzemir Ceric, prof

. Dzenan Kurtovi¢, prof.
10. Metin Yilmaz, prof
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UCESNICI/E U KATEGORIJI 6.RAZRED

IME | PREZIME

Ahmed Djedovic¢
Ahmed Karaci¢
Ajsa Cobo

Alim Zambakovi¢
Amal Mujezinovi¢
Amani Horozovi¢
Amar Nuhanovi¢
Amina Duci¢
Anur Miljkovi¢
Asja Puric¢

Ayan Mujkic¢
Dilan Tuzovi¢
DZanan Husidi¢
Ema Salihbegovi¢
Emil Pozderovié¢
Emina Pivali¢
Emma Omi¢
Esma Sabarediovi¢
Fatima Geki¢
Hadi Memi¢
Haris Delic

Harun Jusufovié
Iman Pelko
Kenan Hamza
Merjem Smajic¢
Mirza Kelemis
Muhamed Salki¢
Muhammed Meskovic¢
Nada Begi¢
Nadija Humi¢
Rijad Bekri¢

Said Brkani¢
Selim Sabljica
Tarik Dizdarevic
Tarik Duharkic¢
Tarik Sahinagi¢
Vedad Begic
Vedad Deli¢
Zerina Mujanovic¢

SKOLA
JU OS ,Breske” Tuzla

JU 08 "Sejh Muhamed ef. HadZijamakovi¢" Sarajevo

JU 0§, Hamdija Kre$evljakovi¢" Kakanj
JU 0S "Prva osnovna $kola" Zavidovici
JU OS "HARMANI II" Biha¢

JU 0§ ,,5. oktobar“, Sanski Most

JU OS ,Pazar“Tuzla

JU OS "Husein ef.Pozo" Gorazde
Richmond Park Int. Primary School Sarajevo
JU 0S "Han Bila" Travnik

JU 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

JU 0OS "Hrasno" Sarajevo

JU 0§ ,,0toka“, Bosanska Krupa

JU 0S "Malta" Sarajevo

JU 0S5 ,Banovi¢i“ Banovidi

JU 0§ ,5. oktobar®, Sanski Most

JU 0S8 "Druga osnovna $kola" Zavidovici
JU "Deseta osnovna skola" llidZza

JU 0S8 "Prva osnovna $kola" Donji Vakuf
JU 0S “Grbavica I” Sarajevo

JU 08 "Pofali¢i" Sarajevo

JU "Prva osnovna Skola" Srebrenik

JU 0S "Kovadiéi" Sarajevo

JU 0S "Malta" Sarajevo

JU 08 "Isak Samokovlija" Sarajevo

JU OS ,Kulin Ban" Visoko

JU 0§, Lejla Hairlahovi¢ - Hu$i¢“, Cazin
JU 0S "Mirsad Prnjavorac" Vogosca

JU 08 "Mehmedalija Mak Dizdar" Sarajevo
JU 03 "Klokotnica" Klokotnica

JU 0§, Kulin Ban" Tedanj

JU 0S “Nafija Sarajli¢” Sarajevo

JU 08 "Pofali¢i" Sarajevo

JU 08 "Hrasno" Sarajevo

JU OS "Kalibunar" Travnik

JU 08" Camil Sijari¢" Sarajevo

JU 0S "Fatima Guni¢" Sarajevo

JU 0S “Edhem Mulabdi¢” Sarajevo

JU 0§, Kalesija“ Kalesija
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UCESNICI/E U KATEGORIJI 7.RAZRED

R.B. IME I PREZIME SKOLA

O 0N WN -

Adi Taletovi¢
Aida Talovi¢
Ajla Talovi¢
Ajna Sehi¢
Amar Gekic¢
Amna Brkani¢
Asja Krnic

Asja Redzovic¢
Azra Hadzi¢
Azra Huseinovié¢
Bilal Jasarevic¢
Dalal Smajlovi¢
Daris Mehi¢
Dunja Kafedzi¢
Edib Devli¢

Edin Visnji¢
Eldar Halilovi¢
Elma Hrelja
Emin DZafi¢
Emin Junuzi
Faris FadZzan
Faris Gani¢

Faris Varnica
Hana Hodzi¢
Jasmina Cori¢
Lamija Sitar
Lamija Smajilovi¢
Lea Pencl

Leila Randall
Luka Tanaskovi¢
Mahir Hodzi¢
Mak Hadzi¢
Mak Simlesa
Medina DzZafo
Nada Srkalovi¢
Nea Dujso
Samir Hasanovic¢
Sanela Alic¢ajic¢
Sarah Spahi¢
Una Hamedovi¢
Una Sumar
Vedad Sinanovi¢
Zerin Dozo

JU 0S8 "Fatima Guni¢" Sarajevo

JU 08 “Grbavica Il” Sarajevo

JU 0S8 "Grbavica II" Sarajevo

JU 08 "Umihana Cuvidina" Sarajevo

JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

JU 08 "Nafija Sarajli¢" Sarajevo

JU 0§, Isak Samokovlija“ Sarajevo

JU 0§ ,Gnojnice” Gnojnice, Mostar

JU OS "Alija Nametak" Sarajevo

JU 0S "Travnik" Travnik

JU 08 "Husein ef.Dozo" Goraide

JU 0S8 “Silvije Strahimir Kranj¢evi¢” Sarajevo
JU 0§ ,,Buzim", Buzim

JU 08 "Kovadiéi" Sarajevo

JU 0§ ,Kulin Ban" Visoko

JU 0S "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

JU 0§, Kalesija“ Kalesija

JU 0S "MEHMEDALIJA MAK DIZDAR" Vitkovici
JU 0§ ,Kulin Ban" Visoko

JU 0S8 ,,Edhem Mulabdi¢" Zenica

JU 0S8 “Grbavica I” Sarajevo

JU 08 "Mula Mustafa Bageskija" Visoko
JU 0S8 "Kovaciéi" Sarajevo

JU 0S "Travnik" Travnik

JU "Druga osnovna skola" Konjic

JU "Druga osnovna skola" Konjic

JU 08 "Mubhsin Rizvi¢" Fojnica

JU 0§ ,Isak Samokovlija“ Sarajevo

JU OS ,Hasan Kiki¢“ Gradanica

JU 0S "Safvet-beg Basagi¢" Sarajevo

JU 0S8 "Rapatnica" Srebrenik

JU 0S “Grbavica I” Sarajevo

JU 0§ ,,Sveti Franjo“ Tuzla

JU 0S "Fatima Guni¢" Sarajevo

JU 0§ ,,Huso Hodzi¢" Tesan;j

JU 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

JU 0§ ,,Druga osnovna $kola", Bosanska Krupa
JU OS , Trzacka Rastela" Cazin

JU 0§ ,Novi Grad“ Tuzla

JU 08, Vladimir Nazor Zenica

JU 0§ ,Harmani I1", Biha¢

JU 0S ,,Bukinje” Tuzla

JU "Druga osnovna skola" llidza/Hrasnica




-

R.B. IME | PREZIME
1 Amna Hamzi¢

2 Adem Biscevic¢

3 Adna Bristri¢

4 Adnan HadZikaduni¢
5 Alma Faji¢

6 Amina Agovi¢

7 Asja Husejinovi¢
8 Bakir Kesetovic¢

9 Bakir Sulji¢

10  Edi Skrgi¢

11  Edis Tabak

12 Ella Hamzic

13 Emin Cisija

14  Emina Durmo

15  Faris Dervisevic¢
16  HadZera Rusti¢
17 Hamdi Mehmedovski
18  Hamza Drki¢

19  Harun Omi¢

20 llma Ohran

21  Iman Boskailo

22 Inea Dizdari¢

23 Ismail HadZovi¢
24 Ismar Ljubijankic¢
25  Kaan Kacapor

26  Kenan Kujri¢

27  Lamija Isovi¢

“ 28 Lamija Rovcanin
29  Mahir Sulejmanovic¢
30 Martina Andrié¢
31  Mesud Mesic¢

32  Naida Semi¢

33  Omer Kaltak

34  Sajra Karagic¢

35  Samra Kulenovi¢
36 Sena Mujagic

37  Senahid Selatovi¢
38 Sergej Smital

39 Vedad Lendo

40  Zlata Memi¢

UCESNICI/E U KATEGORIJI 8.RAZRED

SKOLA
JU 08 "Husein ef.Pozo" Gorazde

JU 08 "Mehmed-beg Kapetanovi¢ Ljubusak"

JU 0S ,,Hamdija Kreevljakovi¢“ Kamberi, Gradagac

JU 0S 1. mart" Tedanj

JU 0§ ,,Poljice” Lukavac

JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo
JU "Trecéa osnovna skola" llidza

JU 0S ,Rapatnica“ Srebrenik

JU 0S8, Mesa Selimovi¢" Zenica

JU 0§, Corali¢i", Cazin

JU "Druga osnovna Skola" Konjic

JU 0S “Nafija Sarajli¢” Sarajevo

JU 0§ ,,Kulin Ban" Visoko

JU "Cetvrta osnovna $kola" Sarajevo
JU 0S ,Harmani II" Bihaé

JU "Prva osnovna skola" Konjic

JU 08 "Mirsad Prnjavorac" Vogoséa
JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo
JU 08 ,,5. oktobar", Sanski Most

JU 0S ,Mehmedalija Mak Dizdar" Visoko
JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo
JU OS "Gornje Prekounje - Ripac¢" Biha¢
JU 0S "Camil Sijari¢" Sarajevo

JU 0S ,Gornja Koprivna", Cazin

JU OS "Grbavica II" Sarajevo

JU ,,Prva osnovna skola" Maglaj

JU 0§, Isak Samokovlija“ Sarajevo

JU 0S "Pofali¢i" Sarajevo

JU "Druga osnovna $kola" Zivinice

JU 0§ ,,Sveti Franjo“ Tuzla

JU OS ,,Dr. Safvet-beg Basagi¢, Gradacac
JU 0S "Zahid Barucija" Vogosca

JU 0S8 "Travnik" Travnik

JU OS "Treca osnovna $kola" Bugojno
JU 08 "6. mart" Hadzi¢i

JU 0S “Nafija Sarajli¢” Sarajevo

JU 08 "Vitez" Vitez

JU 08 “Cengi¢ Vila I” Sarajevo

JU OS “Grbavica I” Sarajevo

JU "Druga osnovna skola" Konjic
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UCESNICI/E U KATEGORIJI 9.RAZRED

IME | PREZIME

Emil Maci¢
Danija Sinanovi¢
Amir Karamovic
Ajdin Talovi¢

Armin Steta

Abdullah Muminagic¢

Adi Efendira
Ana Sari¢
Amar Jukan
Ema Jusufagic
Omer Drkic¢

Mubina Rami¢

Amina DZananovic¢

Mirza Bubalo
Davud Musinovié¢
Zina Ivkovi¢
Naida Alispahi¢
Una Ugarak
Amina Huskic¢
Kenan Hadzi¢
Benjamin Mujkic¢
Josip Simi¢
Melisa Iskri¢
Kenan Softi¢
Eldar Zaketovi¢
Tarik Odzak
Faris Sabeta
Merjem Donko
Ahmed Sedi¢
Fatih Cebiri¢
Ahmed Fisek
Azra Jasarspahic
Ilda Basi¢

Naida Kadri¢
Emma Suljakovié

DZana HodzZabegovi¢

Amina Pivali¢

Ella Besirevic¢
Tajra Mujezinovic
Dino Ahi¢

SKOLA
JU "Deveta osnovna skola" Ilidza
JU 08 "Hasan Kaimija" Sarajevo
JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU 08 "Grbavica II" Sarajevo
JU 08 "Grbavica II" Sarajevo
JU 08 “Grbavica I” Sarajevo
JU 08 "Safvet-beg Basagi¢" Visoko
JU 0S "Malta" Sarajevo
JU "Druga osnovna skola" Gracanica
JU 0S8 "Grbavica II" Sarajevo
JU "Druga osnovna skola" llidZza/Hrasnica
JU 0§, Jezerski" Bosanska Krupa
JU 0S8 "Hasan Kiki¢ " Gracanica
JU "Druga osnovna skola" Konjic
JU "Prva osnovna skola" Konjic
JU 0§ ,,Suljo Cili¢“ Jablanica
JU 08 "Husein ef.Dozo" Goraide
0S "Druga osnovna $kola" Bugojno
0S "Treca osnovna $kola" Bugojno
0S "Berta Kucera" Jajce
JU 0§ ,,Sjenjak“ Tuzla
JU 0§ ,,Sveti Franjo“ Tuzla
JU OS ,Ivan Goran Kovadi¢“ Gradadac
Richmond Park Int. Primary School Tuzla
JU OS ,Hasan Kiki¢“ Gradanica
JU 08 "Grbavica I" Sarajevo
JU 0S8 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU 08 "Mehmedalija Mak Dizdar" Sarajevo
JU 0S8 "Fatima Guni¢" Sarajevo
JU 0S8 "Grbavica I" Sarajevo
JU 08 ,Musa Cazim Cati¢" Visoko
JU 0§ ,Hamdija Kresevljakovi¢" Kakanj
JU ,,Prva osnovna skola" Maglaj
JU 0§ ,Safvet-beg Basagi¢" Breza
JU ,,Prva osnovna skola" Maglaj
JU 0S ,Harmani 11, Biha¢
JU 0§ 5. oktobar”, Sanski Most
JU 0S5, Lejla Hairlahovi¢-Hugi¢“, Cazin
JU 0§, Kljue“, Kljué
0S “Safvet beg Basagi¢” Visoko
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Udruzenje matemati¢ara Kantona Sarajevo
Zmaja od B 1000 Sarajevo H
E-mail: om
Fax: ++ 42 1D broj:
Transakcijski racun: 1610000156600012

LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE

1. zadatak

il 2. zadatak

3. zadatak

4. zadatak

5. zadatak

Federalno prvenstvo iz matematike ucenika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025.

VI razred

Tri prave se sijeku u tacki A, kao na slici. Poznato je da je ugao 3

za 14° veéi od zbira uglova a1 §. Takoder, poznato je da je ugao t

v tri puta manji od ugla #. Odrediti uglove a,3,v,d. Obavezno A
obrazloziti odgovor!

a) Odrediti razlomak koji je jednak razlomku %, a kojem je brojnik za 2025 manji od

nazivnika. Odgovor obrazloziti!

7
135

b) Odrediti razlomak koji je jednak razlomku
nazivnika jednak 212625. Odgovor obrazloziti!
U pravougaoniku ABCD stranica AD je za 23cm veca od stranice AB. |

, a kojem je proizvod brojnika i

Na stranici AB je data tacka E. Poznato je da je obim trougla AED
jednak 208cm, a obim trougla EBC je jednak 180cm. Takoder, obim
trougla DEC' je 4 puta veci od stranice C'D.

a) Odrediti povr§inu pravougaonika ABC'D.

b) Oznacimo sa M sredinu duzi AC. Odrediti koji od trouglova ,
AEM i MEC ima veéi obim i za koliko.

a) Za prirodne brojeve x i y vrijedi da su im i zbir i proizvod djeljivi sa 8. Dokazati da

su brojevi x i y djeljivi sa 4.

b) Odrediti sve trojke (a, b, ¢) cifara takvih da su i zbir i proizvod brojeva lab3a i 6¢2¢6

djeljivi sa 24.

Napomena: Mozete dobiti bodove za dio pod b) ako radite pod pretpostavkom da
vrijedi tvrdnja pod a), ¢ak i ukoliko niste dokazali da tvrdnja pod a) zaista vrijedi.

Za tabelu r x k (tabela se sastoji od r redova i k kolona) kazemo da je
popunjena "kao zmija", ukoliko je popunjena prirodnim brojevima od 1

do r - k na sljedec¢i nacin: prvo se redom, s lijeve na desnu stranu, pop-

unjava prvi red prirodnim brojevima pocevsi od 1, zatim se popunjavanje

nastavlja u drugom redu, ali s desne na lijevu stranu. Generalno, neparne

| S~

ool U DN

redove popunjavamo s lijeve na desnu stranu, a parne s desne na lijevu

—
[y
—_
)

stranu. Na slici desno je dat primjer tabele 4 x 3 (4 reda i 3 kolone) koja
je popunjena "kao zmija".
Azur je popunio mnogo vecu tabelu "kao zmiju". U njegovoj tabeli postoji

kvadrat 2 x 2 koji je popunjen brojevima kao na slici desno. Odrediti sve

1793

1792

mogucnosti za broj kolona Azurove tabele (tj. sve mogucnosti za k).

2024

2025

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!




Udruzenje matemahcara Kantona Sarajevo
Zmaja od Bosne 33 ) ca(,w Bosna i
E-mail: um 0
Fax: ++ v .
Transakcijski raéun: 1610000156600012

LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE

1. zadatak

2. zadatak

3. zadatak

4. zadatak

5. zadatak

Federalno prvenstvo iz matematike ucenika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025.

VII razred

U trouglu ABC vrijedi AC < BC'. Tacke M je sredina stranice AB, a D i E su podnozja
normala iz tacaka A i B na pravu CM, redom (tacka E je na produzetku C M preko M).

a) Dokazati da je AD = BE.
b) Ako je duzina duzi C'M tri puta veca od duzine duzi M F, dokazati da je AC = BD.

[zracunati vrijednosti sljedecih izraza:

(1+2(1+ 50+ mp)l+ mam) - 1 o)

A: 3 )
(L— ﬁ)(l B 1+2+3)(1 - 1+2i3+4)(1 - 1+2+3+4+5) R 1+2f-~+9)
3 5 7 9 89
B=1+-)(1+—)1+—)14+————)---(1 )
S VA W UL e oA W S A W O SR

a) Za prirodne brojeve x i y vrijedi da su im i zbir i proizvod djeljivi sa 8. Dokazati da
su brojevi x i y djeljivi sa 4.
b) Odrediti sve trojke (a, b, ¢) cifara takvih da su i zbir i proizvod brojeva lab3a i 6¢2c¢6
djeljivi sa 24.
Napomena: Mozete dobiti bodove za dio pod b) ako radite pod pretpostavkom da
vrijedi tvrdnja pod a), ¢ak i ukoliko niste dokazali da tvrdnja pod a) zaista vrijedi.
Za tabelu r x k (tabela se sastoji od r redova i k kolona) kazemo da je
popunjena "kao zmija", ukoliko je popunjena prirodnim brojevima od 1

do 7 - k na sljedeé¢i nacin: prvo se redom, s lijeve na desnu stranu, pop-

11213
unjava prvi red prirodnim brojevima pocevsi od 1, zatim se popunjavanje 615 1
nastavlja u drugom redu, ali s desne na lijevu stranu. Generalno, neparne =181
redove popunjavamo s lijeve na desnu stranu, a parne s desne na lijevu 211110

stranu. Na slici desno je dat primjer tabele 4 x 3 (4 reda i 3 kolone) koja
je popunjena "kao zmija".
Azur je popunio mnogo veéu tabelu "kao zmiju". U njegovoj tabeli postoji

kvadrat 2 x 2 koji je popunjen brojevima kao na slici desno. Odrediti sve 1793 | 1792

moguénosti za broj kolona Azurove tabele (tj. sve moguénosti za k). 2024 | 2025

U trougli ABC' vrijedi AB < AC. Simetrala vanjskog ugla kod vrha A sijece opisanu
kruznicu tog trougla u tacki S. Tacka T se nalazi na stranici AC' tako da vrijedi AB = T'C.

a) Dokazati da vrijedi ZBAC = LAST.

b) Ako je tacka P podnozje normale iz S na AC, tacka () podnozje normale iz S na
BC', a M sredina duzi BT, dokazati da je P() simetrala ugla ZM PC.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
| Federalno prvenstvo iz matematike ucenika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025.

VIII razred

1. zadatak U pravouglom trouglu ABC (sa pravim uglom kod vrha C) vrijedi BC
AC = 3.2%% . 52024 1 yrha C povucena je visina C'H na hipotenuzu AB. Potom je iz
tacke H povucena visina HD na stranicu AC. Dokazati da je duzina duzi HD jednaka
288 - 102922,

— 22027 . 52024 i

2. zadatak a) Neka su a i b nenulti realni brojevi takvi da vrijedi
a*=13a+3b i b°=3a+ 13b.

Odrediti sve mogucénosti za vrijednost izraza ab.

b) Neka su x i y nenulti realni brojevi takvi da vrijedi
*=13z+3y i ¢®=3z+13y.

Odrediti sve moguénosti za vrijednost izraza (2 — y?)?.

3. zadatak Za tabelu r x k (tabela se sastoji od r redova i k kolona) kazemo da je
popunjena "kao zmija", ukoliko je popunjena prirodnim brojevima od 1

do r - k na sljede¢i na¢in: prvo se redom, s lijeve na desnu stranu, pop- 112713
unjava prvi red prirodnim brojevima pocevsi od 1, zatim se popunjavanje 6154
nastavlja u drugom redu, ali s desne na lijevu stranu. Generalno, neparne TR 19
redove popunjavamo s lijeve na desnu stranu, a parne s desne na lijevu 211110

stranu. Na slici desno je dat primjer tabele 4 x 3 (4 reda i 3 kolone) koja
je popunjena "kao zmija'".

Azur je popunio mnogo veéu tabelu "kao zmiju". U njegovoj tabeli postoji

kvadrat 2 x 2 koji je popunjen brojevima kao na slici desno. Odrediti sve 1793 | 1792

mogucnosti za broj kolona Azurove tabele (tj. sve moguénosti za k). 2024 | 2025

4. zadatak Odrediti sve parove (p,q) prostih brojeva za koje je broj

PP+ 3pq + 9q?
p+3q

prirodan.

5. zadatak Dat je trapez ABCD u kojem vrijedi AB | CD i AB > CD. Neka je M srediste osnovice
AB, i neka je P proizvoljna tacka na duzi C'D za koju vrijedi PC < PD. Prava PM
sijeCe pravu BC u tacki @), a prava kroz P okomita na osnovice trapeza sijeCe pravu AQ
u tacki K. Dokazati da je ZQAB = ZKCD.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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Federalno prvenstvo iz matematike ucenika osnovnih gkola
10. maja/svibnja 2025.

IX razred

U koordinatnoj ravni data je tacka 7'(2,4). Kroz nju prolaze prave p; i po. Prava p; sijece
x-osu u tacki A(—6,0), a y-osu u tacki C. Prava py sijee x-osu u tacki B, a y-osu u tacki
D. Poznato je da je x—koordinata tacke B veca od 2, kao i da je y—koordinata tacke D
veca od 4. Ako je povrsina trougla AT AB dvostruko veéa od povrsine trougla ATCD,
odrediti koordinate tacke B.

Za realne brojeve x,y i z vrijedi x + y + z = 6, % + 111 + % = % Loys =2,

a) Odrediti vrijednost izraza a? + y* + 2°.

b) Odrediti vrijednost izraza z%y* + y%2* + z%2>.
Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva za koje je broj

PP + 3pq + 9¢?
p+3q

prirodan.

Dat je trapez ABC'D u kojem vrijedi AB || CD i AB > CD. Neka je M srediSte osnovice
AB, i neka je P proizvoljna tatka na duzi CD za koju vrijedi PC < PD. Prava PM

sijece pravu BC' u tacki (), a prava kroz P okomita na osnovice trapeza sijece pravu AQ
u tacki K. Dokazati da je ZQAB = ZKCD.

U Sumi zivi odreden broj patuljaka, od kojih svaki posjeduje tacno tri sesira. Na svakom
SeSiru napisan je jedan od brojeva 1,2,3,...,2025. Nijedan patuljak nema dva SeSira sa
istim brojem (ali se moze desiti da dva razli¢ita patuljka imaju SeSire sa istim brojem).
Svi patuljci su ucestvovali u trodnevnom festivalu. Prvi dan svaki patuljak je nosio Sesir
s najmanjim brojem (od tri SeSira koja posjeduje), drugi dan Sesir s drugim najmanjim
brojem, te treéi dan SeSir s najve¢im brojem. Ispostavilo se da za bilo koja dva razli¢ita
patuljka vrijedi da su se najvise jedan dan festivala pojavili s istim brojem na Sesiru.
Koliko najvise patuljaka moze zivjeti u Sumi?

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE [ HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike uc¢enika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025.

VI razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Tri prave se sijeku u tacki A, kao na slici. Poznato je da je ugao [
za 14° veci od zbira uglova « i §. Takoder, poznato je da je ugao o
~ tri puta manji od ugla . Odrediti uglove a, 3,7,. Obavezno h “
obrazloziti odgovor!

A

RjeSenje:
Kako su uglovi e i § unakrsni, to je a = . Iz uslova zadatka je f = a+ 4§+ 14° = 2a+ 14°
ifg= 3y
Uglovi a, 3,7 zajedno obrazuju ispruzeni ugao, pa je a + f + v = 180°. Uvrstavanjem
£ = 37 dobijamo

a+ 4y = 180°,

a = 180° — 4.
S druge strane, kako je = 3y = 2a + 14°, uvrstavanjem a = 180° — 4y dobijamo
3y = 2(180° — 4) + 14°,

3y = 360° — 8y + 14°,
119 = 374°,
v = 34°.

Sada lako dobijamo =37y =102°1i a =0 = 180° — 4y = 180° — 136° = 44°.

Sema bodovanja:

o zakljucak da je v = & ..o 1 bod
e postavljanje uslova B =37 ... 1 bod
o dobijanje uslova 8= 20 4 147 suossesnsssssssssicasssmmonssnisssssssanssaad 1 bod
e postavljanje uslova o+ + 7 = 180° ... oiiii 2 boda
e dobijanje jednacine po samo jednoj nepoznatoj ................c.oiiiiii.n. 3 boda
e odredivanje uglova o, 5,7, 0 .. i 2 boda



2. zadatak a) Odrediti razlomak koji je jednak razlomku 24—9, a kojem je brojnik za 2025 manji od
nazivnika. Odgovor obrazloziti!

v

b) Odrediti razlomak koji je jednak razlomku =, a kojem je proizvod brojnika i

nazivnika jednak 212625. Odgovor obrazloziti!
RjeSenje:

a) Trazeni razlomak mozemo zapisati u obliku 2%. Odavde po uslovu zadatka imamo

da je
29x — 4x = 2025 &
25z = 2025 &
x = 81.
Dakle, trazeni razlomak je 249'—% = %.

Napomena: Ucenik moze zakljuciti da kako je razlika nazivnika i brojnika jednaka
25, razlomak treba progiriti sa 2025 : 25 = 81.

b) TraZeni razlomak mozemo zapisati u obliku =

7
135z °

Po uslovu zadatka je
T+ 135z = 212625,

945 -z - x = 212625,
x-x=225=15-15,
odakle je x = 15.

Sada je nas razlomak jednak ——=5- = 1%

13515  2025°

Napomena: U jednakosti 7z - 135z = 212625 smo mogli rastaviti i lijevu i desnu
stranu na proste faktore, te onda odrediti x. Naime, rastavljanjem broja 212165 na
proste faktore dobijamo 212165 =3-3-3-3-3-5-5-5-7. Kako je 135 =3-3-3-5,
imamo

7-2-3-3-3-5-2=3:-3-3-3-3-5-5-5-T.
Dijeljenjem sa 7-3-3 -3 -5 dobijamo
z-x=3-3-5-5=15-15,
odakle je x = 15.

Sema bodovanja:

© dio PO @) oot 4 boda
— oznacavanje trazenog razlomka kao 249—“; ................................ 1 bod
= postavljanje uslova 29z — 4= 2025 wuccammens 535335 15 ¥ 5 samswnmmsss s 18 1 bod
= Odredivanie T ssssssssseossasmsmnnsssis 52555 asmmrarnesssiissesnnsaem 1 bod
— dobijanje trazenog razlomka ........ ... ... 1 bod
o dio pod b) .o 6 bodova
— oznacavanje trazenog razlomka kao t5= ... 1 bod
~ postavljanje-uslova T s 1858= 12625 .cuwevnnn s s v s s onmommmmmes ¢ o 1 boda
= plrediVanIe @ ::izsvcmrmemennsssrsi88s s EROURTERERERE R S5 E 4 3 AU 3 boda

* Ako ucenik radi kao u napomeni, jedan bod od prethodna tri dobija ako
pravilno faktorise broj 212625.

~ dobijanje trafenog Tazlomka < ::ssssiasmmmnnassasses i s sionmEesss i 1 bod



3. zadatak U pravougaoniku ABCD stranica AD je za 23cm veca od stranice AB. 5

Na stranici AB je data tacka E. Poznato je da je obim trougla AED
jednak 208cm, a obim trougla EBC' je jednak 180cm. Takoder, obim
trougla DEC je 4 puta veéi od stranice C'D. M

a) Odrediti povrsinu pravougaonika ABC'D.

b) Oznacimo sa M sredinu duzi AC. Odrediti koji od trouglova ,
AEM i MEC ima veéi obim i za koliko. =

RjeSenje:

a) Neka je AB = CD = a. Tada je AD = BC = a + 23. Sabiranjem obima trouglova
AED i EBC dobijamo:

AD + DE + AE + EB + BC + CE = 208 + 180 = 388.
——
AB
2(a + 23) + DE + AB + CE = 388.

Kako je iz uslova zadatka obim trougla DEC Cetiri puta veéi od stranice C'D, to je
CD+DE+ EC=4CD,pajei AB+ DE + EC =4CD = 4a.
Sada dobijamo

2(a + 23) + 4a = 388,

6a = 388 — 46 = 342,
a = 97.
Sada je AD = a+23 = 80, pa je povrsina pravougaonika jednaka 57-80 = 4560cm?.

b) Neka je AM = MC = x. Tada je obim trougla AEM jednak AE + EM + x, a obim
trougla MEC' je jednak CE + EM + x. Dakle, potrebno je odrediti koja od duzi
AFE i CFE je duza i za koliko.

Kako je 57 = AB = AE + BE, to je AE =57 — BE. S druge strane, kako je obim
trougla EBC' jednak 180cm i kako je BC' = 80cm, to je

BE + CE + 80 = 180,

CE =100 — BE.

Dakle, CE = 100 — BE = 43+ 57T — BE = 43 + AFE, tj. duz CF je duza za 43cm
od duzi AE, pa je i obim trougla M EC za 43cm veéi od obima trougla AEM.

Sema bodovanja:

80 @18 BB T om0 5 5 29 9 2 2 0 svsrmmmm——— 5 5 5 5 5 5 @ 8 & EE———— o 2= 5 bodova
— sabiranje obima i zamjena AE + EBsa AB ..., 1 bod
— zamjena AB+ DE + CE sa4CD (ili DE4+CEsa3CD) ............. 1 bod

x Relacije CD+ DE +CFE =4CD ili DE + CE = 3CD same za sebe ne nose
bodove, ve¢ samo ako su uvrstene u neku drugu relaciju.

— dobijanje jednacine u kojoj je nepoznata jedna od stranica pravougaonika 1 bod

= pdredivanje stranice Pravougaonika s cissassssss eosmwaasnesssssiis 1 bod
— 1zrafunavanje POVISIIE .. ... ...ttt it i i 1 bod
i Pl Bl comsenssssssssssssonmmmme s iaE8855 2 s0SARRARE S E YR E 4 5 bodova
— svodenje zadatka na uporedivanje duzi AEiCE ..................... 2 boda

— odredivanje razlike duzina duzi CE i1 AE ........... ..., 3 boda



4. zadatak a)

b)

Za prirodne brojeve x iy vrijedi da su im i zbir i proizvod djeljivi sa 8. Dokazati da
su brojevi x i1 y djeljivi sa 4.

Odrediti sve trojke (a, b, ¢) cifara takvih da su i zbir i proizvod brojeva lab3a i 6¢2¢6
djeljivi sa 24.

Napomena: MozZete dobiti bodove za dio pod b) ako radite pod pretpostavkom da
vrijedi tvrdnja pod a), ¢ak i ukoliko niste dokazali da tvrdnja pod a) zaista vrijedi.

Rjesenje:

a)

b)

Dokazimo najprije da barem jedan od brojeva x i y mora biti djeljiv sa 4. Njihov
proizvod je djeljiv sa 8 = 2-2- 2, tj. sadrzi barem tri dvice u faktorizaciji na proste
faktore. Zbog toga bar jedan od brojeva x i y mora sadrzavati barem dvije dvice u
sebi (u suprotnom, ako oba broja imaju maksimalno jednu dvicu, proizvod bi imao
maksimalno dvije dvice). Medutim, broj koji sadrzi dvije dvice u sebi je djeljiv sa
4. Dakle, zaista je barem jedan od brojeva x i y djeljiv sa 4.

S druge strane, njihov zbir je djeljiv sa 8, pa samim tim i sa 4 (jer je 8 =2-4). Ako
bi jedan od brojeva x i y bio djeljiv sa 4, a drugi ne bi, tada ni njihov zbir ne bi bio
djeljiv sa 4, sto je kontradikcija. Dakle, kako je jedan broj djeljiv sa 4, mora biti i
drugi, ¢ime smo dokazali tvrdnju.

Napomena: Pod frazom "broj sadrzi barem tri dvice" se misli da kad rastavimo
taj broj na proste faktore, faktor 2 se pojavljuje barem tri puta.

Kako je 24 = 3 - 8, te su brojevi 3 i 8 relativno prosti (tj. njihov najveéi zajednicki
djelilac je jednak 1), broj je djeljiv sa 24 ako je djeljiv sa 3 i sa 8. Na osnovu
dokazanog u dijelu pod a) zaklju¢ujemo da oba broja moraju biti djeljiva sa 4.

S druge strane, kako je broj 3 prost, da bi proizvod dva broja bio djeljiv sa 3, mora
bar jedan od ta dva broja biti djeljiv sa 3. Medutim, posto je i zbir ovih brojeva
djeljiv sa 3, ne moze se desiti da je jedan od njih djeljiv sa 3, a drugi nije, tako da
moraju oba broja biti djeljiva sa 3.

Posmatrajmo najprije broj lab3a. Kako on mora biti djeljiv sa 4, njegov dvocifreni
zavrsetak je djeljiv sa 4, pa a € {2,6}.

Za a = 2 imamo broj 12b32. Kako je on djeljiv i sa 3, zbir njegovih cifara 1 + 2 +
b+ 3+ 2 =8+ b mora biti djeljiv sa 3, odakle b € {1,4,7}.

Za a = 6 slicno dobijamo da je broj 1+6+b+3+6 = 16+ b, odakle je b € {2, 5, 8}.
S druge strane, da bi broj 6¢2c¢6 bio djeljiv sa 4, mora vrijediti ¢ € {1,3,5,7,9}.
Medutim, kako taj broj mora biti djeljiv i sa 3, zbir cifara 6+c+2+c+6 = 144 2¢
mora biti djeljiv sa 3, odakle zaklju¢ujemo da ¢ € {2,5,8}, pa mora vrijediti ¢ = 5.
Pronasli smo cifre za koje su oba broja djeljiva sa 3 i 4 (§to smo zakljucili da mora
vrijediti). Tada je njihov proizvod djeljiv sa 3-4 -3 -4 = 144, pa samim tim i
sa 24 (jer je 144 = 24 -6). Takoder, posto su oba broja djeljiva sa 3, njihov zbir
je djeljiv sa 3, te jos treba da bude djeljiv sa 8. Medutim, njihov zbir ne mora
nuzno biti djeljiv sa 8 (jer smo samo odredili cifre tako da su oba broja djeljiva
sa 4). Kako je drugi broj 65256 djeljiv sa 8, to mora i prvi biti. Od trocifrenih
zavrSetaka 132,432,732, 236, 536, 836 samo su 432 i 536 djeljivi sa 8, pa su samo te
dvije moguénosti validne.

Dakle, sva rjesenja su (a,b,c) € {(2,4,5),(6,5,5)}.



5. zadatak Za tabelu r x k (tabela se sastoji od r redova i k£ kolona) kazemo da je
popunjena "kao zmija", ukoliko je popunjena prirodnim brojevima od 1

do 7 - k na sljedec¢i nac¢in: prvo se redom, s lijeve na desnu stranu, pop-

1123
unjava prvi red prirodnim brojevima pocevsi od 1, zatim se popunjavanje 61514
nastavlja u drugom redu, ali s desne na lijevu stranu. Generalno, neparne =T’ 19
redove popunjavamo s lijeve na desnu stranu, a parne s desne na lijevu o111 10

stranu. Na slici desno je dat primjer tabele 4 x 3 (4 reda i 3 kolone) koja
je popunjena "kao zmija".

Azur je popunio mnogo veé¢u tabelu "kao zmiju". U njegovoj tabeli postoji

kvadrat 2 x 2 koji je popunjen brojevima kao na slici desno. Odrediti sve 1793 | 1792

mogucnosti za broj kolona Azurove tabele (tj. sve mogucnosti za k). 2024 | 2025

Rjesenje:
Neka u redu gdje su brojevi 1792 i 1793 lijevo od njih ima jos x brojeva. Tada vrijedi i
da lijevo od brojeva 2024 i 2025 u redu ispod takoder ima x brojeva. Tih 2z brojeva su

1794,1795,...,2023, pa vrijedi  + x = 2023 — 1793 = 230, odakle je x = 115. Dakle,
najveci broj u redu u kojem su brojevi 1792 i 1793 je broj 1793 + 115 = 1908.

Kako u svakom redu ima tacno onoliko brojeva koliki je broj kolona tabele, to broj kolona
mora biti djelioc broja 1908. Takoder, kako je u istom redu sa brojem 1908 i broj 1792,
to je broj kolona barem 1908 — 1791 = 117. Dakle, zanimaju nas djelioci broja 1908 veéi
ili jednaki 117.

Kako je 1908 = 22 - 32 . 53 = 36 - 53, to broj kolona mora biti djeljiv sa 53 (u suprotnom
bi bio maksimalno 36). Kako su brojevi 53 i 53 - 2 = 106 manji od 117, imamo sljedece
mogucnosti: 53 -3 = 159,53 -4 = 212,53 -6 = 318,53 -9 = 477,53 - 12 = 636,53 - 18 =
954,53 - 36 = 1908.

Medutim, primijetimo da je broj 1908 najveéi broj u redu u kojem brojevi idu zdesna na
lijevo, tj. u parnom redu. Zbog toga koli¢nik broja 1908 i broja kolona tabele mora biti
paran broj, pa moguénosti -12%8 = 8, % = i3, %ﬁ- = 1 otpadaju. U ostalim slucajevima
koli¢nik je paran, pa je 1908 posljednji broj u parnom redu, a u tom redu ima vise od 117
brojeva, pa ti brojevi jesu mogucnosti za broj kolona.

Dakle, sve moguénosti su 159, 318,477 i 954.

Sema bodovanja:

e zakljucak koliko brojeva mora biti lijevo od datog dijela .................. 2 boda
e zakljucak da broj kolona mora biti djelioc broja 1908 .................. ... 3 boda
o ‘pdredivanje svih djelioea broja 1908 . sosssss pesmmesmennss o555 548388 sosses 2 boda

* Ukoliko ucenik prije odredivanja djelioca zakljuéi da je broj kolona vedi ili jednak
od 117, onda se prethodni korak odnosi samo na djelioce vece ili jednake 117.
Slicno vrijedi i ukoliko ucenik najprije zakljuci da je koli¢nik broja 1908 i broja
kolona paran.

e zakljucak da broj kolona mora biti djelioc koji je veéi ili jednak 117 ........ 1 bod

e zakljucak da koli¢nik broja 1908 i broja kolona mora biti paran i odbacivanje sluca-
jeva; gdje je taj kolinik neparan v sssssssiasssssavasaamennas i3 8855668 6a 2 boda



Sema bodovanja:

® (10 DOH B} 5aussemumensssss ommeassssssponmes 0156 OHan 5685 SOEET 185§ 5 HHG 4 boda
— dokaz da je bar jedan od brojeva djeljivsa4d .........coiiiiiiii.nL. 2 boda

— dokaz da.8ii oba broja djeljive. 884, ::scsvvparsssspsmmmssisssspmpuresss 2 boda

B (BT ()] comer o2 2508 sopmmn n £ 5 615 & prsmirars 2 215 § (omamousin 59 & & & Gnoenn 3 8.0 & 6 8 Semsrna 5.9 9.8 6 bodova
— zakljucak da zbir i proizvod moraju biti djeljivi sa 31 8 i da zbog dokaza pod

a) oba broja moraju biti djeljivasa 4 ............ i 1 bod

— zakljucak da je bar jedan od brojeva djeljiv sa 3 (zbog proizvoda) ..... 1 bod

— zakljucak da su oba broja djeljiva sa 3 (zbog zbira) .................... 1 bod

— odredivanje cifri za koje su oba broja djeljivaisa4isa8 ............. 2 boda

— provjera rjeSenja i odbacivanje sluc¢ajeva koji nisu rjeSenje ............. 1 bod

Napomena: Broj bodova ni na koji na¢in ne ovisi od toga koliko rjesenja ste dobili, veé
od postupka rada i ispravnosti zakljucaka koje ste donosili.
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike uc¢enika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025.

VII razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak U trouglu ABC vrijedi AC < BC. Tacke M je sredina stranice AB, a D i E su podnozja
normala iz tacaka A i B na pravu C'M, redom (tacka E je na produzetku C'M preko M).

a) Dokazati da je AD = BE.
b) Ako je duzina duzi CM tri puta vec¢a od duzine duzi M E, dokazati da je AC = BD.

Rjesenje:

a) Kako je ZAMD = ZBME (unakrsni uglovi), AM = ¢
BM i Z/DAM = 90° — ZAMD = 90° — ZBME =
ZMBE, po pravilo USU zaklju¢ujemo da su trouglovi
AMD i BMFE podudarni, odakle slijedi AD = BE, §to
je i trebalo dokazati.

b) Iz dokazane podudarnosti trouglova AM D i BME slijedi
MD = ME. SadajeCD=CM—-MD =3ME—-ME = ,&
2ME. Kakojei DE=MFE+ MD =2ME, toje CD =
DE. Posmatrajmo sada trouglove ADC' i EBD. E
U njima vrijedi AD = BE,ZADC = ZBED = 90°,CD = DE, pa iz pravila SUS
zakljucujemo da su ova dva trougla podudarna, odakle slijedi AC' = BD, §to je i
trebalo dokazati.

Napomena: Nakon $to smo zakljucili da je CD = DE, tj. da je D sredina duzi
C'E, mogli smo zakljuciti da je trougao AEC jednakokraki (u njemu je AD i visina
i tezisnica), zbog Cega je AC' = AE. Onda zavrSsavamo iz podudarnosti trouglova
AME i BMD (AM = BM,/AME = ZBMD,MFE = MD,), jer ta podudarnost
povla¢i BD = AE = AC.

Sema bodovanja:

® Do POd &) vt 3 boda
o Zakljucak da je DM = ME ... . . 1 bod
8 Dokim flf & LI = B v 5 5 3 2 commammunns & 2 5 & ssvmonssans 5 5 2 = wETE—E § 5 & 5 W= 2 boda

e Dokaz da su trouglovi ADC' i BED podudarni i zaklju¢ak AC = BD ..... 4 boda

x Ukoliko ucenik radi kao u napomeni, posljednja 4 boda se osvajaju na sljedeci
nacin: 2 boda za dokaz AC' = AF i 2 boda za dokaz AFE = BD.



2. zadatak Izracunati vrijednosti sljedec¢ih izraza:

{1+ 80 -5+ e+ el )

=

A: I
(1 —gs)(l = el ~ el ~ Tmeres) L~ Tmes)
3 5 7 9 89
B=(01+3)(14+— SR S, | € S Cn— .
R LS o 24 R oy AR G o oy Sy
Rjesenje:
Izra¢unajmo najprije brojnik izraza A. Imamo
2 3 4 H 9
1+ 2)(1 1 | R S TR | =
( +1)( +1+2)( +1+2+3)( +1+2+3+4) ( +1+2+---+8)
142 1+2+3 1+2+3+4 1+24+3+4+5 1+2+~-+81+2+~-+9_
1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 142447 14+2+---+8
1+7 1423 1+£2+3F4 142434+5 /-bz);/ (IR0 S
1 1+2  14+2+3 W ' M/t%/
10
—=45.
2
Sli¢no, nazivnik izraza A je jednak
2 3 4 5 9
(I-———)(1—-——) (- J— j reell—
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5 1+2+---+9
142-214+2+3-3142+3+4—-41+24+3+4+5-5 1+24---4+9-9
1+2 14+2+3 1+243+4 1+424+3+44+5 7 142449
1 1+2  14+2+3  1+2+3F4 1£24——F8 1
L*ﬁ,L+%¥3,jﬁwﬁﬁﬂ'Liz+%¢q:€ 14240049 45
Sada je A = % = 45 - 45 = 2025.

45
[zra¢unajmo sada izraz B. Imamo

3 ) i 9 89

B=(1+3)( 1 1+—2 .. -
TSR Wl e )AL e ey A R S N
143 143+5 143457 14 5 484Bte 48
1 1+3 14+3+5 1+34+5F7  14+3 7L a7

14+3+5+---+89 = (1+89)+(3+87)+ (5+85)+ - -+ (43+47) + 45 = 22-90+45 = 2025.

Sema bodovanja:

e Racdunanje izraza A . ... . 4 boda
— racunanje brojnika ili nazivnika (ono $to ucenik prvo izra¢una) ....... 2 boda
— raCunanje brojnika ili nazivnika (ono $to ucenik drugo izracuna) ....... 1 bod
— dobijanje konacnog rezultata .......... ... . .. 1 bod
o Racunanje izraza B ... ..ot 6 bodova
= (obijanje B=1+3+5+ ¢+ +t8D ss:iswmmmnnmmmesssnssssssssoaaams 4 boda
= radunanje izraza 1+ 3+8 Fowot 80 oiiisasuammmemmmensssssssss s 2 boda

Napomena: Ukoliko se kod ucenika u radu ne vidi jasno zasto ¢e se odgovarajuéi brojevi
skratiti, ne dobija sve bodove za taj dio. Na primjer, moguce je da ucenlk kod 1zraza B
prostim ra¢unanjem dobije da je prvi razlomak jednak 1 = f—z, drugi § = 22, treéi ¥ = gz,
te zakljuci da ¢e se tako svi brojevi skratiti i dobije 45% = 2025, dobija samo 2 od 6 bodova
za izraz B. Naime, to $to su za prva tri razlomka brojnik i nazivnik uzastopni kvadrati

ne mora da znaci da ¢e isto vrijediti za ostale razlomke.



3. zadatak a)

b)

Za prirodne brojeve x i y vrijedi da su im i zbir i proizvod djeljivi sa 8. Dokazati da
su brojevi z iy djeljivi sa 4.

Odrediti sve trojke (a, b, ¢) cifara takvih da su i zbir i proizvod brojeva lab3a i 6¢2c¢6
djeljivi sa 24.

Napomena: Mozete dobiti bodove za dio pod b) ako radite pod pretpostavkom da
vrijedi tvrdnja pod a), ¢ak i ukoliko niste dokazali da tvrdnja pod a) zaista vrijedi.

RjeSenje:

a)

Dokazimo najprije da barem jedan od brojeva x i y mora biti djeljiv sa 4. Njihov
proizvod je djeljiv sa 8 = 22 -2, tj. sadrzi barem tri dvice u faktorizaciji na proste
faktore. Zbog toga bar jedan od brojeva x i y mora sadrzavati barem dvije dvice u
sebi (u suprotnom, ako oba broja imaju maksimalno jednu dvicu, proizvod bi imao
maksimalno dvije dvice). Medutim, broj koji sadrzi dvije dvice u sebi je djeljiv sa
4. Dakle, zaista je barem jedan od brojeva x i y djeljiv sa 4.

S druge strane, njihov zbir je djeljiv sa 8, pa samim tim isa 4 (jer je 8 = 2-4). Ako
bi jedan od brojeva x i y bio djeljiv sa 4, a drugi ne bi, tada ni njihov zbir ne bi bio
djeljiv sa 4, sto je kontradikcija. Dakle, kako je jedan broj djeljiv sa 4, mora biti i
drugi, ¢ime smo dokazali tvrdnju.

Napomena: Pod frazom "broj sadrzi barem tri dvice" se misli da kad rastavimo
taj broj na proste faktore, faktor 2 se pojavljuje barem tri puta.

Kako je 24 = 3 - 8, te su brojevi 3 i 8 relativno prosti (tj. njihov najveéi zajednicki
djelilac je jednak 1), broj je djeljiv sa 24 ako je djeljiv sa 3 i sa 8. Na osnovu
dokazanog u dijelu pod a) zaklju¢ujemo da oba broja moraju biti djeljiva sa 4.

S druge strane, kako je broj 3 prost, da bi proizvod dva broja bio djeljiv sa 3, mora
bar jedan od ta dva broja biti djeljiv sa 3. Medutim, posto je i zbir ovih brojeva
djeljiv sa 3, ne moze se desiti da je jedan od njih djeljiv sa 3, a drugi nije, tako da
moraju oba broja biti djeljiva sa 3.

Posmatrajmo najprije broj 1lab3a. Kako on mora biti djeljiv sa 4, njegov dvocifreni
zavrsetak je djeljiv sa 4, pa a € {2,6}.

Za a = 2 imamo broj 12b32. Kako je on djeljiv i sa 3, zbir njegovih cifara 1 + 2 +
b+ 3+ 2 =8+ b mora biti djeljiv sa 3, odakle b € {1,4,7}.

Za a = 6 sli¢no dobijamo da je broj 1+6+b+3+6 = 16 + b, odakle je b € {2,5,8}.
S druge strane, da bi broj 6¢2¢6 bio djeljiv sa 4, mora vrijediti ¢ € {1,3,5,7,9}.
Medutim, kako taj broj mora biti djeljiv i sa 3, zbir cifara 6 +c+2+c+6 =14+ 2¢
mora biti djeljiv sa 3, odakle zaklju¢ujemo da ¢ € {2, 5,8}, pa mora vrijediti ¢ = 5.
Pronasli smo cifre za koje su oba broja djeljiva sa 3 i 4 (8to smo zakljucili da mora
vrijediti). Tada je njihov proizvod djeljiv sa 3 -4 -3 -4 = 144, pa samim tim i
sa 24 (jer je 144 = 24 - 6). Takoder, posto su oba broja djeljiva sa 3, njihov zbir
je djeljiv sa 3, te joS treba da bude djeljiv sa 8. Medutim, njihov zbir ne mora
nuzno biti djeljiv sa 8 (jer smo samo odredili cifre tako da su oba broja djeljiva
sa 4). Kako je drugi broj 65256 djeljiv sa 8, to mora i prvi biti. Od trocifrenih
zavrSetaka 132,432, 732,236, 536, 836 samo su 432 i 536 djeljivi sa 8, pa su samo te
dvije mogucnosti validne.

Dakle, sva rjeSenja su (a,b,c) € {(2,4,5),(6,5,5)}.



Sema bodovanja:

o 0 POl 8) messsscseonmmemsasics HEoEE T EE 8 SSGRTE IR E HE E NEEEE 8 53§ 6 SN 4 boda
— dokaz da je bar jedan od brojeva djeljivsa 4 ..............ooian. 2 boda

— dokaz da su oba broja djeljiva sa 4 ......... ... i 2 boda

o dio pod b) oo 6 bodova
— zakljucak da zbir i proizvod moraju biti djeljivi sa 3 i 8 i da zbog dokaza pod

a) 'oha broja moorejn Hiti dijeljive 86 2 s comess s o6 soamnns s 454§ baammg 1 bod

— zakljucak da je bar jedan od brojeva djeljiv sa 3 (zbog proizvoda) ..... 1 bod

— zakljuGak da su oba broja djeljiva sa 3 (zbog zbira) .................... 1 bod

— odredivanje cifri za koje su oba broja djeljivaisa4isa8 ............. 2 boda

— provjera rjesenja i odbacivanje slucajeva koji nisu rjesenje ............. 1 bod

Napomena: Broj bodova ni na koji na¢in ne ovisi od toga koliko rjesenja ste dobili, vec
od postupka rada i ispravnosti zakljucaka koje ste donosili.



4. zadatak Za tabelu r x k (tabela se sastoji od r redova i k kolona) kazemo da je
popunjena "kao zmija", ukoliko je popunjena prirodnim brojevima od 1

do 7 - k na sljedec¢i nac¢in: prvo se redom, s lijeve na desnu stranu, pop-

12| 3
unjava prvi red prirodnim brojevima pocevsi od 1, zatim se popunjavanje 615 4
nastavlja u drugom redu, ali s desne na lijevu stranu. Generalno, neparne 71819
redove popunjavamo s lijeve na desnu stranu, a parne s desne na lijevu 2111110

stranu. Na slici desno je dat primjer tabele 4 x 3 (4 reda i 3 kolone) koja
je popunjena "kao zmija".
Azur je popunio mnogo vec¢u tabelu "kao zmiju". U njegovoj tabeli postoji

kvadrat 2 x 2 koji je popunjen brojevima kao na slici desno. Odrediti sve 1793 | 1792

mogucnosti za broj kolona Azurove tabele (tj. sve mogucnosti za k). 2024 | 2025

Rjesenje:
Neka u redu gdje su brojevi 1792 i 1793 lijevo od njih ima jos x brojeva. Tada vrijedi i
da lijevo od brojeva 2024 i 2025 u redu ispod takoder ima z brojeva. Tih 2z brojeva su

1794,1795,...,2023, pa vrijedi z + x = 2023 — 1793 = 230, odakle je x = 115. Dakle,
najveci broj u redu u kojem su brojevi 1792 i 1793 je broj 1793 4+ 115 = 1908.

Kako u svakom redu ima tac¢no onoliko brojeva koliki je broj kolona tabele, to broj kolona
mora biti djelioc broja 1908. Takoder, kako je u istom redu sa brojem 1908 i broj 1792,
to je broj kolona barem 1908 — 1791 = 117. Dakle, zanimaju nas djelioci broja 1908 veci
ili jednaki 117.

Kako je 1908 = 22 - 3% - 53 = 36 - 53, to broj kolona mora biti djeljiv sa 53 (u suprotnom
bi bio maksimalno 36). Kako su brojevi 53 i 53 - 2 = 106 manji od 117, imamo sljedece
moguénosti: 53 +3 = 159,534 = 212,53 - 6. = 318,53 -9 = 477,563 - 12 = 636,53 - 18 =
954,53 - 36 = 1908.

Medutim, primijetimo da je broj 1908 najveci broj u redu u kojem brojevi idu zdesna na
lijevo, tj. u parnom redu. Zbog toga kolicnik broja 1908 i broja kolona tabele mora biti
paran broj, pa mogucnosti £ = 9,198 = 3 138 — 1 otpadaju. U ostalim slucajevima
koli¢nik je paran, pa je 1908 posljednji broj u parnom redu, a u tom redu ima vise od 117

brojeva, pa ti brojevi jesu mogucnosti za broj kolona.
Dakle, sve moguénosti su 159, 318,477 1 954.

Sema bodovanja:

e zakljucak koliko brojeva mora biti lijevo od datog dijela .................. 2 boda
e zakljucak da broj kolona mora biti djelioc broja 1908 ..................... 3 boda
e odredivanje svih. djelioca broja 1908 .........cocccinumnanssssnses s smmmsaan 2 boda

x Ukoliko ucenik prije odredivanja djelioca zakljuci da je broj kolona vedi ili jednak
od 117, onda se prethodni korak odnosi samo na djelioce vece ili jednake 117.
Slicno vrijedi i ukoliko uc¢enik najprije zakljuci da je koli¢nik broja 1908 i broja
kolona paran.

e zakljucak da broj kolona mora biti djelioc koji je veéi ili jednak 117 ........ 1 bod

e zakljucak da koli¢nik broja 1908 i broja kolona mora biti paran i odbacivanje sluca-
jeva gdje je taj kolicnik neparan .............. i 2 boda



5. zadatak U trougli ABC vrijedi AB < AC. Simetrala vanjskog ugla kod vrha A sijece opisanu
kruznicu tog trougla u tacki S. Tacka T' se nalazi na stranici AC tako da vrijedi AB =TC.

a) Dokazati da vrijedi ZBAC = LAST.

b) Ako je tacka P podnozje normale iz S na AC, tatka @) podnozje normale iz S na
BC', a M sredina duzi BT, dokazati da je P(Q simetrala ugla ZMPC'.

Rjesenje:

a) Neka je ZBAC = «, te ozna¢imo sa x uglove na koje
vanjska simetrala dijeli vanjski ugao. Jasno je da vrijedi
2x+a = 180°. Kako u trouglu AST vrijedi x+ZAST +
ZATS = 180°, da bismo dokazali ZAST = «, dovoljno
je dokazati ZATS = x, tj. dovoljno je dokazati da
vrijedi AS = ST. Dokazat ¢emo da su trouglovi ABS
i T'C'S podudarni, odakle ¢e slijediti tvrdnja.

Kako su periferijski uglovi nad istom tetivom jednaki,
zaklju¢ujemo da je ZABS = ZACS = y (uglovi nad
tetivom AS). Iz istog razloga je i ZSBC = LSAC ==z
te ZBSC = ZBAC = «. Kako u trouglu BSC imamo
uglove ZCBS = x i LCSB = a, zbog 2x + a = 180°
slijedi ZBCS = z, odakle je BS = CS.

Sada po pravilu SUS zaklju¢ujemo da su trouglovi
ABS i TCS podudarni (vrijedi AB = CT,ZABS =
LTCS = y,SB = SC), pa je AS = ST, §to smo i
htjeli dokazati.

Napomena za dio pod a): Tvrdnja zadatka se umjesto na AS = ST lako moze
svesti na LASB = ZCST ($to takoder slijedi iz podudarnosti trouglova ASB i
CSD). Naime, kako je ZCSB = a, da bi vrijedilo ZAST = «, dovoljno je dokazati
LASB = ZLCST.

b) Kako su trouglovi AST i BC'S jednakokraki, to u njima
visina polovi osnovicu, §to znaci da su tacke P i () sre-
dine duzi AT i BC, redom.

Zbog toga su M P i M@ srednje linije trouglova BT A
i BCT, redom, odakle je PM = % = % = MQ,
tj. trougao M PQ je jednakokraki, odakle je ZM PQ =
ZMQP.

Kako je srednja linija paralelna suprotnoj stranici, to je
prava M@ paralelna pravoj T'C (tj. AC'), pa zbog jed-
nakosti uglova na transferzali zakljucujemo ZC'PQ =
LMQP = LM PQ, pa je PQ simetrala ugla M PC, §to
je 1 trebalo dokazati.

Napomena za dio pod b): Nakon §to se zakljuci da su P i @ sredine duzi AT i
BC'i da je trougao M P() jednakokraki, mozZe se zavrsiti na nesto drugaciji nadcin.
Naime, kako je MP||AB i MQ||AC, to je ZQMP = 180° — ZBAC = 2z (uglovi sa
paralelnim kracima). Zbog toga je ZM PQ = ZMQP = 90°—x. Konacno, zbog par-
alelnosti MP i AB je ZMPC = ZBAC = a =180°—2z = 2-(90°—z) = 2- LM PQ,
odakle slijedi tvrnja.

Napomena (za oba dijela): Nije bilo neophodno uvoditi posebne oznake x,y, z za
te uglove, s obzirom da se svi mogu izraziti preko uglova trougla ABC. Naime, zbog
2z+o = 180° vrijedi z = 90°—5 = §+% Takoder, vrijediy = f—x = 5—(%4—%) = g—%‘
Konacno, kako je M P||AB, to je 2z = «, odakle je z = §.



Sema bodovanja:

@ dio PO &) vt 6 bodova
— svodenje zadatka na AS = ST ili ZASB=/CST ..................... 1 bod
— zakljuak ZABS = ZACS ... 1 bod
— dokaz da vrijedi BS = CS .. oo 2 boda
— zakljucak da su trouglovi ABS i AC'S podudarni ..................... 2 boda

x Ukoliko ucenik samo zaklju¢i da je dovoljno dokazati da su trouglovi ABS
i AC'S podudarni, dobija 1 od posljednja 2 boda. Medutim, ako uz to
tacno zakljuci koji element mu fali za podudarnost, dobija ¢itava 2 boda iz
posljednje tacke (npr. ako zakljuc¢i da su uglovi ZABS i ZACS jednaki, te
konstatuje da je za podudarnost jo§ dovoljno dokazati BS = CS).

o Qo POd B) scsssssomensnsnmusnsssssmanissomnes ssaumiisssEads sasanasssss 4 boda
— zakljuBak da su P i @ sredine duZi AT i1 BO' iiiionvsissisamassssnamans 1 bod
— zakljucak da je trougao M P() jednakokraki ........................... 1 bod
— tokaz dg je ZMEOP = SQPC iussiissnsassisssmmansissnnsssssametissss 1 bod

*x Prethodni bod ucenik moze osvojiti ukoliko dokaze da vrijedi ZQMP =
180° —a =2z i ZMPC = ZBAC (potrebne su obje jednakosti).

— wrepyriptele BOKBIE o:crrammanesrrrme as s nen F 55 s SIS e R E DS S AN E SRS G 1 bod
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike uc¢enika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025,

VIII razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak U pravouglom trouglu ABC' (sa pravim uglom kod vrha C) vrijedi BC' = 22027 . 5202 j
AC = 3.2%% . 52024 17 yrha C povuécena je visina CH na hipotenuzu AB. Potom je iz
tacke H povucena visina HD na stranicu AC. Dokazati da je duzina duzi HD jednaka

288 - 102022,
Rjesenje 1:

Primjenom Pitagorine teoreme na trougao ACAB dobijamo:

AB = A/AC2 4 BC? = \/(3 . 22025 . 52024)2 | (92027 . 52024)2 —
— /0. 24050 . 54048 | 94054 , 54048 _
- \/24050 . 54048 . (9 + 16) —=

— \/24050 . 54048 . 95 — H
— 92025 52024 5 _

_ 102025
[zracunajmo sada visinu C'H i stranicu AH na dva nacina.

1. nadin Imamo da je povrsina trougla ACAB jednaka:

CH-AB AC-BC
2 - 5 !

Paca =

pa je
_ AC BC _ 3.92025 52024 92027 52024 3, 95052 54048 _ g g0 g0

CH AB 102025 - 92025 . 52025

Primjenom Pitagorine teoreme na trougao AC AH imamo:

AH = \/Ac2 —CH? = \/9 . 95050 . 54048 _ . 95054 . 54046 —
= \/9 . 25050 , 54046 . (25 _ 16) s

— /81 - 25050 . 54046 —
Q. 92025 52023




2. nacin Primjenom Pitagorine teoreme na trouglove ACAH i ACHB imamo:

CH?=AC?*— AH? i CH?=BC?- BH’.

[zjednacavanjem ove dvije jednacine dobijamo:
AC? — AH? = BC? — BH?
BC? — AC* = BH* — AH* = (BH — AH)(BH + AH) = (BH — AH) - AB,
odakle je

BCQ _ A02 _ 24054 . 54048 —9. 24050 . 54048 B 24050 . 54048 . (24 _ 9) _ 7.22025.52023

BH—AH = AB 102025 - 92025 , 52025

Sada je
QAH = (BH+AH)—(BH—AH) — 102025 _7.92025. 52023 _ 92025 52033 (o5 7y _ (92026, 52023
pa je AH = 9-22025. 52023 {Jyrstavanjem dobijamo

CH = VAC? — AH? = /9 . 24050 . 54048 _ g7 . 24050 . 54046 — \/9 . 24050 . 54046 . (25 — 9) = 3.92027 5202

Konac¢no, povrsina trougla ACAH jednaka je:

HD-AC CH-AH
2 N 7 :

Pacan =

pa je

CH.-AH  3.92027 52023 g, 92025 52023
AC 3. 92025 . 52024

Sto je i trebalo dokazati.

HD = = 9.22027_52022 e 9.25_102022 s s 288'102022,

RjeSenje 2:
Isto kao u prvom rjeSenju izra¢cunamo duzine stranica AB i1 AH. Sada mozemo primijeniti
Talesovu teoremu na paralelne duzi HD i BC"

HD _ Al
BC AB
AH - BC  9.92025 52023 92027 52024 (2025 . 92027 , 52022 o .
HD = B - g% = e =9.2°.10 = 288-107%%,
Sto je i trebalo dokazati.
Sema bodovanja:
o 1zraCun Stranice AB ... ... 1 bod
o 1zracun Stranice AH . ... 5 bodova
— izraCunstranice Ol :ccossscesscotissscoess o iisseas s EEistsanstsgtss 3 boda
o izracun stranice H D ... ... 3 boda
o dokaz da je HD = 288 - 102022 . . 1 bod

x U prve cetiri stavke iz bodovne Seme ucenik moze izgubiti po bod u svakoj
stavei ako napravi racunsku gresku u racunskim operacijama sa stepenima (do
maksimalno -2 boda). Ako ta racunska greska ne ukljuc¢uje gresku u operacijama
sa stepenima (npr. ucenik pogresno sabere dva prirodna broja i slicno), tada mu
se nec¢e oduzeti bod. Komisija ima pravo da procijeni $ta predstavlja racunsku
gresku u operacijama sa stepenima, a Sta ne.



2. zadatak a)

b)

Neka su a i b nenulti realni brojevi takvi da vrijedi

a>=13a+3b i b*>=3a+ 13b.

Odrediti sve moguénosti za vrijednost izraza ab.

Neka su 2z i y nenulti realni brojevi takvi da vrijedi
?=13z+3y i vy®=3z+13y.

Odrediti sve mogucnosti za vrijednost izraza (x? — y?)2.

Rjesenje:

a)

Oduzimanjem druge od prve jednacine dobijamo:

(a—b)(a+0b) =10(a — ). (1)
Ako je a = b uvrstavanjem u prvu jednac¢inu dobijamo a* = 16a, pa je a = 16 (jer je
a # 0). Dakle, imamo a = b = 16, odnosno ab = 256.

Ako je a # b, onda skrac¢ivanjem zagrade a — b u jednacini (1) dobijamo a + b = 10.
Sabiranjem date dvije jednacine dobijamo:

a® +b* = 16(a + b) = 160.

a+b)?—(a?+b%) _ 102160 __
5 = ——5— = -30.

Dakle, moguce vrijednosti izraza ab su 256 i —30.

Sada je ab = (

Napomena: Vrijednost ab = —30 se zaista moze dosti¢i, na primjer za a = 5+ /55,
b =15 — /55. Ucenik/ica nece izgubiti bodove ako ovo ne dokaze.

Ako je x = y ili x = —y tada je vrijednost trazenog izraza ocigledno jednaka 0. U
nastavku pretpostavljamo da je x # y i x # —y.

Oduzimanjem druge od prve jednacine dobijamo:
2’ —y’ = 10(z —y)

(z—y)(@®+zy+y°) =10(z —y) (2)
2?4+ 2y +y* = 10.

Sabiranjem date dvije jednacine dobijamo:

2° +y° = 16(z + y)
(z+y)(@* — 2y +y*) = 16(z + ) (3)
2> —zy+1y* = 16.
Sada oduzimanjem jednacine (3) od jednacine (2) dobijamo 2ry = —6, odnosno
xy = —3. Slijedi da je 2 + y? = 13. Sada dobijamo da je (22 — 4?)? = (22 + y?)% —
dx? = 132 — 4. (=3)% = 160 — 36 = 133.
Dakle, moguce vrijednosti izraza (2% — %)% su 0 i 133.

Napomena: Obe vrijednosti trazenog izraza se mogu dostic¢i, na primjer za x = y =
4 dobijamo (2®—y?)? = 0, dok za & = —/3(13 — V133), y = £1/3(13 — V133)(13+
v/133) dobijamo (2% —1?)? = 133. Uéenik/ica neée izgubiti bodove ako ovo ne dokaze.



Sema bodovanja:

o (Ho DO ) 5cusmmmmeseses ommmaassss 5amess55s 5 R Es 56 BuEA S5 ENRETEYTTS 4 boda
— Deokazdajeg+b=100ko je £ & ::sumusiiisssmsmssiassssomnssssssam 2 boda
— Dokaz dajea®? +b*=160akoje @ # b .cooooviiiriii 1 bod
= [Jaksm da je ab = =80 8ks J& G5 D semmusssss smmmesysnsommmanssss s s 1 bod

Ucéeniku/ici se oduzima bod ako zaboravi provjeriti slu¢aj a — b = 0 ili ga ne

rijesi ispravno.

o dio PO b) oo 6 bodova
— Dokaz da je 2® + 2y +4* = 10 i 2? — zy + y* = 16 ako je |z| # |y| ....3 boda

* Ako ucenik/ica dobije samo jednu od ove dvije jednacine dobija 2 boda

*

— Dokaz da je (2% —9?)* =133 ako je || 7 [y| +-:onveviissosnsnnissiins 3 boda
% dolazdajemy = =80 2% P = 1B wsrsss0mumssssss onms 515§ B 1 bod
& dolan da e e =P )1P = 18F s ivsxosvmmsnsses somssvesns e ssys 2 boda

* Uceniku/ici se oduzima bod ako zaboravi provjeriti bilo koji od slu¢ajeva z+y =
0 ili x —y = 0 ili ih ne rijesi ispravno.



3. zadatak Za tabelu r x k (tabela se sastoji od r redova i k kolona) kazemo da je
popunjena "kao zmija", ukoliko je popunjena prirodnim brojevima od 1

do r - k na sljede¢i nacin: prvo se redom, s lijeve na desnu stranu, pop-

11213
unjava prvi red prirodnim brojevima pocevsi od 1, zatim se popunjavanje 61514
nastavlja u drugom redu, ali s desne na lijevu stranu. Generalno, neparne “ 1819
redove popunjavamo s lijeve na desnu stranu, a parne s desne na lijevu 11110

stranu. Na slici desno je dat primjer tabele 4 x 3 (4 reda i 3 kolone) koja
je popunjena "kao zmija".

Azur je popunio mnogo vecu tabelu "kao zmiju". U njegovoj tabeli postoji

kvadrat 2 x 2 koji je popunjen brojevima kao na slici desno. Odrediti sve 1793 | 1792

mogucnosti za broj kolona Azurove tabele (tj. sve moguénosti za k). 2024 | 2025

RjeSenje:
Neka u redu gdje su brojevi 1792 i 1793 lijevo od njih ima joS z brojeva. Tada vrijedi i
da lijevo od brojeva 2024 i 2025 u redu ispod takoder ima x brojeva. Tih 2x brojeva su

1794,1795,...,2023, pa vrijedi x + x = 2023 — 1793 = 230, odakle je x = 115. Dakle,
najveci broj u redu u kojem su brojevi 1792 i 1793 je broj 1793 + 115 = 1908.

Kako u svakom redu ima ta¢no onoliko brojeva koliki je broj kolona tabele, to broj kolona
mora biti djelioc broja 1908. Takoder, kako je u istom redu sa brojem 1908 i broj 1792,
to je broj kolona barem 1908 — 1791 = 117. Dakle, zanimaju nas djelioci broja 1908 veéi
ili jednaki 117.

Kako je 1908 = 2% - 3% .53 = 36 - 53, to broj kolona mora biti djeljiv sa 53 (u suprotnom
bi bio maksimalno 36). Kako su brojevi 53 i 53 - 2 = 106 manji od 117, imamo sljedece
moguénosti: 53 -3 = 159,53 -4 = 212,53 -6 = 318,53 - 9 = 477,53 - 12 = 636,53 - 18 =
954,53 - 36 = 1908.

Medutim, primijetimo da je broj 1908 najveci broj u redu u kojem brojevi idu zdesna na
lijevo, tj. u parnom redu. Zbog toga koli¢nik broja 1908 i broja kolona tabele mora biti

paran broj, pa mogucnosti 5% = 9, %8 = 3 18 = 1 otpadaju. U ostalim slucajevima

212
koli¢nik je paran, pa je 1908 posljednji broj u parnom redu, a u tom redu ima vise od 117

brojeva, pa ti brojevi jesu mogucnosti za broj kolona.
Dakle, sve mogucnosti su 159, 318,477 i 954.

Sema bodovanja:

e zakljucak koliko brojeva mora biti lijevo od datog dijela .................. 2 boda
e zakljucak da broj kolona mora biti djelioc broja 1908 ..................... 3 boda
¢, odredivanie svili.djeliocs bEaja 1908 .. .. .. cvsvmovmmmnay s v v < v « o wwmmmmmmsms 2 boda

x Ukoliko ucenik prije odredivanja djelioca zakljuci da je broj kolona vedi ili jednak
od 117, onda se prethodni korak odnosi samo na djelioce vece ili jednake 117.
Sli¢no vrijedi i ukoliko ucenik najprije zakljuci da je koli¢nik broja 1908 i broja
kolona paran.

e zakljucak da broj kolona mora biti djelioc koji je veéi ili jednak 117 ........ 1 bod

e zakljucak da koli¢nik broja 1908 i broja kolona mora biti paran i odbacivanje sluca-
jeva gdje je taj kolicnik neparan .......... ... .. i 2 boda



4. zadatak Odrediti sve parove (p,q) prostih brojeva za koje je broj

pP + 3pq + 9¢1
p+3q

prirodan.
RjesSenje:
Ako su oba broja p i ¢ neparna, brojnik ¢e biti zbir tri neparna broja, pa samim tim

neparan, dok ¢e nazivnik biti paran, tako da dati razlomak ne moze biti prirodan broj.
Kako je jedini paran prost broj 2 zakljucujemo da je p = 2 ili ¢ = 2.

1. slucéaj p = 2. Tada imamo da je broj 4+36§:§qq = 2(3q:;i32+9qq =2+ % prirodan. Iz
toga zakljucujemo da 3q + 2 | 9¢?. S obzirom da je ¢ prost broj, jedini prirodni djelioci
broja 9¢? su oblika ¢*,3¢"* ili 9¢* za neki nenegativan cijeli broj k. Posto 3¢ + 2 nije
djeljiv sa 3, zaklju¢ujemo da je to neki djelioc oblika ¢*, tj. jednak je nekom od brojeva
1,q,¢% ¢, ...,q% Ocigledno je 3g+2 > ¢, pa mora vrijediti 3¢+ 2 > ¢2, tj. q(qg—3) < 2.
Za q > 5, lijeva strana posljednje nejednakosti je bar 10, pa nejednakost ne vrijedi. Dakle
jedine moguénosti su ¢ = 2 i ¢ = 3. Direktnom provjerom dobijamo da nijedna opcija

nije rjesenje.

2. slucaj ¢ = 2. Tada imamo da je broj Et6et36 — S@HOIP" _ g 4 p°

p; o6 Y prirodan. Iz
toga zakljuc¢ujemo da p + 6 | p?. S obzirom da je p prost broj, jedini prirodni djelioci
broja p? su 1,p,p? p?,...,pP. Ocigledno je p + 6 > p, pa mora vrijediti p + 6 > p?, tj.
p(p—1) < 6. Za p > 5, lijeva strana posljednje nejednakosti je bar 20, pa nejednakost
ne vrijedi. Dakle jedine moguénosti su p = 2 i p = 3. Direktnom provjerom dobijamo da

p = 2 nije rjeSenje, dok p = 3 jeste.

Dakle, jedino rjesenje je (p,q) = (3,2).

Sema bodovanja:

e zakljucak da je jedan od brojeva piliqjednak 2 .......................... 2 boda
e zakljucak da je 3¢ + 2 djelioc broja 9¢? u prvom slucaju ILI zakljucak da je p 4+ 6
dielion TropeoF 1 droporn SUEIT coocormmnins 655555868 8 bisanpeans s A5 55§03 1 bod

e rjeSavanje slucaja p =2 .. ... 4 boda
— zakljucak da je 3¢ + 2 djelioc oblika ¢* .......... ... ... ... 2 boda

— dokaz da nema rjeSenja u ovom sluéaju ... 2 boda

e rjeSavanje slucaja ¢ = 2 ... .. 3 boda
— zakljudak da broj p + 6 pripada skupu {1,p,p%,...,pP} «coiiiiiin... 1 bod

— kraj dokaza u ovom slucaju .......... ... 2 boda



5. zadatak Dat je trapez ABCD u kojem vrijedi AB || CD i AB > CD. Neka je M srediste osnovice
AB, i neka je P proizvoljna tacka na duzi C'D za koju vrijedi PC < PD. Prava PM

sije¢e pravu BC' u tacki (), a prava kroz P okomita na osnovice trapeza sijec¢e pravu AQ)
u tacki K. Dokazati da je ZQAB = ZKCD.

RjeSenje:

Neka je L tacka presjeka pravih AQ i CD. Iz CD || AB slijedi ZKLC = ZQLC =
ZQAB, pa da bismo dokazali ZQAB = ZKCD, dovoljno je dokazati da vrijedi ZK LC =
/LKCD = ZKCL, tj. dovoljno je dokazati da je trougao K LC jednakokraki.

A M

Kako je u trouglu K LC duz K P visina, da bismo dokazali da je on jednakokraki dovoljno
je dokazati da je P sredina duzi C'L (jer onda iz KP = KP, ZKPC = ZKPL = 90° i
PC = PL slijedi AKPC =2 AKPL, odakle je KC = KL).

Posto je PC' || M B, iz Talesove teoreme imamo £< = €L Sli¢no, posto je PL || MA,

MB — QM°
3 i PL P B 1 3 o . PC __ PL
iz Talesove teoreme imamo 175 = Q—Q - 1z prethodne dvije jednakosti slijedi 175 = 175, a

kako je MB = MA (M je srediste duzi AB), to vrijedi PC = PL. Drugim rije¢ima, P
je srediste duzi C'L, $to smo i htjeli dokazati. Ovim je dokaz zavrsen.

Sema bodovanja:

e Uvodenje tacke L i zakljucak ZKLC = ZQAB ............ccciiiiiii... 2 boda

x Ukoliko ucenik uvede tacku L i izrazi neki od uglova ZALC,ZALD,/ZDLQ
preko ugla ZQAB, ali ne i ugao ZK LC, dobija 1 od 2 boda.

e Zakljucak da je dovoljno dokazati da je trougao K LC' jednakokraki ........ 1 bod
e Zakljucak da je dovoljno dokazati da je P sredina duzi CL ............... 2 boda

x Ukoliko ucenik ne konstatuje da P treba biti sredina, nego kaze da je dovoljno
dokazati AKPC =2 AKPL ili ZLKP = ZCKP, dobija 1 od 2 boda.

o Dokaz da je PC = PL ...t 5 bodova

* Za primjenu barem jedne od Talesovih teorema koje vode ka ovom zakljucku,
dobija se 1 od 5 bodova. Takoder, za zakljucak "kako je M sredina duzi AB, to
je P sredina duzi C'L", bez dodatnog obja$njenja, dobija se 1 od 5 bodova.
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike ucenika osnovnih skola
10. maja/svibnja 2025.

IX razred

RjeSenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak U koordinatnoj ravni data je tacka 7'(2,4). Kroz nju prolaze prave p; i po. Prava p; sijece
x-osu u tacki A(—6,0), a y-osu u tacki C. Prava p, sijece x-osu u tacki B, a y-osu u tacki
D. Poznato je da je x—koordinata tacke B veca od 2, kao i da je y—koordinata tacke D
veéa od 4. Ako je povrSina trougla AT AB dvostruko ve¢a od povrsine trougla ATCD,
odrediti koordinate tacke B.

Rjesenje:

A B
=14 =13 =g <11 =10 19 -8 P1 L -6 =5 -4 -3 12 qu0 1 2 ‘ 4 5 6 i 8 9 10 n 12 13 14

Prava p; prolazi kroz tacke A(—6,0) i T(2,4). Zato je njena jednacina data sa

0—4
—4 = )
y S -2 e
1
yzi(x—2)+4®
1
y:§x+3.

Tacka C' pripada ovoj pravoj i ima z-koordinatu 0 (jer se nalazi na y-osi), pa uvrstavanjem
u jednacinu prave dobijamo da je njena y-koordinata jednaka % -0+ 3 = 3. Dakle,
koordinate tacke C su (0, 3).

Kako je duzina visine iz tacke T' na AB jednaka 4, to je povrsina trougla AT AB jednaka

ABA

Sli¢no, povrsina trougla ATCD je jednaka % = CD. Kako je povr§ina trougla AT AB
dvostruko vec¢a od povrsine trougla ATCD , slijedi da je 2AB = 2CD, tj. AB = CD.



Neka tacka B ima koordinate (b,0). Tada je AB = b+ 6 (jer je b > 2 > 0), pa je i
CD = b+6, te kako je y-koordinata tacke D veca od 4 (samim tim i od 3), ona je jednaka
34+b+6=0+09. tj. tacka D ima koordinate (0,b+9).

Neka prava kroz tacke B,T, D ima jednacinu y = kx + n. Kako tacke B, T, D pripadaju
toj pravoj, dobijamo:

0=kb+n,
4 =2k +n,
b+9=n.

Uvrstavanjem n = b+ 9 u drugu jednacinu, dobijamo 4 = 2k + b+ 9, odakle je k = —b+75.

Uvrstavanjem u prvu jednacinu dobijamo 0 = — b;“’ ‘b+n = _b+75 -b+b+9, Sto se nakon
mnozenja sa 2 svodi na

b* +3b—18 =0,
b* +6b—3b—18 =0,
b(b+6) —3(b+6) =0,
(b+6)(b—3)=0.
Kako je b > 2, to je b+ 6 # 0, pa vrijedi b = 3. Dakle, tacka B ima koordinate (3,0).

Napomena 1: Do relacije b>+3b— 18 = 0 smo mogli do¢i i kori§tenjem Talesove teoreme.
Naime, kako su prava z = 2 i y-osa paralelne, iz Talesove teoreme slijedi =2 = 2. &to

4 b+9?
se nakon sredivanja svodi na datu relaciju.

Napomena 2: Kako prava p, prolazi kroz tacke 7'(2,4) i D(b,0), mozemo odrediti njenu

jedna¢inu (pri ¢emu ¢e k i n zavisi od b). Tako dobijamo da ta prava ima jednacinu

y = —35% + %, pa ona sijeCe y-osu u tacki (0, ;2% ), odakle slijedi b+ 9 = ;2% sto se

S’ . ' b—2 b—2°
opet svodi na istu relaciju.

Sema bodovanja:

o Ddredivanieballke € ;ssssussasnsassistssasssssdissassissisaisansatatanags 2 boda
x Ucenik dobija 1 od prethodna 2 boda ako samo odredi jednacinu prave p;.
e Dokaz da tacka D ima koordinate (0,b+ 9), ili bilo koja relacija iz koje se vidi da je

y-koordinata tacke D za 9 veca od z-koordinate tacke B .................. 2 boda
x Ucenik dobija 1 od prethodna 2 boda ako samo pokaze da je AB = CD.
e Dobijanje jednacine b* + 3b — 18 = 0 (ili sli¢ne jednacine po kilin) ....... 4 boda

Prethodna 4 boda se mogu parcijalno osvojiti u zavisnosti na koji nacin uc¢enik radi.
Ako radi kao u rjeSenju:

— postavljanje relacija 0 = kb+n,4 =2k+n,b+9=mn .................. 1 bod

— eliminacija jedne od varijabli ......... ... ... 1 bod

— dobijanje date relacije ......... .. 2 boda
Ako radi kao u prvoj napomeni:

— pravilno postavljanje Talesove teoreme (ili sli¢nosti trouglova) ........ 3 boda

— dobijanje date relacije ......... ... 1 bod
Ako radi kao u drugoj napomeni:

— odredivanje jednacine date prave (prekob) ............... ... 2 boda

— zakljucak da je y-koordinata tacke D jednaka % ...................... 1 bod

— dobijanje date relacije ......... ... . 1 bod

e Rjesavanje relacije b? + 3b — 18 = 0 (uz odbacivanje slucaja b = —6) ...... 2 boda



2. zadatak Za realne brojeve z,y i z vrijedi x +y + z = 6, ;1; = % + % = —g- i oye=2,

a) Odrediti vrijednost izraza 2% + 3% + 2°.

b) Odrediti vrijednost izraza x?y?* + y?z? + 222>

Rjesenje:
Imamo
1 1 1 9
—rh = o o S o
T Yy z 2
:vy+yz+zx:2©
TYZ 2
9

9
zyt+yzt+zr=--2Ys==-2=9.

2 2
a) Sadajex® + 3y’ +22=(x+y+2)? -2y +yz+2x)=6>—2-9=18.
b) I nacin:
Imamo
(y+yz+ 2z =22 + 222+ 2222+ 22y yz2 +2 - yz- 20+ 2 22 TY =
= 2%y? + 9227 + 22® + 2xyz(z +y + 2),
paje z2y? + y22? + 2222 = (zy + yz + 22)* — 2zy2z(z +y +2) =92 —-2-2-6 = 57.

IT nacdin: Imamo

(1,1 1Y, mtyte (9)_, 6 _57
T \z y =z zyz  \2 4
Sada je
2y’ P2+ 22 = (vy)? + (y2)? + (22)* = )P+ 3P+ ) =4+ + ) =57
Sema bodovanja:
& RAcliistie WFas LUt Bl coso s «x o s s s commmmmammeion s 5« « ¢ 2 2 8 6 s 2 boda
e Ostabalodifelaa) sosiussemmmmmmomsssnarnsssss yovomommeenss s 55 184335 aoes 3 boda
=~ KNBdYIran)e 120028 Brtr PradeB o650 55655 6 ioinommmions o5 5 5 8 1 5 5§ hadsmamiis 1 bod
— Racdunanje izraza 22 + 3% + 22 .. i 2 boda
» Oshetalediiels D) woossmssrsssssssses s provonmmeseesss 56808 03 HEesEETss 5 bodova
Ako se radi na I nadin:
— Kvadriranje izraza Ty + Y2 + 22 «.oooinii 1 bod
= Dobijanje zy:yz +yz: 28+ 22 BY =12 ssvsssssevmmmmmrspssssssassss 3 boda
— Radunanje izraza x29% + 5222 + 2222 .. oo 1 bod
Ako se radi na II nacin:
— Zapisivanje x%y? + 3?22 + 2222 = 4 (m% + o+ ziz) .................... 2 boda
~ RaBunanje iarazs. o 45+ G wenvvensssovssnss ommmmmanunss sss s s uss 2 boda

— Radunanje izraza x%9% + 5222 + 2222 ..o 1 bod



3. zadatak Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva za koje je broj

P’ + 3pg + 9¢°
p+3q

prirodan.
Rjesenje:
Ako su oba broja p i ¢ neparna, brojnik ¢e biti zbir tri neparna broja, pa samim tim

neparan, dok ¢e nazivnik biti paran, tako da dati razlomak ne moze biti prirodan broj.
Kako je jedini paran prost broj 2 zaklju¢ujemo da je p =2 ili ¢ = 2.

1. slucaj p = 2. Tada imamo da je broj 4“?;:29"(1 = 2(3(’;;%:;9("7 =24 3?1%
toga zakljucujemo da 3¢ + 2 | 9¢%. S obzirom da je ¢ prost broj, jedini prirodni djelioci
broja 9¢? su oblika ¢*,3¢"* ili 9¢* za neki nenegativan cijeli broj k. Posto 3g + 2 nije
djeljiv sa 3, zaklju¢ujemo da je to neki djelioc oblika ¢*, tj. jednak je nekom od brojeva
1,q,¢% ¢, ...,q% Ocigledno je 3¢+ 2 > ¢, pa mora vrijediti 3¢ +2 > ¢2, tj. q(g—3) < 2.
Za q > b, lijeva strana posljednje nejednakosti je bar 10, pa nejednakost ne vrijedi. Dakle
jedine moguénosti su ¢ = 2 i ¢ = 3. Direktnom provjerom dobijamo da nijedna opcija

nije rjesenje.

prirodan. Iz

2. slucaj ¢ = 2. Tada imamo da je broj pp’;?;% = 6@;_(;);’317 =6+ %
toga zaklju¢ujemo da p + 6 | p?. S obzirom da je p prost broj, jedini prirodni djelioci
broja p? su 1,p,p% p%,...,pP. Ocigledno je p + 6 > p, pa mora vrijediti p + 6 > p?, tj.
p(p—1) < 6. Za p > 5, lijeva strana posljednje nejednakosti je bar 20, pa nejednakost
ne vrijedi. Dakle jedine moguénosti su p =21 p = 3. Direktnom provjerom dobijamo da

p = 2 nije rjeSenje, dok p = 3 jeste.

prirodan. Iz

Dakle, jedino rjesenje je (p,q) = (3,2).

Sema bodovanja:

e zakljucak da je jedan od brojeva pili g jednak 2 .......... ... ... ... . ... 2 boda
e zakljucak da je 3¢ + 2 djelioc broja 9¢? u prvom slucaju ILI zakljucak da je p + 6
djelioc broja p? u drugom slucaju ... 1 bod

o wjeSavanie shufaja P2 casesnscsaseson snmmmome 55 2§ F 5 8 & s 4 boda
— zakljudak da. je 3g -~2 djelioc oblika g* :cooommmmmnssssssssessssanaen 2 boda

— dokaz da nema rjeSenja u ovom slucaju ............. ... 2 boda

o TieSavenje slndaja =2 cessssrissssasseammnmenne s sssEs s g CEVOEEETEEEEE § § 3 boda
— zakljucak da broj p + 6 pripada skupu {1,p,p?, ..., P} oo, 1 bod

— [eitg] dokazd i ovoBREIIBATIL <.« : o v o s svmmmmmmnnm &« 5 5 0 ¥ 5 2 0 sEEE— 2 boda



4. zadatak Dat je trapez ABCD u kojem vrijedi AB || CD i AB > CD. Neka je M srediste osnovice
AB, i neka je P proizvoljna tacka na duzi C'D za koju vrijedi PC < PD. Prava PM

sijeCe pravu BC' u tacki @), a prava kroz P okomita na osnovice trapeza sijece pravu AQ
u tacki K. Dokazati da je ZQAB = ZKCD.

Rjesenje:
Neka je L tacka presjeka pravih AQ i CD. Iz CD | AB slijedi ZKLC = ZQLC =

ZQAB, pa da bismo dokazali ZQAB = ZKCD, dovoljno je dokazati da vrijedi ZKLC =
LKCD = ZKCL, tj. dovoljno je dokazati da je trougao K LC' jednakokraki.

A M

Kako je u trouglu K LC duz K P visina, da bismo dokazali da je on jednakokraki dovoljno
je dokazati da je P sredina duzi CL (jer onda iz KP = KP, /ZKPC = ZKPL = 90° i

PC = PL slijedi AKPC = AKPL, odakle je KC = KL).

Posto je PC' || M B, iz Talesove teoreme imamo 15_% = %. Sli¢no, posto je PL || MA,
iz Talesove teoreme imamo % = %. [z prethodne dvije jednakosti slijedi Jﬁ—% = %, a
kako je MB = MA (M je srediste duzi AB), to vrijedi PC' = PL. Drugim rije¢ima, P

je srediste duzi C'L, §to smo i htjeli dokazati. Ovim je dokaz zavrsen.

Sema bodovanja:

e Uvodenje tacke L i zakljucak ZKLC = ZQAB .............c.ccoviiin.. 2 boda

x Ukoliko ucenik uvede tacku L i izrazi neki od uglova ZALC,ZALD,/DLQ
preko ugla ZQAB, ali ne i ugao ZKLC, dobija 1 od 2 boda.

e Zakljucak da je dovoljno dokazati da je trougao K LC' jednakokraki ........ 1 bod
e Zakljucak da je dovoljno dokazati da je P sredina duzi CL ............... 2 boda

x Ukoliko ucenik ne konstatuje da P treba biti sredina, nego kaze da je dovoljno
dokazati AKPC =2 AKPL ili ZLKP = ZCKP, dobija 1 od 2 boda.

o Dokaz da je PC = PL .. ..o e 5 bodova

* Za primjenu barem jedne od Talesovih teorema koje vode ka ovom zakljucku,
dobija se 1 od 5 bodova. Takoder, za zakljucak "kako je M sredina duzi AB, to
je P sredina duzi C'L", bez dodatnog objasnjenja, dobija se 1 od 5 bodova.



5. zadatak U Sumi zivi odreden broj patuljaka, od kojih svaki posjeduje tacno tri Sesira. Na svakom
SeSiru napisan je jedan od brojeva 1,2,3,...,2025. Nijedan patuljak nema dva SeSira sa
istim brojem (ali se moze desiti da dva razlic¢ita patuljka imaju SeSire sa istim brojem).
Svi patuljci su ucestvovali u trodnevnom festivalu. Prvi dan svaki patuljak je nosio Sesir
s najmanjim brojem (od tri SeSira koja posjeduje), drugi dan SeSir s drugim najmanjim
brojem, te tre¢i dan SeSir s najvec¢im brojem. Ispostavilo se da za bilo koja dva razli¢ita
patuljka vrijedi da su se najvise jedan dan festivala pojavili s istim brojem na SeSiru.
Koliko najvise patuljaka moze zivjeti u Sumi?

Rjesenje:
Svaki patuljak je drugi dan festivala nosio SeSir s jednim od brojeva 2,3,...,2024. Za
svako i € {2,3,...,2024} oznafimo sa A; broj patuljaka koji su drugi dan nosili Sesir s

brojem ¢. Tada je ukupni broj patuljaka jednak As + Az + ...+ Agpoy.

Posmatrajmo neko fiksno k£ € {2,3,...,2024}. Znamo da postoji A, patuljaka koji su
drugi dan nosili Sesir s brojem k. Svaki od njih je prvi dan nosio $esir s jednim od brojeva
1,2,...,k—1. Ako je A, > k, po Dirichletovom principu postoje dva od ovih A;, patuljaka
koji su prvi dan nosili Sesir s istim brojem, $to je kontradikcija (jer su oba i drugi dan
nosili $esir s istim brojem - brojem k). Dakle, vrijedi Ar < k — 1 Sli¢no, svaki od ovih
Ay patuljaka je treéi dan nosio SeSir s jednim od brojeva k + 1,k + 2,...2025, odakle
dobijamo A; < 2025 — k. Zakljucujemo, za sve k vrijedi Ay < min{k—1,2025—k}. Sada
imamo

Ay + Az + ...+ Aoz + Aro1s + Arora + - .. + Aoz + Agp2s <

< min{1,2023} + min{2,2022} + ... + min{1011, 1013} + min{1012, 1012}+

+ min{1013,1011} + ... + min{2022, 2} + min{2023,1} =

=1+2+...41011 4101241011+ ... +24+1=2-(14+2+... 4+ 1011) + 1012 =

=2. M +1012 = 1011 - 1012 + 1012 = 10122,

§to znaci da u $umi ne moze Zivjeti vise od 10122 patuljaka.

Dokazimo sada da u $umi moze Zivjeti 1012% patuljaka. Dovoljno (i potrebno) je da
za svako k € {2,3,...,2024} vrijedi Ar = min{k — 1,2025 — k}. U nastavku patuljke
poistovje¢ujemo s uredenim trojkama, tako da trojka (a,b,c), uz a < b < ¢, predstavlja
patuljka koji je na festivalu nosio redom $esire s brojevima a, b i c.

Neka za svako 2 < k < 1013 postoje patuljci (1,k,2k — 1),(2,k,2k — 2),(3,k,2k —
3),...(k—1,k,k+1), a za svako 1014 < k < 2024 postoje patuljci (k — 1,k,k+ 1), (k —
2.k, k+2),...,(2k — 2025, k,2025). Primijetimo da su u ovoj konstrukciji sve trojke
razli¢ite, kao i da za svaku trojku (a, b, c) vrijedi a + ¢ = 2b. Ovo znadi da dva elementa
trojke odreduju treci, pa ne mogu postojati trojke koje se podudaraju u dva elementa, a
razlikuju u tre¢em. Drugim rije¢ima, ne postoje dva razlic¢ita patuljka koji su se barem
dva dana pojavili s istim brojem na SeSiru.

Sema bodovanja:

e Dokaz da u $umi ne moze zivjeti vise od 10122 patuljaka ............... 5 bodova
— Posmatranje srednjeg Clana svake trojke ssssssssssssnsosspmonssmsnnssss 1 bod
— Zakljucak Ay <min{k — 1,2025 —k} ... 3 boda

x Ukoliko je pokazana samo jedna od relacija A, < k—11 A, < 2025 — k,
dodjeljuje se 2 od 3 boda

— Dobijanje gornje granice .............ooui i 1 bod



e Dokaz da u Sumi moze zivjeti 10122 patuljaka .......................... 5 bodova

— Navodenje konstrukcije za koju se dostize granica .................... 2 boda
— Dokaz da navedena konstrukcija zadovoljava uslove ................... 3 boda

* Ukoliko nema drugih bodova po $emi, za konstataciju da je odgovor 1012? dod-
jeljuje se 1 bod
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Merjem Smaji¢
Ema Salihbegovi¢
Selim Sabljica
Kenan Hamza
Dilan Tuzovi¢
Alim Zambakovi¢
Said Brkani¢
Ahmed Karaci¢
Iman Pelko

Haris Delic
Vedad Begi¢
Anur Miljkovic¢
Ayan Mujkic
Muhammed Meskovic¢
Rijad Bekrié¢
Zerina Mujanovic
Tarik Sahinagic¢
Nada Begi¢
Tarik Dizdarevic
Ahmed Djedovi¢
Tarik Duharkic¢
Hadi Memi¢
Amani Horozovi¢
Esma SabaredZovi¢
Emil Pozderovi¢
Harun Jusufovié
Muhamed Salkic¢
Vedad Deli¢
Emina Pivali¢
Nadija Humic
Amar Nuhanovié¢
Emma Omi¢
Amina Duci¢
Amal Mujezinovié¢
Asja Puric¢
Dzanan Husidi¢
Fatima Geki¢
Mirza Kelemis
Ajsa Cobo

SKOLA
JU 08 "Isak Samokovlija" Sarajevo
JU 0S "Malta" Sarajevo
JU 0S "Pofali¢i" Sarajevo
JU 08 "Malta" Sarajevo
JU 08 "Hrasno" Sarajevo
JU 0S8 "Prva osnovna $kola" Zavidovici
JU 08 “Nafija Sarajli¢” Sarajevo
JU 08 "Sejh Muhamed ef. HadZijamakovi¢" Sarajevo
JU 08 "Kovadici" Sarajevo
JU 08 "Pofali¢i" Sarajevo
JU 08 "Fatima Guni¢" Sarajevo
Richmond Park International Primary School Sarajevo
JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU 08 "Mirsad Prnjavorac" Vogoscéa
JU 0§, Kulin Ban" Teganj
JU 0§, Kalesija“ Kalesija
JU 08 " Camil Sijari¢" Sarajevo
JU 08 "Mehmedalija Mak Dizdar" Sarajevo
JU 08 "Hrasno" Sarajevo
JU 0S ,Breske“ Tuzla
JU 0S8 "Kalibunar" Travnik
JU 0S8 “Grbavica I” Sarajevo
JU 0§ ,,5. oktobar®, Sanski Most
JU "Deseta osnovna skola" llidZza
JU 0§ ,,Banovi¢i“ Banoviéi
JU "Prva osnovna Skola" Srebrenik
JU 0§, Lejla Hairlahovi¢ - Husi¢“, Cazin
JU 0S “Edhem Mulabdi¢” Sarajevo
JU 0§ ,,5. oktobar”, Sanski Most
JU 0S "Klokotnica" Klokotnica
JU 0§ ,Pazar”Tuzla
JU 0S "Druga osnovna $kola" Zavidovici
JU 08 "Husein ef.Dozo" Gorazde
JU 08 "HARMANI II" Biha¢
JU 08 "Han Bila" Travnik
JU 0§ ,,Otoka“, Bosanska Krupa
JU 08 "Prva osnovna $kola" Donji Vakuf
JU OS ,Kulin Ban" Visoko
JU 0§ ,Hamdija Kre$evljakovi¢" Kakanj
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Emin Junuzi
Dalal Smajlovi¢
Azra Hadzic¢
Medina DZafo
Faris FadZan
Zerin Dozo

Aida Talovié¢
Mahir Hodzi¢
Faris Varnica
Amna Brkani¢
Emin DZafi¢
Edib Devli¢

Luka Tanaskovi¢
Ajla Talovi¢
Leila Randall
Ajna Sehié

Adi Taletovic¢
Faris Gani¢

Asja Krnié

Lea Pencl

Eldar Halilovi¢
Sarah Spahi¢
Edin Vi$nji¢
Mak Simlesa
Lamija Smajilovic¢
Nea Dujso
Dunja Kafedzic¢
Amar Gekic
Mak Hadzi¢

Una Hamedovi¢
Una Sumar

Asja RedZovic¢
Azra Huseinovic¢
Lamija Sitar
Hana Hodzi¢
Daris Mehic
Jasmina Cori¢
Vedad Sinanovi¢
Elma Hrelja
Nada Srkalovié
Sanela Alicaji¢
Bilal Jasarevic¢
Samir Hasanovi¢

SKOLA
JU 0§ , Edhem Mulabdi¢" Zenica
JU 08 “Silvije Strahimir Kranjcevi¢” Sarajevo
JU 08 "Alija Nametak" Sarajevo
JU 08 "Fatima Guni¢" Sarajevo
JU OS “Grbavica |I” Sarajevo
JU "Druga osnovna $kola" llidZza/Hrasnica
JU OS “Grbavica II” Sarajevo
JU OS "Rapatnica" Srebrenik
JU 08 "Kovadiéi" Sarajevo
JU 08 "Nafija Sarajli¢" Sarajevo
JU OS , Kulin Ban" Visoko
JU OS , Kulin Ban" Visoko
JU 08 "Safvet-beg Basagic¢" Sarajevo
JU 08 "Grbavica II" Sarajevo
JU 08 , Hasan Kiki¢“ Graganica
JU 08 "Umihana Cuvidina" Sarajevo
JU OS "Fatima Guni¢" Sarajevo
JU 08 "Mula Mustafa Baeskija" Visoko
JU 0§ ,Isak Samokovlija“ Sarajevo
JU 0§ ,Isak Samokovlija“ Sarajevo
JU OS ,Kalesija“ Kalesija
JU OS , Novi Grad“ Tuzla
JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo
JU 0§ ,,Sveti Franjo” Tuzla
JU 08 "Muhsin Rizvi¢" Fojnica
JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU 08 "Kovaciéi" Sarajevo
JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU OS “Grbavica |I” Sarajevo
JU 08, Vladimir Nazor" Zenica
JU 0S ,Harmani II", Biha¢
JU 0S ,,Gnojnice” Gnojnice, Mostar
JU 08 "Travnik" Travnik
JU "Druga osnovna skola" Konjic
JU 08 "Travnik" Travnik
JU 0§ ,,Buzim", Buzim
JU "Druga osnovna skola" Konjic
JU 0§ ,,Bukinje” Tuzla
JU OS "MEHMEDALIJA MAK DIZDAR" Vitkovici
JU 0S ,Huso Hodzi¢" Tesanj
JU 0§ , Trzacka Rastela" Cazin
JU 0S8 "Husein ef.Dozo" Gorazde
JU 0S ,,Druga osnovna $kola", Bosanska Krupa
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Iman Boskailo
Amina Agovi¢
Bakir Sulji¢

Adem Biscevi¢
Lamija Isovic¢
Emin Cisija

Kaan Kacapor
Lamija Rovcanin
Ismail HadZovi¢
Hamdi Mehmedovski
Emina Durmo
Mabhir Sulejmanovié¢
Hamza Drki¢
Samra Kulenovi¢
Faris Dervisevic¢
Mesud Mesic¢
Sergej Smital
Vedad Lendo
Alma Fajic

Asja Husejinovic
Bakir KeSetovi¢
Martina Andric¢
Inea Dizdaric¢

Edi Skrgic

Omer Kaltak
Senahid Selatovi¢
Naida Semi¢
Adnan Hadzikadunic¢
Ella Hamzic
Kenan Kujric¢
Zlata Memic
Sena Mujagi¢
llma Ohran

Adna Bristric¢
Ismar Ljubijankic
Sajra Karagic
HadZera Rustic
Harun Omi¢
Amna Hamzi¢
Edis Tabak

SKOLA
JU 0S "Skender Kulenovi¢" Sarajevo
JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo
JU 03, Mesa Selimovi¢" Zenica

JU 08 "Mehmed-beg Kapetanovi¢ Ljubusak" Sarajevo

JU 0§, Isak Samokovlija“ Sarajevo

JU 0§ ,Kulin Ban" Visoko

JU 08 "Grbavica I1" Sarajevo

JU 0S8 "Pofali¢i" Sarajevo

JU 0S8 "Camil Sijari¢" Sarajevo

JU 08 "Mirsad Prnjavorac" Vogoscéa

JU "Cetvrta osnovna $kola" Sarajevo
JU "Druga osnovna $kola" Zivinice

JU 0S "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

JU 08 "6. mart" Hadzici

JU 0S ,Harmani II" Biha¢

JU 0§ ,,Dr. Safvet-beg Badagi¢, Gradadac
JU 08 “Cengié Vila |” Sarajevo

JU 08 “Grbavica I” Sarajevo

JU 0§, Poljice” Lukavac

JU "Treca osnovna skola" Ilidza

JU 0§ ,,Rapatnica“ Srebrenik

JU 0§ ,,Sveti Franjo“ Tuzla

JU 08 "Gornje Prekounje - Ripa¢" Biha¢
JU 0§ ,Corali¢i", Cazin

JU 08 "Travnik" Travnik

JU 08 "Vitez" Vitez

JU 0S8 "Zahid Barucija" Vogoséa

JU 0§ ,,1. mart" Tesanj

JU 08 “Nafija Sarajli¢” Sarajevo

JU ,,Prva osnovna skola" Maglaj

JU "Druga osnovna Skola" Konjic

JU 08 “Nafija Sarajli¢” Sarajevo

JU 0§ ,,Mehmedalija Mak Dizdar" Visoko

JU 0§ ,,Hamdija Kre$evljakovi¢“ Kamberi, Gradadac

JU 0§ ,Gornja Koprivna", Cazin

JU 08 "Treéa osnovna $kola" Bugojno
JU "Prva osnovna skola" Konjic

JU 0§ 5. oktobar", Sanski Most

JU OS "Husein ef.Pozo" Gorazde

JU "Druga osnovna skola" Konjic
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Faris Sabeta

Dino Ahi¢
Merjem Donko
Ahmed FiSek
Tarik Odzak
Kenan Softi¢
Dzana HodZabegovic¢
Armin Steta

Fatih Cebiri¢

Emil Maci¢

Ajdin Talovi¢
Amir Karamovic
Adi Efendira
Omer Drki¢
Mubina Rami¢
Azra Jasarspahi¢
Abdullah Muminagic
Amina DZananovi¢
Ahmed Sedi¢
Naida Kadric¢
Danija Sinanovi¢
Ana Sari¢

Una Ugarak
Amar Jukan

Ema Jusufagic
Benjamin Mujki¢
Mirza Bubalo
Josip Simi¢

Eldar Zaketovic
lida Basi¢

Ella BeSirevic
Davud Musinovic¢
Amina Pivali¢
Amina Huskic
Emma Suljakovic
Kenan Hadzi¢
Zina Ivkovic¢

Tajra Mujezinovic
Naida Alispahic
Melisa Iskri¢

SKOLA
JU 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
0S “Safvet beg Basagi¢” Visoko

JU 08 "Mehmedalija Mak Dizdar" Sarajevo

JU 08 ,Musa Cazim Cati¢" Visoko
JU 0S "Grbavica I" Sarajevo

Richmond Park Int. Primary School Tuzla

JU 0§ ,,Harmani I1“, Biha¢

JU OS "Grbavica II" Sarajevo

JU 0S "Grbavica I" Sarajevo

JU "Deveta osnovna skola" Ilidza
JU OS "Grbavica II" Sarajevo

JU 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU 0S "Safvet-beg Basagi¢" Visoko

JU "Druga osnovna $kola" IlidZza/Hrasnica

JU 0§, Jezerski" Bosanska Krupa

JU 0§ ,Hamdija Kresevljakovi¢" Kakanj
JU OS “Grbavica I” Sarajevo

JU OS "Hasan Kiki¢ " Gracanica

JU OS "Fatima Guni¢" Sarajevo

JU 0§ ,Safvet-beg Basagi¢" Breza

JU 0S8 "Hasan Kaimija" Sarajevo

JU 08 "Malta" Sarajevo

0S "Druga osnovna $kola" Bugojno
JU "Druga osnovna skola" Gracanica
JU OS "Grbavica II" Sarajevo

JU 0§ ,,Sjenjak“ Tuzla

JU "Druga osnovna skola" Konjic

JU OS ,,Sveti Franjo“ Tuzla

JU OS ,Hasan Kiki¢“ Graéanica

JU ,,Prva osnovna skola" Maglaj

JU 0§, Lejla Hairlahovi¢-Husi¢“, Cazin
JU "Prva osnovna skola" Konjic

JU 0§ 5. oktobar”, Sanski Most

08 "Treca osnovna $kola" Bugojno
JU ,Prva osnovna skola" Maglaj

0S "Berta Kucera" Jajce

JU 08 ,,Suljo Cili¢“ Jablanica

JU 0§, Kljug“, Klju¢

JU OS "Husein ef.Dozo" GoraZde

JU 0§, Ivan Goran Kovaci¢“ Gradadac
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OZIVNIC.

SPISAK POZVANIH NA JUNIORSKU OLIMPIJADU I1Z MATEMATIKE
NA PODRUCJU BOSNE | HERCEGOVINE — 1.JUNI, FRANJEVACKA KLASICNA GIMNAZIJA VISOKO
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Faris Sabeta
Dino Ahi¢
Merjem Ponko
Ahmed Fisek
Tarik Odzak
Kenan Softi¢
Dzana Hodzabegovi¢
Armin Steta
Fatih Cebiri¢
Emil Maci¢
Ajdin Talovic
Amir Karamovic
Adi Efendira
Omer Drkié
Mubina Rami¢
Iman Boskailo
Amina Agovic
Bakir Sulji¢
Adem Biscevic
Lamija Isovi¢
Emin Cisija
Kaan Kacapor

SKOLA
JU 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
0S “Safvet beg Basagi¢” Visoko
JU 0S "Mehmedalija Mak Dizdar" Sarajevo
JU 0§, Musa Cazim Cati¢" Visoko
JU 08 "Grbavica I" Sarajevo
Richmond Park Int. Primary School Tuzla
JU 0S8 ,Harmani I1“, Biha¢
JU 0S "Grbavica II" Sarajevo
JU 08 "Grbavica I" Sarajevo
JU "Deveta osnovna Skola" llidza
JU 0S "Grbavica II" Sarajevo
JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo
JU 08 "Safvet-beg Basagi¢" Visoko
JU "Druga osnovna skola" IlidZza/Hrasnica
JU 08, Jezerski" Bosanska Krupa
JU 0S "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

JU 0S ,,Mesa Selimovi¢" Zenica

JU 08 "Mehmed-beg Kapetanovi¢ Ljubusak" Sarajevo
JU 0§, Isak Samokovlija“ Sarajevo

JU 0§ ,,Kulin Ban" Visoko

JU OS "Grbavica II" Sarajevo

RAZRED
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Dina Mehanovi¢ Hulusi¢, ¢lan OO takmicenja

- A

Elmir Tuki¢, predstavnik MONTK
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Nasi volonteri Sara i Tarik na prijemu ucenika




Dilan Tuzovié (5.), Kenan Hamza (4.), Selim Sabljica (3.), Ema Salihbegovié¢ (2.) i Merjem
Smaji¢ (1.mjesto) u kategoriji 6.razred

Medina DZafo (2.), Azra HadZi¢ (2.), Dalal Smajlovi¢ (2.) i Emin Junuzi (1. mjesto) u
kategoriji 7. razred

Emin Cisija (5.), Lamija Isovi¢ (5.), Bakir Sulji¢ (3.) Amina Agovi¢ (2.) i Iman Boskailo
(1.mjesto) u kategoriji 8.razred
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Ahmed Figek (3.), Merjem Donko (3.), Dino Ahi¢ (2.) i Faris Sabeta (1.mjesto) u kategoriji
9.razred




