KANTON SARAJEVO
Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola
2. aprila/travnja 2025.

VIrazred

1. zadatak a) Sada je 2. april i ta¢no je 9 sati i 5 minuta (ujutro). Koji datum i koliko sati ¢e biti
za 2025 minuta? Odgovor obrazloziti!

b) Koliki ¢e ugao zaklapati kazaljke na satu za 2025 minuta? Odgovor obrazloziti!

Napomena: Kako nismo sigurni koliko danasnje generacije koriste analogne satove, ispod
je primjer polozaja kazaljki u 9:00,9:3019: 15, redom (ili 21 : 00,21 : 30,21 : 15).

2. zadatak a) Odrediti razlomak koji je jednak %, a Ciji je zbir brojnika i nazivnika jednak 2025.

b) Odrediti sve prirodne brojeve n takve da vrijedi
4 27 15
- s
3. zadatak U razredu su 23 ucenika. Nastavnik je kupio odreden broj bombona tako da moze svakom
uceniku iz razreda podijeliti jednak broj bombona. Medutim, kada je dosao na nastavu,
primijetio je da su 3 ucenika odsutna. Zbog toga je svim ucenicima podijelio dvije bom-
bone vise nego $to je prvobitno zamislio, i pritom su mu ostale dvije bombone viska.
Koliko bombona je nastavnik kupio? Odgovor obrazloziti!

4. zadatak Dat je kvadrat ABC'D. Kroz vrh C je povucena prava p "
koja sije¢e produzetke stranica AB i AD u tackama FE i
F', kao na slici. Obim trougla BEC' iznosi 48cm, a obim D C
trougla DC'F iznosi 36cm. Takoder, poznato je da je duz P
BE za Tem duza od duzi DF. Ako je duzina duzi EF
jednaka 35¢m, odrediti duzine duzi AF i AF. .
A B

5. zadatak Odrediti sve parove cifara (a,b) takve da je proizvod brojeva 562aa4 i 73031bb djeljiv sa
72. Odgovor obrazloziti!

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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KANTON SARAJEVO
Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola
2. aprila/travnja 2025.

VII razred

Zadan je tupougli jednakokraki trougao AABC sa osnovicom AB. Na osnovici je data
tacka D tako da je ZACD = 35°. Na kraku BC je data tatka E' tako da vrijedi da je
CE = CD. Odrediti veli¢inu ugla ZBDE.

Nastavnik je kupio odredeni broj bombona i planirao je svim ucenicima u svom razredu
podijeliti po 20 bombona. Medutim, primijetio je da ima 5 bombona viska, koje je odlucio
dati svom sinu nakon nastave. Ipak, kada je doSao na nastavu, vidio je da su 3 ucenika
odsutna, pa je prisutnim ucenicima podijelio po 24 bombone, a za sina mu je onda ostala
samo jedna bombona. Koliko je bombona nastavnik ukupno kupio?

Odrediti sve Cetverocifrene prirodne brojeve abed koji imaju sljedece svojstvo: ako se
od tog broja oduzme broj abe (trocifreni broj koji se od broja abed dobija brisanjem
posljednje cifre), dobije se vrijednost 2025.

Odrediti sve prirodne brojeve a, b, ¢ i d tako da vrijedi:

py L 599
b+ 121
d

Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom u vrhu A, AD odgovarajuca visina iz
vrha A na stranicu BC, BE simetrala ugla ZABC (pri ¢emu tacka F lezi na AC), a AF
simetrala ugla ZC'AD (tacka F' lezi na C'D). Dokazati da je EF paralleno sa AD.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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KANTON SARAJEVO
Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola
2. aprila/travnja 2025.

VIII razred

U pravougaoniku ABCD vrijedi AD = BC = 121 p = c
AB =CD =9. Tacka FE je data na stranici C'D tako da
vrijedi da je obim cetverougla ABCFE za 8 veéi od obima
trougla AAED. Prava AF je simetrala ugla /BAFE i
sijece stranicu BC' u tacki G.

a) Odrediti omjer povrsina trougla AAFE i
pravougaonika ABCD.

b) Izrac¢unati duzinu duzi CG. A 2

Na kantonalnom takmicenju iz matematike ucestvovalo je 57 ucenika. Na takmicenju su
bila 3 zadatka. Ispostavilo se da je svaki ucenik uradio bar jedan zadatak, i da je komisija
izbrojala ukupno 100 uradenih zadataka.

a) Koliko je najvise moglo biti u¢enika koji su uradili ta¢no dva zadatka?

b) Koliko je najvise moglo biti u¢enika koji su uradili sva tri zadatka?
Odgovore obrazloziti!

Odrediti sve trojke (a, b, ¢) realnih brojeva takve da vrijedi:

a®+b=4c
a+b=c
ab= -1

Na stranicama AB i AC' trougla ABC, date su tacke D i F, redom, tako da vrijedi
AD = AFE. Dokazati da se od duzi BE,CD i BC moze konstruisati trougao.

Neka su p i q razliciti prosti brojevi i neka su a i b dva prirodna broja za koja vrijedi
ap + bq = ab. Dokazati da se broj a + b moze zapisati kao proizvod dva prirodna broja
Ciji je zbir jednak p + g + 2.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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KANTON SARAJEVO
Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola
2. aprila/travnja 2025.

IX razred

Za realne brojeve a, b, c,d vrijedi b # 0,d # 0,a+b# 0,c+d#0ia+b+c+d # 0, kao
1 ¢ = 3. Dokazati da je

(a+c)(b+d) ab cd

oibtctrd atb cxa ¥

Odrediti sve trojke (z,y, z) realnih brojeva tako da vrijedi

(z+y)P=22+1
(y+2)?=2>+5
(z4+z)2=y*+10

U dvije kutije nalazi se ukupno 65 loptica. Svaka loptica je jedne od cetiri boje: plava,
crvena, crna ili bijela. Poznato je da, kojih god pet loptica odaberemo tako da su iste
boje i nalaze se u istoj kutiji, medu njima postoje barem dvije iste veli¢ine. Dokazati da
postoje tri loptice koje su iste boje, iste veli¢ine i nalaze se u istoj kutiji.

Dat je pravougli trougao AABC' sa pravim uglom u tjemenu C. Na kateti BC odabrana
je tacka D takva da vrijedi BD = 2- DC'. Ako je M srediste hipotenuze AB, dokazati da
je prava BC' simetrala vanjskog ugla kod tjemena D u trouglu AADM.

Dat je prost broj p. U jednoj grupi tinejdzera, neki koriste samo Instagram, neki koriste
samo TikTok, a neki koriste i Instagram i TikTok. Poznato je da barem jedna osoba
koristi obje drustvene mreze. Broj onih koji koriste samo TikTok tac¢no je p+ 1 puta veci
od broja onih koji koriste samo Instagram. Takoder, kvadrat ukupnog broja korisnika
Instagrama jednak je ukupnom broju korisnika TikToka. Odrediti sve moguénosti za broj
tinejdzera koji koriste obje drustvene mreze.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!



KANTON SARAJEVO

Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola

2. aprila/travnja 2025.

VIrazred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak a) Sada je 2. april i ta¢no je 9 sati i 5 minuta (ujutro). Koji datum i koliko sati ¢e biti

za 2025 minuta? Odgovor obrazloziti!

b) Koliki ¢e ugao zaklapati kazaljke na satu za 2025 minuta? Odgovor obrazloziti!

Napomena: Kako nismo sigurni koliko danasnje generacije koriste analogne satove, ispod
je primjer polozaja kazaljki u 9:00,9:3019: 15, redom (ili 21 : 00,21 : 30,21 : 15).

Rjesenje:

(a) Kako je 2025 : 60 = 33(45), to su prosla 33 sata i 45 minuta. Za 24 sata ¢e biti 3.
april i 9 sati i 5 minuta. Za 33 sata ¢e biti 18 sati i 5 minuta, pa ¢e za 33 sata i 45

minuta biti 18 sati i 50 minuta, a datum ¢ée biti 3. april.

Primijetimo da je ugao koji kazaljka opiSe izmedu dva
susjedna broja na satu jednak 360° : 12 = 30°.

Velika kazaljka ¢e pokazivati na broj 10, a mala negdje

izmedu 6 i 7. Kako je proslo % = g sata, to je mala

kazaljka na % - 30° = 25° od broja 6, a na 5° od broja 7.
Zbog toga je ugao izmedu kazaljki jednak 5°4-3-30° = 95°.

Sema bodovanja:

dio pod &) ..o
— pretvarnje minuta u sate i minute .....................
— dobijanje datuma i vremena .............. .. ... ...
dio pod b) oo
— zakljucak da je ugao izmedu susjednih brojeva jednak 30°
— odredivanje ugla izmedu kazaljke i broja 7 (ili 6) ......
— izracun trazenog ugla .......... ... .. L

Napomena: Ukoliko ucenik dobije pogresno rjesenje pod a), ali pod b) ta¢no odredi
ugao za svoje vrijeme, dobija sve bodove za dio pod b) ukoliko je slozenost odredivanja
ugla za njegovo vrijeme ista (ili veca) kao sloZenost rac¢unanja ugla za 18 : 50.



2. zadatak a) Odrediti razlomak koji je jednak %, a Ciji je zbir brojnika i nazivnika jednak 2025.

b) Odrediti sve prirodne brojeve n takve da vrijedi

4 - 27 - 15
11 n 38

RjeSenje:

a) TraZeni razlomak moZemo zapisati u obliku 141_mx' Odavde po uslovu zadatka imamo
da je
dx + 11z = 2025 &

152 = 2025 &

r = 135.
4135 _ 540
11135 ~ 1485°
Napomena: Ucenik moze zakljuciti da kako je zbir brojnika i nazivnika 15, razlomak

treba prosiriti sa 2025 : 15 = 135.

Dakle, trazeni razlomak je

Sema bodovanja:

e zapis razlomka u obliku 141—5’; .......................................... 2 boda
e pravilno razumijevanje i formulacija uslova zadatka 4z 4+ 11x = 2025 ...1 bod
e tacno rjeSavanje jednacine 15x = 2025 — x =135 .................. 1 bod
e tacno formiranje razlomka 141’.113355 ....................................... 1 bod
e krajnji tacan rezultat %805 ............................................ 1 bod

b) Rjesenje 1:
Ideja je da u pocetnoj dvostrukoj nejednakosti date razlomke svedemo na zajednicki
brojnik. Kako je
NZS(4, 27, 15) = 540,

to imamo:
4 4-135 540 27 27-20 540 15 15-36 540
11 11-135 1485’ n  n-20 20n’ 38 38-36 1368

Posto svi razlomci sada imaju isti brojnik, mozemo ih uporedivati poredenjem nazivnika,
imajuéi u vidu da je veéi onaj razlomak ¢iji je nazivnik manji.
Dakle, dobijamo

540 540 540

1485 ~ 200~ 1368

Sto znadi:
1485 > 20n > 1368.

Rjesavanjem ove dvostruke nejednakosti dijeljenjem svih ¢lanova sa 20 dobijamo:

1485 s 1368
20 20’

odnosno:

1 2
4= —.
7 4>n>685

Kako trazimo sve prirodne brojeve koji zadovoljavaju ove nejednakosti, rjeSenje je:

n € {69, 70, 71, 72, 73, T4},



Sema bodovanja:

e navodenje ideje da se razlomci svedu na zajednicki brojnik i ispravno odredivanje

NZS(4,27,15) =540 oo 2 boda
e ispravno prosirivanje sva tri data razlomka ................ ... . ... 5 bodova
e ispravno koristenje pravila poredenja razlomaka s istim brojnikom ....3 boda
e formiranje dvostruke nejednakosti 1485 > 20n > 1368 .................. 1 bod
e tacno pretvaranje nejednakosti u mjesovite razlomke 74}l >n > 68% ...1 bod
e korektno navodenje svih prirodnih brojeva koji zadovoljavaju uslov ...2 boda

RjeSenje 2:
Imamo:

4 27
22
TR

& 4n < 2711
& 4n < 297
297 1

Sn< — =74,
"=y 4

Takoder, vrijedi:

& 2738 < 156n

& 1026 < 15n
1026 342 2

22— 682

=4 > — =
"7 5 5

Dakle, 68% <n< 74}1, pa svi prirodni brojevi koji zadovoljavaju uslove zadatka
pripadaju skupu n € {69, 70,71,72,73,74}.

Sema bodovanja:

e formiranje i analiza lijeve strane nejednakosti % < % .............. 5 bodova
— pravilno postavljanje nejednakosti ﬁ < 2;7 1 mnozenje sa 11n  .... 2 boda
— tac¢no izvodenje n < % .......................................... 2 boda
— tacno pretvaranje %7 u mjesoviti razlomak 74%1 .................... 1 bod
e formiranje i analiza desne strane nejednakosti % < % .............. 5 bodova
— pravilno postavljanje nejednakosti % < % 1 mnozZenje sa 38n ....2 boda
— tacno izvodenje n > 1[1)—26 ......................................... 2 boda
— tacno pretvaranje % u mjesoviti razlomak 68% ................... 1 bod
e pravilno spajanje dvostruke nejednakosti 68% <n< 74%1 .............. 2 boda

e konacno navodenje svih prirodnih brojeva koji zadovoljavaju uslov ....2 boda



3. zadatak U razredu su 23 ucenika. Nastavnik je kupio odreden broj bombona tako da moze svakom
uceniku iz razreda podijeliti jednak broj bombona. Medutim, kada je doSao na nastavu,
primijetio je da su 3 ucenika odsutna. Zbog toga je svim ucenicima podijelio dvije bom-
bone vise nego Sto je prvobitno zamislio, i pritom su mu ostale dvije bombone viska.
Koliko bombona je nastavnik kupio? Odgovor obrazloziti!

Rjesenje:
Ozna¢imo broj bombona koje je nastavnik kupio sa N, a broj bombona koji je planirao
dati svakom uceniku sa x.

Iz uslova da je nastavnik planirao svakom od 23 ucenika podijeliti po x bombona, slijedi
da je
N = 23x.

Medutim, kada su 3 ucenika izostala, u razredu je bilo prisutno 20 ucenika. Svakom
uceniku je nastavnik dao 2 bombone vise nego sto je planirao, tj. x + 2, i ostale su mu
jos 2 bombone viska. Iz toga slijedi da je

N =20(z +2) + 2.

Izjednacavanjem prethodna dva izraza za N, dobijamo jednacinu po z.
23x =20(x 4+ 2) + 2,

koja se svodi na
3xr = 42.

RjeSenje posljednje jednacine je
r=14.

Ukupan broj bombona koje je nastavnik kupio jednak je

N =23-14 = 322.

Sema bodovanja:

e uvodenje nepoznatih za ukupan broj bombona i broj bombona koje je trebao dobiti

svaki uc¢enik pojedinacno ............. . 2 boda
o izrazavanje N = 231 ... ..o 3 boda
o izrazavanje N =20(Z +2) +2 ..ottt 7 bodova
e izjednacavanje dobijena dva izraza za N ....... ... . ... ... .. 3 boda
o odredivanje & = 14 ... . . 3 boda

o dobijanje N = 322 ... 2 boda



4. zadatak Dat je kvadrat ABC'D. Kroz vrh C' je povucena prava p
koja sije¢e produzetke stranica AB i AD u tackama FE i

F, kao na slici. Obim trougla BEC' iznosi 48¢m, a obim

trougla DC'F iznosi 36cm. Takoder, poznato je da je duz P

BE za Tem duza od duzi DF. Ako je duzina duzi EF

jednaka 35¢m, odrediti duzine duzi AFE i AF. L

A

Rjesenje:
Neka je AB=BC =CD = DA =a.

Iz uslova zadatka je
a+ BE + EC = 48, (1)

a+ CF + DF = 36. 2)
Kako je BE = DF + 7, uvrStavanjem u (1) dobijamo

a+DF +7+ EC =48,
a+ DF + EC = 41.
Sada, ako od posljednje relacije oduzmemo relaciju (2), dobijamo
EC —-CF =5.

S druge strane, kako je
EC+ CF = EF = 35,

sabiranjem posljednje dvije relacije dobijamo 2EC = 40, tj. EC' = 20cm.
Sada je CF = EC' — 5 =20 —5 = 15¢cm.
Ako u (1) uvrstimo EC = 20, dobijamo

a+ BE = 28.

Medutim, onda je AF = AB+ BE = a+ BE = 28cm.
Sli¢no, ako u (2) uvrstimo C'F' = 15, dobijamo

a+ DF =21,

paje AF = AD + DF =a+ DF = 2lcm.
Kako je

Sema bodovanja:

e dobijanje relacije a + DF + EC =41 ... . i 2 boda
e dobijanje relacije EC' — CF =5 ... e 4 boda
e izracun duzina duzi EC 1 FC ... . i 4 boda

izra¢un duzina duzi AE 1 AF ... 10(5+5) bodova



5. zadatak Odrediti sve parove cifara (a,b) takve da je proizvod brojeva 562aa4 i 73031bb djeljiv sa
72. Odgovor obrazloziti!

Rjesenje:

Broj je djeljiv sa 72 ako je djeljiv sa 8 1 9.

Proizvod dva broja ¢e biti djeljiv sa 9 ako je jedan od ta dva broja djeljiv sa 9 ili ako su
oba broja djeljiva sa 3.

Proizvod dva broja ¢e biti djeljiv sa 8 ako je jedan od njih djeljiv sa 8 ili ako je jedan
djeljiv sa 2, a drugi sa 4.

Razlikujemo tri slucaja:

10

20

30

Broj 562aa4 je djeljiv sa 9.

Tada je zbir njegovih cifara 5 +6 + 2 +a + a + 4 = 2a + 17 djeljiv sa 9. Kako je
17 <2a+ 17 <351 2a + 17 je neparan broj, mora vrijediti 2a + 17 = 27, tj. a = 5.
Tada je broj 562554 djeljiv sa 2, ali ne i sa 4 (jer dvocifreni zavrSetak nije djeljiv
sa 4). Medutim, onda broj 73031bb mora biti djeljiv sa 4, tj. njegov dvocifreni
zavrSetak mora biti djeljiv sa 4, odakle zakljucujemo da b € {0, 4, 8}.

Dakle, u ovom slu¢aju imamo parove (a,b) € {(5,0), (5,4), (5,8)}.

Broj 562aa4 je djeljiv sa 3, ali ne i sa 9.

Tada je neparni broj 2a + 17 djeljiv sa 3, ali ne i sa 9, odakle zakljuc¢ujemo da
2a 4+ 17 € {21,33}, tj. a € {2,8}.

Za a = 2, broj 562224 je djeljiv sa 8 (trocifreni zavrsetak 224 je djeljiv sa 8), pa
je jos samo potrebno da broj 73031bb bude djeljiv sa 3. Zbir njegovih cifara je
7T+34+0+3+1+b+b=2b+ 14, odakle lako dobijamo da b € {2,5,8}.

Za a = 8, broj 562884 je djeljiv sa 4, ali ne i sa 8 (dvocifreni zavrsetak jeste djeljiv
sa 4, ali trocifreni nije sa 8), pa je potrebno da broj 73031bb bude djeljiv i sa 2 i sa
3. Kako b mora biti parna cifra, dobijamo b € {2, 8}.

Dakle, u ovom slucaju imamo parove (a,b) € {(2,2), (2,5), (2,8), (8,2), (8,8)}.

Broj 562aa4 nije djeljiv sa 3.

Tada broj 73031bb mora biti djeljiv sa 9, tj. zbir njegovih cifara 2b + 14 mora biti
djeljiv sa 9, odakle dobijamo b = 2. Kako je broj 7303122 djeljiv sa 2, ali ne i sa
4, broj 562aa4 mora biti djeljiv sa 4, odakle a € {0,2,4,6,8}. Medutim, u ovom
slucaju je nemoguée da vrijedi a = 2 i a = 8, jer je tada broj 562aa4 djeljiv sa 3.
Dakle, u ovom slucaju imamo parove (a,b) € {(0,2), (4,2), (6,2)}.

Konac¢no, svi trazeni uredeni parovi su

(a,b) € {(5,0),(5,4),(5,8),(2,2),(2,5),(2,8),(8,2),(8,8),(0,2), (4,2), (6,2)}.

Sema bodovanja:

zakljucak da broj treba biti djeljivsa 819 ...... ... ... 1 bod
zakljucak da moze jedan od brojeva biti djeljiv sa 9 ili oba brojasa 3 ..... 2 boda
zakljucak da moze biti jedan od brojeva djeljiv sa 8 ili jedan od njih djeljiv sa 2, a

Arugl Sa 4 . 2 boda

x Ucenik prethodne zakljucke ne mora eksplicitno navesti, dovoljno je da se pri-
likom rjesavanja slucajeva vidi da razumije da su to neophodni uslovi.

rjeSavanje slucaja kada je prvi broj djeljivsa 9 ........ ... ... 4 boda
rjeSavanje slucaja kada su oba broja djeljivasa 3 ............ ... ... ... 7 bodova
rjeSavanja slucaja kada je drugi broj djeljivsa 9 ........... ... ... ... 4 boda



KANTON SARAJEVO
Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola
2. aprila/travnja 2025.

VII razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Zadan je tupougli jednakokraki trougao AABC’_S& osnovicom AB. Na osnovici je data
tacka D tako da je ZAC'D = 35°. Na kraku BC' je data tacka E tako da vrijedi da je
CFE = CD. Odrediti veli¢inu ugla Z/BDE.

Rjesenje:

Oznac¢imo ZBCD sa x. Tada je ZACB =
ZACD + ZBCD = 35° + x. Kako je trougao
AABC jednakokraki sa osnovicom AB, to je

180° — (35° +2)  145° a
/ABC = /CAB = ; =53 . .

Takoder, kako je CE = CD, to je trougao ACDE jednakokraki i u njemu vrijedi da je

LCED = ZCDE = — = 90° — —.

Posmatrajmo sada trougao ABDEFE. U njemu je /DBE = ZABC = 14250 —514BED =

180° — ZOED = 90° + 5 (jer su ZBED i ZC'ED naporedni uglovi), pa je

14 (e} o
/BDE = 180° — /DBE — /BED — 180° — ( 25 _ g) _ (90° + g) - 3; — 17°30/.

Dakle, ZBDE = 17°30'.

Sema bodovanja:

e Zakljucak da je ZABC = ZCAB ... .. i 2 boda
o Zakljucak da je ZOED = ZCDE ... .. i 3 boda
e Izrazavanje uglova ZABC i ZCED preko jednog nepoznatog ugla (npr. ZECD ili

ZADC! ili dobijanje da je ZCED — ZABC =17°30" ................... 8 bodova

Izracun ugla ZBDE ... 7 bodova



2. zadatak Nastavnik je kupio odredeni broj bombona i planirao je svim ucenicima u svom razredu
podijeliti po 20 bombona. Medutim, primijetio je da ima 5 bombona viska, koje je odlucio
dati svom sinu nakon nastave. Ipak, kada je dosao na nastavu, vidio je da su 3 ucenika
odsutna, pa je prisutnim ucenicima podijelio po 24 bombone, a za sina mu je onda ostala
samo jedna bombona. Koliko je bombona nastavnik ukupno kupio?

Rjesenje:
Oznac¢imo broj bombona koje je kupio nastavnik sa N, a broj ucenika sa x. Iz uslova da
kada nastavnik svim ucenicima podijeli po 20 bombona ostane mu 5 za sina, slijedi da je

N =20z + 5.

Iz uslova da kada su tri uc¢enika odsutna svako moze dobiti po 24 bombone i da 1 ostane
za nastavnikovog sina slijedi da je

N =24(z —3) + 1.

Iz posljednje dvije jednakosti izjednac¢avanjem dobijemo jednacinu po x
20x +5 =24(z — 3) + 1,

koja se svodi na

Rjesenje posljednje jednacine je

Broj bombona koje je kupio nastavnik jednak je N = 20-19 + 5 = 385.

Sema bodovanja:

e Uvodenje nepoznatih za broj bombona i broj uéenika ..................... 2 boda
o [zrazavanje N = 200 4+ 5 ... o 4 boda
o Izrazavanje N = 24(x —3) + 1 ..o 6 bodova
e izjednacavanje izraza za N ......... . i 3 boda
o Odredivanje = 19 ... 3 boda
o Dobijanje N = 380 ... . 2 boda



3. zadatak Odrediti sve Cetverocifrene prirodne brojeve abed koji imaju sljedece svojstvo: ako se
od tog broja oduzme broj abe (trocifreni broj koji se od broja abed dobija brisanjem
posljednje cifre), dobije se vrijednost 2025.

Rjesenje:
Jednacina koja opisuje trazene etverocifrene brojeve abed — abe = 2025 se moze zapisati

kao
1000a + 100b 4+ 10¢ 4+ d — 100a — 10b — ¢ = 2025,

900a + 90b + 9¢ + d = 2025.

Desna strana posljednje jednacine je djeljiva s 9, a ocigledno su i prva tri ¢lana lijeve
strane djeljiva s 9. Dakle, i cifra d mora biti djeljiva s 9. Odnosno d =0 ili d = 9.

Ukoliko je d = 0, onda se jednacina svodi na
100a + 100 + ¢ = 225.

Cifra ¢ mora biti neparna i djeljiva s 5, pa je ¢ = 5. Uvrstavanjem, oduzimanjem i
djeljenjem s 10, dobivamo jednacinu

10a + b = 22.

Ukoliko je a > 2, onda bi cifra b se dobila negativna, $to je nemoguce. Isto tako, ukoliko
je a = 1, onda se cifra b dobije dvocifrena §to je takoder nemoguce. Da bi pocetni broj
bio ¢etverocifren cifra a ne moze biti 0, pa je ocigledno a = 2 te b = 2.

Broj koji je rjeSenje zadatka u ovom slucaju je

abed = 2250
Ukoliko je d = 9, onda se jednacina svodi na
100a + 10b + ¢ = 224.

Uzimajudéi u obzir rjeSenje prvog slucaja, zakljucuje se da ova jednacina ima samo rjesenje
kada a i b ostanu iste vrijednosti, a vrijednost cifre ¢ se smanji za 1.
Broj koji je rjeSenje zadatka u ovom slucaju je

abed = 2249.

Uvrstavanjem u pocetnu jednacinu se lako provjerava da ova dva broja 2249 i 2250 stvarno
predstavljaju rjesenja zadatka.

Napomena: RjeSenje zadatka se moglo znatno skratiti ako se zakljuc¢i da je u prvom
slu¢aju abc = 100a + 10b + ¢ = 225, a u drugom abc = 100a + 10b + ¢ = 224.

Sema bodovanja:

e Svodenje na jednacinu: 900a + 900 +9c+d=2025 .......... ... ..., 4 boda
e Dokazivanje da mora bitid=0ilid=9 ......... ... ... ... ... ..... 6 bodova
e Rjesavanje svakog od slucajeva ............ ... .o po 5 bodova

— Odredivanje vrijednosti ¢ ............ 3 boda

— Odredivanje vrijednosti @ i b ....... ... . 2 boda



4. zadatak Odrediti sve prirodne brojeve a, b, ¢ i d tako da vrijedi:

- 1 599

—_— =

b+ T 121
Rjesenje:
Razlomak +L je pozitivan i manji od 1 (jer mu je nazivnik o¢igledno veé¢i od 1). Desna

c+%
strana date jednacine je %’? =4+ %, pa mora vrijediti a =4 i b+i = %
c+%

Uzimajuéi recipro¢nu vrijednost posljednje jednakosti dobijamo

1 121 6
= =1

b+ — =" =1+—.
Terl T T

Opet, kako je razlomak —+ pozitivan i manji od 1, zaklju¢ujemo da mora vrijediti b = 1

ct3
. 1 _ 6
1 E = 115"
. . c ey . o .. . 121 .. .
Napomena: Mogli smo zakljuciti da je b = 11 jer je razlomak {iz manji od 2, pa je

jedina mogucnost b = 1.

Uzimajudéi recipro¢nu vrijednost dobijamo

1 115 1
- =—=19+-.
‘1776 i
Kako je razlomak Cll pozitivan i manji ili jednak od 1, posljednja jednakost moze da vrijedi
Samozac:19i%l:%, tj. d = 6.
Dakle, jedina cetvorka koja zadovoljava uslove zadatka je (a,b,c,d) = (4,1,19,6).

Sema bodovanja:

e zakljucak da mora vrijeditia =4 ....... . 5 boda
e zakljucak da vrijedi b + Ci% = % ........................................ 3 boda
e zakljucak da mora vrijediti b=1 ...... ... ... 3 boda
e zakljucak da vrijedi ¢ + é = % .......................................... 3 boda
e zakljucak da mora vrijediti c =19 ... ... ... ... 5 bodova
o dobijanje d = 6 ... .. 1 bod

Napomena: Pod "zakljucak da mora vrijediti" se podrazumijeva da je taj zakljucak
donesen uz obrazlozenje zasto bas tako mora biti. Na primjer, ukoliko ucenik napise

1 _4+1w
b+ L 121°

T
et

a+

i bez validnog obrazlozenja zaklju¢i da je a = 4, dobija samo 1 od 5 bodova za taj
zakljucak. Isto pravilo sluzi za odredivanje vrijednosti b i c.



5. zadatak Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom u vrhu A, AD odgovarajuca visina iz

vrha A na stranicu BC, BE simetrala ugla ZABC (pri ¢emu tacka E lezi na AC), a AF

simetrala ugla ZCAD (tacka F lezi na CD). Dokazati da je EF paralleno sa AD.
Rjesenje:
Neka je ZABC = (. Kako je trougao AABD pravougli,
to je

/ZBAD =90° — LABD = 90° — §,

paje ZCAD =90° — Z/ZBAD = j3.
Kako je AF simetrala ugla ZC'AD, to je

/FAD = /FAC = g
Sada je
LBAF = /BAD + ZDAF =90° — § + g =90° — g
Medutim, onda iz trougla AABF dobijamo
/BFA=180°— ZABF — /BAF =180° — 5 — (90° — g) =90° — g = /BAF,

pa je trougao AABF jednakokraki, tj. vrijedi AB = BF.
Kako je BE simetrala ugla ZABF, to je ZABE = /ZEBF = g, pa imamo:

AB = BF,

/ABE = /EBF = —,

N | T

BE = BE,
odakle na osnovu stava SUS o podudarnosti trouglova slijedi da je
NABE =~ ANEBF.
Iz posljednje podudarnosti trouglova slijedi da je ZEFB = ZEAB = 90°.

Dakle, prava EF' je okomita na BC', a kako je i prava AD okomita na BC, to su prave

EF i AD paralelne, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

o zakljutak ZFAD = ZFAC =5 ... ... 2 boda
e izraCunavanje ugla ZAF B ... .. 3 boda
e zakljutak daje /BFA=/BAFiAB=BF ............................. 4 boda
e dokaz da su trouglovi AABE i AEBF podudarni ..................... 5 bodova
o zakljucak da je ZEFB = ZFEAB =90° ... i 3 boda
e dokaz da su prave EF' i AD paralelne .............. ... ... ... ........... 3 boda

Napomena 1: Moguce je da uc¢enik oznaci neki drugi ugao (npr. LZACB = ~vili ZCAF =
ZDAF = x) i krene rac¢unati ostale uglove preko njih. U svakom slu¢aju, izrazavanje
uglova ZFAD i ZABF preko istog ugla nosi 2 boda, dok izracunavanje ugla ZAFB
preko tog nepoznatog ugla vrijedi 3 boda.

Napomena 2: Moguce je da ucenik radi zadatak "unazad", tj. da prvo zakljuci da je
dovoljno da je ZEFB = 90°. Tada dobija posljednja 3 boda iz Seme. Sli¢no, ako zakljuci
da je za to dovoljno da su trouglovi AABFE i AEBF podudarni, dobija i ta 3 iz Seme.
Ako dokaze da je za podudarnost dovoljno AB = BF, dobija i tih 5 bodova iz eme.



KANTON SARAJEVO
Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola
2. aprila/travnja 2025.

VIII razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak U pravougaoniku ABCD vrijedi AD = BC = 12 i p £ c

AB =CD = 9. Tacka F je data na stranici C'D tako da
vrijedi da je obim ¢etverougla ABCFE za 8 veéi od obima
trougla AAED. Prava AF je simetrala ugla /BAFE i
sijece stranicu BC' u tacki G.

a) Odrediti omjer povrsina trougla AAFE i
pravougaonika ABCD.

b) Izrac¢unati duzinu duz CG. A 5
Rjesenje:

a) Obim cetverougla ABCFE jednak je AB + BC + CE + AE = 21 + CE + AE, a
obim trougla AAFED jednak je A + DE + AD = AE + DE + 12. Imamo da je
CE=CD—-DFE =9— DE, pa po uslovu zadatka imamo:

2149-DE+AE=AF+ DE+12+38

odnosno
2DF =10= DFE = 5.

Dalje, oznac¢imo ugao /BAF = /EAF = x. Sada imamo da je ZDAFE = 90° — 2z,
pa je ZDEA = 90° — (90° — 2z) = 2x. Kako je ZDFEA ujedno i vanjski ugao u
trouglu AAEF kod vrha FE imamo da je /DEA = /FEAF+/FFA,paje ZEFA =
/DFEA — /FAF = 2rx — x = x. Zakljuéujemo da je /EFFA = /FEAF = x, pa je
trougao AAF'E jednakokraki, odnosno vrijedi AE = EF.




Primjenom Pitagorine teoreme na trougao ADFEA imamo

AE = VAD? + DE?2 = /144 + 25 = 13.

Sada jei EFF = AE = 13. Kako je AD visina iz vrha A na stranicu EF' u trouglu
AAFEF, imamo da je njegova povrsina jednaka % 132£ = 13- 6. Povrsina

) . : . L. wioo s 136 _ 13
pravougaonika ABCD jednaka je 12-9. Dakle, omjer traZenih povrsina je 155 = 13-

Imamo da je FC = DC —DE =9—-5=4,paje FC=FFE—-FEC=13—-4=91i
FD=FE+DE=13+5=18.

Dalje, znamo da su prave CG i DA paralelene, pa mozemo primijeniti Talesovu
teoremu:

cG FC
AD  FD
odnosno oc 9
Sema bodovanja:
o Izracunavanje DE =0 .. ... i 3 boda
e Dokaz da je AAFFE jednakokraki (AE =EF) ..o, 4 boda
e Primjena Pitagorine teoreme za izra¢unavanje AE =13 .................. 2 boda
Dio pod a)
e [zracun povrsine trougla AAEFE ... 3 boda
e Dokaz da je omjer povrsina jednak % ...................................... 1 bod
Dio pod b)
o [zracunavanje duzine C'G ...... ... ... i 7 bodova
— Izracunavanje F'C' =9 ... .. 1 bod
— Prepoznavanje da je CG || AD i primjena Talesove teoreme .......... 4 boda
— Formiranje proporcije % = 1% ........................................ 1 bod

— Izracunavanje C'G =6 ... 1 bod



2. zadatak Na kantonalnom takmicenju iz matematike ucestvovalo je 57 ucenika. Na takmicenju su
bila 3 zadatka. Ispostavilo se da je svaki u¢enik uradio bar jedan zadatak, i da je komisija
izbrojala ukupno 100 uradenih zadataka.

a)
b)

Koliko je najvise moglo biti ucenika koji su uradili tacno dva zadatka?

Koliko je najvise moglo biti ucenika koji su uradili sva tri zadatka?

Odgovore obrazloziti!

Rjesenje:

Kako je svaki od 57 ucenika uradio po bar jedan zadatak, a ukupno je uradeno 100
zadataka, to znaci da su preostalih 100 — 57 = 43 zadatka uradili ucenici koji su uradili
viSe od jednog zadatka.

a)

Sada zaklju¢ujemo da postoje najvise 43 ucenika koji su uradili vise od jednog za-
datka, pa ne moze postojati vise od 43 ucenika koji su uradili dva zadatka. S druge
strane, ako su 43 ucenika uradila dva zadatka, a preostalih 14 ucenika je uradilo po
jedan zadatak, imamo ukupno 43 -2 + 14 - 1 = 100 uradenih zadataka, pa je zaista
moguce da su 43 ucenika uradila dva zadatka.

Neka je k broj ucenika koji su uradili sva tri zadatka. Tada svakom od tih & ucenika
pripadaju 2 uradena zadatka od preostala 43 uradena zadataka. To zna¢i da mora
vrijediti 2k < 43, odakle dobijamo k < 21. Dakle broj ucenika koji su uradili sva tri
zadatka ne moze biti veéi od 21. Pokazimo da moze biti £ = 21. Ako je 21 ucenik
uradio sva tri zadatka, jedan ucenik dva zadatka, a preostalih 35 ucenika je uradilo
po jedan zadatak, to je ukupno 21 -3 + 2+ 35 -1 = 100 uradenih zadataka. Dakle
zakljucujemo da je mogao biti najvise 21 ucenik koji je uradio sva tri zadatka.

Sema bodovanja:

© dio POd @) .o 8 bodova

— Dokaz da ne moze biti vise od 43 ucenika koji su uradili dva zadatka 6 bodova
— Dokaz da je moguce da ima 43 ucenika koji su uradili dva zadatka ....2 boda

o dio pod b) oo 12 bodova

— Dokaz da ne moze biti vise od 21 ucenika koji su uradili tri zadatka 9 bodova
— Dokaz da je moguce da ima 21 ucenik koji je uradio sva tri zadatka ...3 boda



3. zadatak Odrediti sve trojke (a, b, ¢) realnih brojeva takve da vrijedi:

ad+b=4c
a+b=c
ab= -1

Rjesenje:

Iz prve dvije jednacine imamo da je

a® 4+ b=4c = 4(a+ b®).

Iz trece jednacine imamo da je b = —%, pa uvrstavanjem toga u jednakost koju smo dobili
imamo: ] ]
3
a’——=4(a — —=).
a ( a3)

Svodenjem na zajednicki nazivnik imamo:

Razmotrimo sada dva slucaja:

Sluéaj 1: a* —1=0 Tadajea*=1. Ovoznacidajea=1ilia=—1. Akojea =1,
1

uvrstavanjem dobijamo dajeb= —> = —1ic= 0. Ako jea = —1, dobijamo b =1ic = 0.

Sluéaj 2: a*—1# 0 Tada skra¢ivanjem izraza a*—1 sa obje strane jednakosti dobijamo:

14
a a3
odnosno
a’ =4,
pajea=2ilia = —2. Ako je a = 2 dobijamo b = —% ic= %. Ako je a = —2 dobijamo
b=1ic=-1
2 8

Dakle, rjesenja su (a, b, c) € {(1,—1,0), (-1, 1,0), (2, _%’ 15y (-2, %7 _15yy,

Sema bodovanja:

e Dobijanje jednakosti a® + b = 4(a + b?) iz prve dvije jednacine ............ 3 boda

e Uvrstavanje b = —é (ilia = —%) iz trece jednacine u jednacinu iz prethodnog koraka
3 boda

e Dobijanje jednacine a4;1 = 4% ......................................... 4 boda

e Razmatranje slucaja a* — 1 = 0 i dobijanje rjesenja (1,—1,0) i (—=1,1,0) ..4 boda
e Razmatranje slucaja a* — 1 # 0, skracivanje izraza i dobijanje a> =4 ..... 4 boda
e Dobijanje rjeSenja (2, —3,%2) i (=2,5,—2) ... 2 boda



4. zadatak Na stranicama AB i AC trougla ABC, date su tacke D i E, redom, tako da vrijedi
AD = AFE. Dokazati da se od duzi BE,CD i BC moze konstruisati trougao.

RjesSenje:
Da bi se od duzi BE,CD i BC' mogao konstruisati trougao dovoljno je dokazati da vrijede
sljedec¢e tri nejednakosti trougla:

BE+ CD > BC,

BE + BC > CD,
BC +CD > BE.

Neka je F' tacka presjeka duzi BE i C'D. Pokazimo najprije da vrijedi nejednakost BE +
C'D > BC. Primjenom nejednakosti trougla na trougao ABCF dobijamo BF + C'F >
BC. Kako je BE=BF + FFEiCD =CF + FD imamo:

BE+CD=BF+FE+CF+FD>BF+CF > BC.

Pokazimo sada da vrijedi BE + BC' > C'D. Najprije primjenom nejednakosti trougla
na trougao AABE vrijedi BE + AE > AB, a kako je AB = AD + BD, uvrStavanjem
u posljednju nejednakost dobijamo BE + AE > AD + BD. Kako je AE = AD, iz
posljednje nejednakosti zaklju¢ujemo da vrijedi BE > BD. Primjenom nejednakosti
trougla na trougao ABCD dobijamo BC + BD > CD, ali kako je BE > BD to vrijedi:

BC+BE >BC+BD >CD.

Pokazimo jos da vrijedi BC'+ C'D > BE. Primjenom nejednakosti trougla na trougao
ANACD dobijamo CD + AD > AC, a kako je AC = AE+ CE i AE = AD to uvrsta-
vanjem u posljednju nejednakost dobijamo C'D + AD > AE + C'E, odnosno CD > C'E.
Primjenom nejednakosti trougla na trougao ABCFE dobijamo BC' + CFE > BE, ali kako
je CD > CFE to vrijedi:

BC+CD > BC+ CE > BE.

Kako su sve tri nejednakosti zadovoljene zaklju¢ujemo da duzi BE,CD i BC formiraju
trougao.



Sema bodovanja:

e Postavljanje sva tri uslova za formiranje trougla .......................... 2 boda
e Dokazivanje prve nejednakosti BE + C'D > BC koristenjem nejednakosti trougla u
A BOF 4 boda
e Dokazivanje druge nejednakosti BE+ BC >CD ...................... 7 bodova
— Primjena nejednakosti trougla u AABFE kako bi se pokazalo BE > BD ..... 3
boda
— Primjena nejednakosti trougla u ABC'D kako bi se zakljuc¢ilo BC'+ BE > C'D
4 boda
e Dokazivanje tre¢e nejednakosti BC'+CD > BE ....................... 7 bodova
— Primjena nejednakosti trougla u AACD kako bi se pokazalo CD > CFE ..... 3
boda

— Primjena nejednakosti trougla u ABCEFE kako bi se zakljuc¢ilo BC'+ CD > BE
4 boda



5. zadatak Neka su p i ¢ razli¢iti prosti brojevi i neka su a i b dva prirodna broja za koja vrijedi
ap + bg = ab. Dokazati da se broj a + b moze zapisati kao proizvod dva prirodna broja
¢iji je zbir jednak p + q + 2.

Rjesenje 1:

Napisimo datu jednac¢inu u obliku:
ap = ab — bqg = b(a — q).

Kako p dijeli lijevu stranu, to p mora dijeliti i desnu stranu, a posto je p prost broj,
zaklju¢ujemo da p | b ili p | a — ¢. Razmotrimo ta dva slucaja.

Slucaj 1: p| b Neka je b = pc za neki prirodan broj ¢. UvrStavanjem imamo:

ap = pc(a — q)

odnosno
a=cla—q)=ca—cq.

Kako ¢ dijeli desnu stranu, zaklju¢ujemo da dijeli i lijevu stranu, tj. ¢ | a. Neka je a = cd
za neki prirodan broj d. Sli¢no, posto a | a i a | ca zaklju¢ujemo da a | cg, odnosno
cd | eq, tj. d| q. Kako je g prost broj, zaklju¢ujemo da je d = 1ili d = q.

Ako je d = 1, imamo da je a = c. Sada uvr$tavanjem a = ¢ dobijamo a = a? — aq, pa

dijeljenjem sa a imamo a = ¢ + 1. Sada je b = pc = pa = p(q + 1). Konac¢no, imamo da
jea+b=q+1+plg+1)=(¢+1)(p+1),pasup+1iqg+1dva trazena broja.

Ako je d = ¢, imamo da je a = cq, pa uvrstavanjem dobijamo cq = c2q— cq, pa dijeljenjem
sa c¢q dobijamo 1 = ¢ — 1 odnosno ¢ = 2. Sada jea =2¢ib=pc=2ppajea+b=
2p+2¢=2-(p+q), pasu2ip+ q dva trazena broja.

Sluéaj 2: p | a—q Neka je a — g = pc za neki prirodan broj ¢, odnosno a = pc + q.
Uvrstavanjem imamo:

(pc+q) - p = bpe
odnosno

pc+ q = be.

Iz posljednje jednakosti, posto ¢ | pci ¢ | be, slijedi da ¢ | g. Kako je ¢ prost broj, imamo
dajec=1lilic=q.
Ako je ¢ = 1 dobjjamo a = p+qib=p+gq tejea+b=2-(p+q),pasu2ip+gq
trazena dva broja.

Ako je ¢ = g dobijamo a =pg+q=q(p+1)ib=p+1,tejea+b=(p+1)(¢+1), pa
sup+11iq+ 1 trazeni brojevi.

Kao sto vidimo, u svim sluc¢ajevima a + b moze biti zapisano kao proizvod dva broja ¢iji
je zbir jednak p 4+ q + 2, pa je trazena tvrdnja dokazana.

Sema bodovanja:

e Postavljanje jednacine u faktorizovan oblik i zakljucak da p dijeli desnu stranu .. 3
boda

* Zadatak se moze analogno uraditi i ako se posmatra faktorizacija bg = ab—ap =
a(b—p).



e Zakljucajdap|bilip|la—gq .

e Rjesavanje slucaja p | b ... 9 bodova
— Postavljanje b = pciizvodenje a =cla—q) ..., 1 bod
— Zakljuak da c|a ... ... o 1 bod
— ZakljuCak da a | cq .. ..o 1 bod
— Dokazdajea=cilia=cq ........cc 4 boda
— Rjesavavanje sluCajaa =c ...... .. ... 1 bod
— RjeSavavanje slucajaa =cq ... 1 bod
e Rjesavanje slucaja p | a — q «.oooooiiin 6 bodova
— Postavljanje a = pc + ¢ i izvodenje pc+q=10bc ........ ... .. ... 1 bod
— ZakljuCak da c | q ... 2 boda
— Zakljucak dajec=1ilic=q ... 1 bod
— Rjesavavanje slucaja c =1 ... ... ... 1 bod
— RjeSavavanje slucaja c =q ... 1 bod



Rjesenje 2:

Poc¢injemo tako $to ¢emo pocetnu jednakost ap + bqg = ab preurediti u oblik:

ap+bq = ab = (ab—ap)—(bg—pq) = pg = a(b—p)—q(b—p) =pg = (a—q)(b—p) = pq.

Sada imamo jednakost (a — ¢)(b — p) = pq, i razmatracemo moguce sluc¢ajeve, s obzirom
na to da su p i ¢ prosti brojevi.

Slucéaj 1: a—q=p, b—p=q Akojea—qg=p,ondajea=p+q. Akojeb—p =g,
onda je b = p+ ¢. U ovom slucaju imamo:

a=p+q i b=p-+q.

Kao rezultat, a+ b= (p+q) + (p+q) =2 (p + q), §to je proizvod broja 2 i p + ¢, ¢iji
zbir je p 4+ q + 2, pa trazena tvrdnja vrijedi.

Slucéaj 2: a—g=q,b—p=p Akojea—q=q,ondajea=2q. Akojeb—p = p, onda
je b=2p. U ovom sluc¢aju imamo:

Kao rezultat, a +b = 2q+ 2p = 2 - (p + q), §to je opet proizvod broja 2 i p + g, ¢iji zbir
jep+q+2.

Sluéaj 3: a—qg=1,b—p=pq Akojea—qg=1,ondajea=qg+1. Ako je b—p = pq,
onda je b = p(¢+ 1). U ovom sluc¢aju imamo:

a=q+1 i b=p(g+1).
Kao rezultat, a +b = (¢+ 1) +p(g+1) = (¢+ 1)(p+ 1), Sto je proizvod dva broja g + 1
i p+ 1, Eji je zbir p 4+ g + 2.

Slu¢aj 4: a—q=pq, b—p=1 Akojea—q=pq, ondajea=pg+q=q(p+1). Ako
jeb—p=1,ondajeb=p+ 1. Uovom slucaju imamo:

a=qlp+1) i b=p+1.
Kao rezultat, a+b=q(p+ 1)+ (p+1) = (p+1)(q + 1), Sto je proizvod dva broja p + 1
iq+ 1, ¢iji je zbir p+ q + 2.
Kao sto vidimo, u svim sluc¢ajevima a + b moze biti zapisano kao proizvod dva broja ¢iji
je zbir jednak p + g + 2, pa je trazena tvrdnja dokazana.

Sema bodovanja:

e Pretvaranje pocetne jednacine u oblik (a —q¢)(b—p)=pg .............. 7 bodova
e [spravno navodenje sva Cetiri slucaja .......... ... ... i, 3 boda
e Rjesavanje sluCajaa —q=pib—p=q ..o 2 boda
e Rjesavanjeslucajaa —q=qib—p=p ... 2 boda
e Rjesavanjeslucajaa —q=11b—p=pqg ...coo .. 3 boda
e Rjesavanje slucajaa —q=pqib—p=1 ... . i 3 boda
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IX razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Za realne brojeve a,b,c,d vrijedi b # 0,d # 0,a+b# 0,c+d#0ia+b+c+d# 0, kao

=

b

<. Dokazati da je

(a+co)b+d)  ab  cd
a+b+c+d a+b c+d

0.

RjesSenje 1:

Neka
uvrst

je k realan broj takav da vrijed £ = § = 5. Tada imamo a =k -bic=Fk-d, pa

avajuc¢i ovo u dati izraz dobijamo

(a+c)(b+d) ab cd _ (kb+kd)(b+d) kb-b  kd-d _

a+b+tc+d a+b c+d kb+b+kd+d kb+tb kd+d

B k(b+ d)? kP R
Cb(k+ 1) +dk+1) bk+1) dk+1)
k(b+ d)? kb kd

(k+1)(+d k+1 k+1
k(b+d) kb kd
k+1  kE+1 k+1
k(b+d) —kb—kd

k+1
=0
Sto je i trebalo dokazati.
Sema bodovanja:
e Dobijanjea=k-bic=k-dzakeR ... ... ... ... ... ..., 5 bodova
e Dobijanje prvog razlomka u obliku % ............................. 4 boda
e Dobijanje drugog i treceg razlomka u obliku b(Z—lfl) i d(lz;fl) ................ 4 boda
* Oba razlomka nose po 2 boda
e Dobijanje izraza kg’ild ) _ kk—fl - kk—fl (ili ekvivalentnog) .................. 5 bodova
e Dobijanje vrijednosti izraza O ......... ... .. . 2 boda



Rjesenje 2:

Iz ¢ = < slijedi ad = be. Ako je a = 0, tada je i ¢ = 0, pa je dati izraz ocigledno jednak

b~ d
0. U suprotnom mozemo pisati d = % Uvrstavanjem u dati izraz dobijamo:

(at+e)b+d)  ab cd  (ato)b+)  ap et

a

a+bt+ctd a+b ct+d atbte+® a+b 4k
_f(ato)- e ap
a?+ab+ac+be a+b act+be
M ab bZ?
alatb)teath) g+ c(a+b)
b(aa—i- c)? ab be

- (a+b)la+c) a+b a-+b
bla+c) ab  bc
a+b a+b a+b

=0

Sto je i trebalo dokazati. Uoc¢imo da zadatak i rjeSenje imaju smisla samo za a # 0, ¢ # 0,

a+b#0ia+c#0.
Sema bodovanja:

e Izrazavanje jedne varijable preko preostale tri ............. ... ... ...,

5 bodova

x Ukoliko ucenik izrazi d = bf ili b = %d, te ne razmotri sluéaj a = 0 (odnosno

¢ =0), gubi 2 od 5 bodova

(a_,’_c). ab+be

e Dobijanje prvog razlomka u obliku o= ... 1 boda

e Dobijanje prvog razlomka u obliku % ........................... 5 bodova
be2

e Dobijanje treceg razlomka u obliku —-%= ........ ... 1 boda

e Dobijanje trec¢eg razlomka u obliku a% ................................... 3 boda

e Dobijanje izraza b(;”jlf ) _ a“—fb — ab—fb (ili ekvivalentnog) ..................... 3 boda

Dobijanje vrijednosti izraza 0 ........ ... 2 boda



. zadatak Odrediti sve trojke (x,y, z) realnih brojeva tako da vrijedi

(z+y)P=22+1
(y+2)=2*+5
(z+ 1) =9y*+10

Rjesenje 1:

Koristeéi formulu za razliku kvadrata, dobijamo ekvivalentan sistem:
(x+y)?—2=(w+y—2)(r+y+2)=1
(y+22—a2*=@w+z—a)y+z+z)=5
(z4+z)? -1 =+r—y)(z+z+y) =10

Sabirajuéi ove tri jednacine, dobijamo (x +y+z2)(z+y—z2+y+z—x+z+x—y) = 16,
tj. (t+y+2)2=16,0daklejer+y+z=4iliz+y+z=—4

1°  +y + z = 4. Iz dobijenih jednakosti imamo

.\ 1
x —z=-
y 1
. 5

Z2—T=-
y 1
) 10
dtr—y=-

Sabiranjem prve dvije jednacine ovog sistema dobijamo 2y = g, tj. y = %. Sli¢no,
sabiranjem prve i treée jednacine dobijamo = = %, a druge i trece z = %.

2° x + 1y + 2z = —4. Iz dobijenih jednakosti imamo

n 1
x —z=—-
Y 1
+z—x= >
Y Tl
n 10
z2+T—y=——
YT
Ovaj slucaj rjesavamo identi¢no kao prethodni. S obzirom da su na desnoj strani
suprotni brojevi, dobit éemo i suprotna rjeSenja: x = —%, Yy = —%, z= —%.

Zakljuéujemo, rjesenja datog sistema su (z,y, z) = (%, %, %’) i(x,y,2)= (—;, —%, —%).

Sema bodovanja:

e Primjena razlike kvadrata na lijeve strane sistema ........................ 3 boda
e Sabiranje jednacCina ........... ...t 2 boda
e Dobijanje (T 4+ Y+ 2)2 =16 .. ..o 3 boda
e Uocavanje slucajevax +y+z=4izc+y+z=—4 ... ... 2 boda
e Rjesavanje svakog od slucajeva ............. .. ... ... L. po 5 bodova

— Dobijanje linearnog sistema .............. . . 2 boda

— Rjesavanje sistema ...... ... 3 boda



Rjesenje 2:

Pocetni sistem mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

2?42y +yt— 22 =1

vV 42zt —at=5

2422+ 2% —y* =10
Sabiranjem ovih jednacina dobije se 2% +y*+ 22 +2zy+2yz+222 = 16, tj. (z+y+2)? = 16.
Slijedidajex+y+z=4ilizc+y+2=—4.

Prvi slucay: x+y+2 =4
lzx+y+z=4s¢lijedicr+y=4—z2,y+2=4—zixr+2z=4—y. UvrStavanjem u
pocetni sistem dobijamo:

4-—2)2-22=1
( )

(4—z)?—2>=5
4—y)Q?—y*=10

Sto nakon sredivanja postaje:

16 —8z =1
16 —8xr =5
16 — 8y = 10

Odavde dobijamo rjesenja z = %5, xr = % iy=

—
0o

Drugi slucaj: x +y+ 2z = —4
Izz+y+z=—4slijediz+y=—-4—-2y+2=—-4—zizx+z2=—4—y. UvrStavanjem
u pocetni sistem dobijamo:

(—4—2)?—2*=1
(4 —2)* —2*=5
(~4-y) —y* =10

Sto nakon sredivanja postaje:

16 +8z=1

16 +8z =5

16 + 8y = 10
Odavde dobijamo rjesenja z = —%,z = —18—1 iy = _%

Dakle, rjesenja datog sistema su (z,y,2) = (4,3, 2) i (z,y,2) = (-&, -3, -2).

Sema bodovanja:

e Predstavljanje jednacina sistema u obliku 2? +2zxy + 9> — 22 =1 ......... 3 boda
e Sabiranje jednacina ........... ... 2 boda
e Dobijanje ( 4+ Y+ 2)2 =16 ..ottt 3 boda
e Uocavanje slucajevax +y+z=4izc+y+z=—4 ... ... ... 2 boda
e Rjesavanje svakog od slucajeva ............ ... ... .. po 5 bodova

— Dobivanje jednacina sistema po jednoj varijabli ............. ... ... .. 2 boda

— RjeSavanje sistema ............ . 3 boda



3. zadatak U dvije kutije nalazi se ukupno 65 loptica. Svaka loptica je jedne od ¢etiri boje: plava,
crvena, crna ili bijela. Poznato je da, kojih god pet loptica odaberemo tako da su iste
boje i nalaze se u istoj kutiji, medu njima postoje barem dvije iste veli¢ine. Dokazati da
postoje tri loptice koje su iste boje, iste veli¢ine i nalaze se u istoj kutiji.

RjeSenje:
Kako je 65 loptica rasporedeno u dvije kutije, po Dirichletovom principu u jednoj kutiji

je barem 33 loptice. Posmatrajmo tu kutiju. Kako je svaka loptica jedne od ¢etiri boje,
po Dirichletovom principu medu njima postoji barem 9 loptica koje su iste boje.

Dakle, postoji barem 9 loptica koje se nalaze u istoj kutiji i iste su boje. Posmatrajmo
takvih 9 loptica. Po uslovu zadatka medu svakih 5 postoje dvije iste veli¢ine. To znaci da
se medu ovih 9 loptica ne moze javiti 5 razli¢itih veli¢ina, tj. javljaju se najvise 4 razlicite
veli¢ine. Odavde po Dirichletovom principu slijedi da postoje tri loptice iste veli¢ine. Ove
tri loptice su u istoj kutiji, iste su boje i iste veli¢ine, pa je tvrdnja zadatka dokazana.

Sema bodovanja:

e Zakljucak da postoji kutija sa barem 33 loptice ........... ... ... ... ... 3 boda
e Zakljucak da postoji barem 9 iste boje u istoj kutiji .............. ... ... 6 bodova
e Zakljucak da se medu njima javlja najvise 4 razlicite veli¢ine ........... 8 bodova

e Zakljucak da medu njima postoje 3 loptice iste veli¢ine ................... 3 boda



4. zadatak Dat je pravougli trougao AABC sa pravim uglom u tjemenu C. Na kateti BC' odabrana
je tacka D takva da vrijedi BD = 2- DC. Ako je M srediste hipotenuze AB, dokazati da
je prava BC' simetrala vanjskog ugla kod tjemena D u trouglu AADM.

Rjesenje 1:

A
M B

Neka je N sredina duzi BD. Tada je M N srednja linija trougla ABD, odakle je M N
paralelno sa AD. Onda je ZM BN = ZBAD, kao uglovi sa paralelnim kracima.

S druge strane, kako je M sredina hipotenuze pravouglog trougla, to je M centar opisane
kruznice tog trougla, pa je MC' = MB i ZMCB = ZMBC'. Zbog toga su trouglovi
BMN i CMD podudarni (BM = CM,/MBN = /MCD,BN = CD = %), odakle
je ZCMD = /BMN = /BAD, Sada je ZCDM = 180° — /BCM — ZCMD = 180° —
LABD — /BAD = ZBDA, pa slijedi ZADC = 180° — ZBDA = 180° — ZCDM =
/ZMDB. Neka je X proizvoljna tacka na produzetku duzi AD preko D. Vrijedi ZADC =
/X DB (kao unakrsni uglovi), pa imamo ZM DB = ZX DB. Ovo znadi da je prava BC
simetrala ugla ZM DX a to je upravo vanjski ugao kod D u trouglu AADM. Ovim je
dokaz zavrsen.

Sema bodovanja:

o Zakljutak ZMBC = ZMCB .. ... 2 boda
e Dodavanje tacke N i zakljucak ZMBN = ZBAD ........................ 4 boda
o Zakljutak AMBN ZADCM ... 3 boda
o Zakljucak ZOCMD = ZBMN = ZBAD ... i, 3 boda
o Zakljucak LZADC = ZMDB ... . . 4 boda
e Zakljucak da je BC simetrala vanjskog ugla ZADM ...................... 4 boda

* Ukoliko ucenik zakljuc¢i da je dovoljno dokazati LZADC = ZM DB, dobija 4
boda (posljednja stavka)



Rjesenje 2:

Kako je AABC pravougli, srediste njegove hipotenuze je ujedno i centar opisane kruznice,
tj. vrijedi MA = MB = MC'. Dakle, trougao AM BC' je jednakokraki, pa je ZMBC =
ZMCB. Takoder imamo 22 = 2 (po uslovu zadatka) iﬁB/[_é = 2 (jer je MA = MB =
MC = 4B). Dakle, dobili smo ZDBA = ZDCM i 2 = 48 odakle slijedi da su

DC MC>
trouglovi ADBA i ADCM sli¢ni.

Iz navedene sli¢nosti dobijamo /BDA = ZCDM, pa slijedi ZADC = 180° — ZBDA =
180° — ZCDM = ZMDB. Neka je X proizvoljna tacka na produzetku duzi AD preko
D. Vrijedi ZADC = ZX DB (kao unakrsni uglovi), pa imamo /M DB = ZXDB. Ovo
znaci da je prava BC simetrala ugla ZM DX, a to je upravo vanjski ugao kod D u trouglu
AADM. Ovim je dokaz zavrsen.

Napomena: Zadatak se moze slicno uraditi ako sa S ozna¢imo sredinu stranice BC te
zaklju¢imo da je ZMSD = 90° i pokazemo da su pravougli trouglovi MSD i ADC sli¢ni,
odakle slijedi ZADC = ZMDS.

Sema bodovanja:

o Zakljutak LZMBC = ZMCB ... 2 boda
e Zakljucak % = % ...................................................... 4 boda
o Zakljucak ADBA ~ ADCM ... ... . i 7 bodova
o Zakljuak LZADC = ZMDB ... . 3 boda
e Zakljucak da je BC simetrala vanjskog ugla ZADM ...................... 4 boda

* Ukoliko ucenik zakljuc¢i da je dovoljno dokazati LZADC = ZM DB, dobija 4
boda (posljednja stavka)

* Ukoliko u¢enik zavrsi dokaz pod pretpostavkom ADBA ~ ADCM, dobija 7
bodova (posljednje dvije stavke)



Rjesenje 3:

M

Neka je F tacka na produzetku duzi AC preko C tako da vrijedi AC' = EC. Posmatrajmo
trougao ANABFE. Vrijedi da je BC' ujedno i visina i teziSnica ovog trougla, pa je on
jednakokraki, tj. vrijedi AB = EB. Po uslovu zadatka imamo % =2, paje D tacka na
tezisnici BC trougla AABE koja tezisnicu dijeli u omjeru 2 : 1. Slijedi da je D teziste
ANABE. Zato i tezisnica EM prolazi kroz D, tj. tacke E, D i M su kolinearne.

Imamo AC = EC, ZACD = ZECD = 90° i CD = CD, odakle na osnovu stava SUS
slijedi AACD = AECD. Odavde dalje slijedi ZADC = ZEDC, §to znadi da je prava
BC simetrala ugla ZADE. Ovaj ugao je vanjski ugao kod tjemena D u trouglu ADM,
¢ime je dokaz zavrsSen.

Sema bodovanja:

o Uvodenje tacke F .. ... i 4 boda

x Ovi bodovi se dodjeljuju i ukoliko ucenik uvede tacku E kao presjek DM i AC
e Zakljucak da je D teziste jednakokrakog ANABE ....................... 8 bodova
e Zakljucak da su tacke F, D, M kolinearne ................................ 2 boda
o Zakljutak LZADC = ZEDC ... . . . 3 boda

Zakljucak da je BC' simetrala vanjskog ugla ZADM ...................... 3 boda



5. zadatak Dat je prost broj p. U jednoj grupi tinejdzera, neki koriste samo Instagram, neki koriste
samo TikTok, a neki koriste i Instagram i TikTok. Poznato je da barem jedna osoba
koristi obje drustvene mreze. Broj onih koji koriste samo TikTok ta¢no je p+ 1 puta veci
od broja onih koji koriste samo Instagram. Takoder, kvadrat ukupnog broja korisnika
Instagrama jednak je ukupnom broju korisnika TikToka. Odrediti sve moguénosti za broj
tinejdzera koji koriste obje drustvene mreze.

Rjesenje:
Neka je x broj tinejdzera koji koriste samo Instagram, y broj tinejdzera koji koriste samo
TikTok, a z broj tinejdzera koji koriste oboje. Uslovi zadatka su sljedeéi:

z>1 (

y=@+1) -z (2)
(z+2)°=y+= (3)

—_
~—

Ako je x = 0, tada iz (2) dobijamo y = 0, pa (3) postaje 22 = z, §to uz z > 1 daje z = 1.
Pretpostavimo sada > 0. Tada je iy > 0 (iz (2)). UvrStavajuci (2) u (3) dobijamo:

(x+22=0p+1)-v+ze
(z+2)P=@+2)+p-7e
(@+2)@+z-1)=p-z

Brojevi x 4+ z i  + z — 1 se razlikuju za 1, pa su relativno prosti. Kako je njihov prozivod
djeljiv s p, jedan od njih je djeljiv s p, a drugi relativno prost s p (jer je p prost broj).
Oba broja dijele p - x, pa onaj koji je relativno prost sa p mora dijeliti x. Kako je
r+2z>x+1 > x ne moZe vrijediti x + z | x, pa vrijedi z + z — 1 | . PosSto se
radi o prirodnim brojevima, vrijedi z + z — 1 < z, odakle dobijamo z < 1, pa mora biti
z = 1. Tada je x + 2z — 1 = x, pa mora biti x + z = p, odnosno x = p — 1. Brojevi
r=p—1,y=p®>—1iz=1o¢ito zadovoljavaju uslove zadatka. Dakle, jedina moguénost
za trazeni broj je 1.

Napomena: Do istog zakljucka na kraju smo mogli do¢i i tako sto zaklju¢imo da iz
p| (x4 z)(x+ z—1) slijedi da p dijeli neku od zagrada, pa je ta zagrada veca ili jednaka
od p, odakle slijedi da druga mora biti manja ili jednaka od = (da bi mogla vrijediti
jednakost (z + z)(x + 2z —1) = p-x). Jasno je da to mora biti z + 2z — 1 i to za z = 1.

Sema bodovanja:

e Uvodenje nepoznatih i uvrstavanje (2) u (3) ..., 1 bod
e Dobijanje oblika (z+2)(x+2—1)=p -2 ..o 4 boda
e Zakljucak da jedan od brojevaz +zix+z—1dijelix ................ 8 bodova
o Zakljutak da @ 4+ 2 — 1| @ oot 2 boda
o ZakljuCak z = 1 ... o 3 boda

* Ukoliko ucenik zaklju¢i z + z — 1 < x bez razmatranja slu¢aja x = 0, dobija 1
od 3 boda

Zakljucak da za z = 1 uslovi mogu biti zadovoljeni ....................... 2 boda



