BILTEN FEDERALNOG TAKMICENIJA 1Z
MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH
SKOLA 2025. GODINE

Sarajevo, 5.4.2025. godine

Federalno takmicenje iz matematike ucenika srednjih Skola odrzano je na Prirodno-matematickom
fakultetu u Sarajevu, 5.4.2025. godine. Na takmicenju su ucestvovala 144 uéenika u zvani¢noj konkurenciji
koji su odabrani na kantonalnim takmicenjima, kao i na kvalifikacionom takmicenju, te 5 ucenika u
nezvani¢noj konkurenciji.

Prisutnima se u prepunom amfiteatru “Branko Galeb” na otvaranju najprije obratio prof. dr. Zenan
Sabanac, Sef Odsjeka za matematiku Prirodno-matematitkog fakulteta Univerziteta u Sarajevu, koji je
podsjetio na dugogodisSnju historiju odrzavanja matematickih takmicenja u Bosni i Hercegovini, te je
podsjetio prisutne da je Sarajevo domadin ovogodi$nje Balkanske matematicke olimpijade. Nakon toga se
obratio i prof. dr. Esmir Pilav, predsjednik Udruzenja matematicara Kantona Sarajevo, koji je otvorio
takmicenje, te je prisutne podsjetio na fantasti¢an rezultat ekipe BiH na Internacionalnoj matematickoj
olimpijadi 2024. godine. Za kraj, ispred takmicarske komisije se obratio Admir BeSirevié, koji je poZelio
ucenicima sre¢u na takmicenju i dao im tehnicke upute.

Na zahtjevnim zadacima ucenici su pokazali zavidno znanje, te je u svakom razredu prvoplasirani ucenik
osvojio preko 40 bodova (od mogucéih 50), dok je ukupno 11 ucenika osvojilo 30 ili vise bodova (ukljuéujudi
i uenike u nezvani¢noj konkurenciji). Dva uéenika, Adnan Osmi¢ u drugom razredu i Benjamin Mujki¢ u
Cetvrtom razredu, su osvojili maksimalnih 50 bodova. Ovi ucenici su ujedno i bili ¢lanovi ekipe Bosne i
Hercegovine na Internacionalnoj matematickoj olimpijadi 2024. godine, gdje je Benjamin osvojio zlatnu
medalju, ¢ime je postao najuspjesniji takmicar iz matematike u historiji BiH, a Adnan bronzanu medalju,
Sto je fantasti¢an uspjeh uzme li se u obzir da je Adnan tada bio ucenik prvog razreda.

Na Matematic¢ku olimpijadu BiH su se plasirala 22 ucenika, te ¢e se boriti za plasman na Internacionalnu
matematicku olimpijadu i Balkansku matematicku olimpijadu. Matematicka olimpijada BiH se odrzava 13.
i 14. aprila na Prirodno-matematickom fakultetu u Sarajevu.
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
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Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
5. aprila/travnja 2025.

I razred

Kruznica upisana u kvadrat ABC'D dodiruje stranice ABiCDu
tackama M i N redom. Neka AN sijec¢e kruznicu u tackama N i

P (vidi sliku). Ako je duzina stranice kvadrata 1, odrediti duzinu

duzi M P.
(Napomeni Nije potrebno dokazivati da su tacke M i N sredine
stranica AB i C'D redom.)

Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi:
a—+b>ab, b+c > be, c+a > ca.
Dokazati da vrijedi a + b+ ¢ > %abc.

Neka je ABC ostrougli trougao i neka je I centar upisane kruZnice tog trougla. Na
njegovoj opisanoj kruznici, oznac¢imo sa A’, B’ i C’ sredine manjih lukova BC, C'A i
AB redom. Dokazi da tacka simetri¢na tacki A’ u odnosu na pravu I B’ leZi na opisanoj
kruznici trougla I B'C".

Test iz matematike radilo je 30 ucenika. Ucenici rjesavaju ukupno 8 zadataka. Zadaci su
na zaokruzivanje, tako da ako ucenik ispravno zaokruzi dobija sve bodove na tom zadatku,
a u suprotnom se smatra da taj zadatak nije uradio. Na kraju testa pravi se rangiranje
ucenika. Svaki zadatak vrijedi onoliko bodova koliko ga uéenika nije uradilo ta¢no (na
primjer ako je neki zadatak tacno uradilo 5 uc¢enika, onda on vrijedi 25 bodova). Poznato
je da postoji ucenik koji je imao strogo manje bodova od svih ostalih u¢enika. Odrediti
maksimalan broj bodova koji je taj uc¢enik mogao imati.

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi koji predstavljaju stranice trougla takvi da je NZD(a, b, ¢) = 1
i vrijedi da su brojevi
a?+ - v+t —a? A4a?-1?
a+b—c’ b+c—a  ct+a—0>
svi cijeli. Dokazati da je broj
W=(a+b—-c) - (b+c—a) (c+a—-0)
oblika k? ili 2k? za neki prirodan broj k.

Vrijeme za izradu zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
5. aprila/travnja 2025.

II razred

Neka je E sredina stranice C'D kvadrata ABCD, a F tacka na stranici AB takva da je
AF = 3BF. Prava FD sijece prave AE 1 AC u tackama P i @), redom. Ako je AB =4,
odrediti PQ).

Odrediti sve realne brojeve ¢ takve da za svaki realan broj p > 0 jednac¢ina
2’ —2pr+q¢*+q—2=0
ima bar jedno rjesenje u intervalu (—1,0).

Test iz matematike radilo je 30 uc¢enika. Ucenici rjesavaju ukupno 8 zadataka. Zadaci su
na zaokruzivanje, tako da ako ucenik ispravno zaokruzi dobija sve bodove na tom zadatku,
a u suprotnom se smatra da taj zadatak nije uradio. Na kraju testa pravi se rangiranje
ucenika. Svaki zadatak vrijedi onoliko bodova koliko ga ucenika nije uradilo tacno (na
primjer ako je neki zadatak ta¢no uradilo 5 ucenika, onda on vrijedi 25 bodova). Poznato
je da postoji uc¢enik koji je imao strogo manje bodova od svih ostalih uc¢enika. Odrediti
maksimalan broj bodova koji je taj u¢enik mogao imati.

Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC', te neka je J tacka simetri¢na I u odnosu
na pravu BC'. Dalje, neka je K drugi presjek prave BC sa kruznicom opisanom oko trougla
C1J, a L drugi presjek prave B sa kruznicom opisanom oko trougla AI K. Dokazati da
su prave BC' i JL paralelne.

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi koji predstavljaju stranice trougla takvi da je NZD(a, b, ¢) = 1
i vrijedi da su brojevi
A+ - P+ —a® A+a® -1
a+b—c’ b+c—a  c+a-—b

svi cijeli. Dokazati da je broj
W=(a+b—c) - (b+c—a) (c+a—0)

oblika k? ili 2k? za neki prirodan broj k.

Vrijeme za izradu zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
5. aprila/travnja 2025.

III razred

Ako je sin® z + cos® x = %, odrediti vrijednost cos(4x).
Odprediti sve realne brojeve s takve da jednacina
42" — 202° + s2” + 222 —2 =0
ima Cetiri razlic¢ita realna rjesenja, i da je proizvod dva od ovih rjeSenja jednak —2.

Alisa je gledala kosarkaski turnir na kojem je ucestvovalo 20 timova i ona zna krajnji
poredak timova na tabeli, dok Benjamin nije gledao turnir i nema nikakve informacije
o tabeli. Benjamin ima pravo da Alisi postavlja koliko god Zeli pitanja, ali je pravilo
da u jednom pitanju Benjamin odabere bilo koja 3 tima i Alisa mu kaze ili koji od ta
tri tima je bio najbolji medu njima (najvise rangiran), ili koji je bio najlosiji (najnize
rangiran). Pri tome Alisa bira koju od te dvije opcije ¢e reéi, i Benjamin zna da li mu je
Alisa rekla najbolji ili najlosiji tim. Odrediti najveé¢i prirodan broj N za kojeg Benjamin
moze garantovati da moze odrediti N timova T3, 75, ..., T, i poredati ih od najlosijeg do
najboljeg.

Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC', te neka je J tacka simetri¢na I u odnosu
na pravu BC'. Dalje, neka je K drugi presjek prave BC sa kruznicom opisanom oko trougla
C1J, a L drugi presjek prave B sa kruznicom opisanom oko trougla AI K. Dokazati da
su prave BC' i JL paralelne.

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi koji predstavljaju stranice trougla takvi da je NZD(a,b,c) = 1
i vrijedi da su brojevi
A+ - P+ —a® A+a® -1
a+b—c’ b+c—a  c+a-—b

svi cijeli. Dokazati da je broj
W=(a+b—c) - (b+c—a) (c+a—0)

oblika k? ili 2k? za neki prirodan broj k.

Vrijeme za izradu zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
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IV razred

Za beskonacan niz pozitivnih realnih brojeva aq, as, as, ... vrijedi sljedece:

i. za svaki prirodan broj k troc¢lani podniz agy_1, ask, asgr1 je geometrijski;

ii. za svaki prirodan broj £ troc¢lani podniz asg, asgi1, ok je aritmeticki.
Ako je a1 = x 1 ag = y, odrediti aggoy 1 G925 u funkciji od x 1 y.

Neka je C' = {z € C| |z] < 1}, tj. C je skup svih kompleksnih brojeva ¢iji je modul manji
ili jednak 1. Dokazati da za bilo kojih 12 brojeva z1, 22, ..., 212 € C postoji 12 brojeva
e1,€s,...,¢e19, od kojih je svaki jednak —1 ili 1, tako da vrijedi

12
Z |Zk + 6k| < 17.
k=1

Alisa je gledala kosarkaski turnir na kojem je ucestvovalo 20 timova i ona zna krajnji
poredak timova na tabeli, dok Benjamin nije gledao turnir i nema nikakve informacije
o tabeli. Benjamin ima pravo da Alisi postavlja koliko god Zeli pitanja, ali je pravilo
da u jednom pitanju Benjamin odabere bilo koja 3 tima i Alisa mu kaze ili koji od ta
tri tima je bio najbolji medu njima (najvise rangiran), ili koji je bio najlosiji (najnize
rangiran). Pri tome Alisa bira koju od te dvije opcije ¢e reci, i Benjamin zna da li mu je
Alisa rekla najbolji ili najlosiji tim. Odrediti najveéi prirodan broj N za kojeg Benjamin
moze garantovati da moze odrediti N timova T3, 75, ..., T, i poredati ih od najlosijeg do
najboljeg.

Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC', te neka je J tacka simetri¢na I u odnosu
na pravu BC'. Dalje, neka je K drugi presjek prave BC sa kruznicom opisanom oko trougla
C1J, a L drugi presjek prave BI sa kruznicom opisanom oko trougla AI K. Dokazati da
su prave BC' i JL paralelne.

Za podskup S skupa {0,1,2,...,98} kazemo da je interesantan ako za svaka dva (ne
nuzno razli¢ita) elementa z,y € S postoji element z € S (ne nuzno razli¢it od x i y) takav
da je x +y = 2z (mod 99). Odrediti sve moguénosti za broj elemenata interesantnog
podskupa.

Vrijeme za izradu zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
5. aprila/travnja 2025.

I razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak KruZnica upisana u kvadrat ABC'D dodiruje stranice AB i CD u D
tackama M i N redom. Neka AN sijece kruznicu u tackama N i

P (vidi sliku). Ako je duzina stranice kvadrata 1, odrediti duzinu

duzi M P.
(Napomeni Nije potrebno dokazivati da su tacke M 1 N sredine
stranica AB i C'D redom.)

RjeSenje 1:
Kako su M i N sredine stranica AB i C'D kvadrata ABCD redom, to vrijedi da je

MN=1iA

Takoder, kako je MN || AD, to je MN L AM, pa je trougao AM N pravougli sa pravim
uglom u vrhu M. AN je hipotenuza i vrijedi

= AN =

AN’ =AM’ + NN’ =

| Ot
e
ot

Dalje, kako je MN precnik upisane kruznice, to je ZMPN = 90°, pa je MP visina
trougla AMN koja odgovara hipotenuzi AN. Sada iz jednakosti formula za povrsinu
trougla AM N imamo

AM-MN AN-MP —— AM-MN 1 V5
2 2 AN NG

Sema bodovanja:

e Odredivanje duzine duzi AN ... ... ... 1 bod
o Zakljucak da je ZMPN =90° .. . 3 boda

o ZavrSetak doKaza . ... 6 bodova



Rjesenje 2:
Kao i u prethodnom rjeSenju, lako se zaklju¢i da su trouglovi AMN, AMP i MNP
pravougli, te da je

V5

AN = —.
2

Stavimo AP =z i PN =y. Tadajexz +y = ‘/75 U pravouglom trouglu AMP je

MP° =AM — AP = i — 2

a u pravouglom trouglu MNP je

MP =MN — PN =1—2

Izjednac¢avanjem dobijemo

1 3
1Tl s )y ) =g
Kako je x +y = ‘/75, to imamo da je y — x = %g' Iz sistema
V5
rY=
o3
- 10
lako dobijemo da je y = %5, pa je
- 4 1
MP =1—yf2=1—-=-.
5 5
Dakle,
S 1
p_L_V>
V5 5
Sema bodovanja:
e Odredivanje duzine duzi AN ... ... .. ..o 1 bod
o Zakljucak da je ZM PN = 90° ... . oo 3 boda

o ZavrSetak dokaza . ... 6 bodova



2. zadatak Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi:
a-+b>ab, b+c>be, c+a > ca.
Dokazati da vrijedi a + b+ ¢ > %abc.
Rjesenje:
Mnozenjem prve nejednakosti sa ¢ dobijamo
ac + be > abe.
Analogno dobijamo i ba+ca > abc i cb+ab > abe. Sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo
2(ab + bc + ca) > abe.
S druge strane, sabiranjem tri nejednakosti iz uslova zadatka dobijamo
2(a+b+c) > ab+ bc+ ca.

Konacno, iz posljednje dvije nejednakosti dobijamo

Sto je i trebalo pokazati.
Sema bodovanja:

e dobijanje nejdnakosti ac + be > abe (ili bilo koje analogne nejednakosti) ...2 boda
e dobijanje nejednakosti 2(ab+ bc+ca) > 3abe ... 3 boda
e dobijanje nejednakosti 2(a +b+c¢) > ab+bc+ca ... 1 bod

o zavrSetak doKaza . ... 4 boda



3. zadatak Neka je ABC ostrougli trougao i neka je I centar upisane kruznice tog trougla. Na
njegovoj opisanoj kruznici, oznac¢imo sa A’, B’ i C' sredine manjih lukova BC, CA i
AB redom. Dokazi da tacka simetri¢na tacki A’ u odnosu na pravu 1B’ leZi na opisanoj
kruznici trougla I B'C".

Rjesenje 1:

Neka je X tacka simetri¢na tacki A’ u odnosu na pravu [B’. Trebamo dokazati da
tacke X, C’, I i B’ leze na istoj kruznici. Kako simetrala unutrasnjeg ugla trougla polovi
kruzni luk opisane kruZnice oko tog trougla (jer su odgovarajuéi periferijski uglovi jednaki
polovici ugla ¢ija je simetrala povucena), to su tacke A, I, A’, tacke B, I, B' i tacke C,I,C"
kolinearne. Dakle, na osnovu simetrije dobijamo

/IXB' =/IAB' = /AA'B' = Z/ABB'.

S druge strane, imajuéi u vidu da je

LIC'B'=/CC'B"'= ZCBB' = ZABB',

dobijamo da vrijedi
/IXB' = /ABB' = ZIC'B'.

Na osnovu teorema o periferijskom uglu, tacke X, C’, I, B’ leze na istoj kruznici, $to je i
trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e Dokaz da je bar jedna od trojki A, I, A’, B,I,B"i C,I,C" kolinearna ..... 2 boda
e Dokaz da je ZB'XI = ZIA' B . 2 bod
e Dokaz da je ZB'XI =/ZABB’ .. .. 2 boda
e Dokaz da je ZABB' = ZB'C'I ... ... 2 boda

Dokaz da iz /B'X1 = ZB'C'I slijedi tvrdnja zadatka .................... 2 boda



Rjesenje 2:

Uz oznake i zakljuc¢ivanje kao na pocetku prethodnog rjesenja, lako se pokaze da je
/XB'I=/IBA

Na osnovu leme o trozupcu (formulacija i dokaz leme dati na kraju rjesenja) je

TA'=AB=AC

IC"=C'A=(C"B
pa tacke A’ i C’ leZe na simetrali duzi 1B, tj. A’C’' L IB’. Posto je X simetri¢na tacka
tacki A" u odnosu na pravu IB’', i A'C" 1 IB’, slijedi da su tacke A’, C’ i X kolinearne.
Takoder, vrijedi

LA C'T = ZIB'A',
jer se radi o periferijskim uglovima koji odgovaraju podudarnim tetivama.
Tada, iz jednakosti uglova /X B'Il = ZA'C'l = ZXC'I slijedi da tacke X, B’, C', I leze
na istoj kruznici, §to je i trebalo dokazati.

Lema o trozupcu. Neka je tacka [ centar upisane kruznice trougla ABC, a B’ tacka
presjeka simetrale B'I ugla ZABC' i opisane kruznice trougla ABC'. Tada je

AB'=CB =1D".

Dokaz leme. Imamo da vrijedi
/ABI = /B'CA, 1 /CBI= /B AC

jer su to podudarni periferijski uglovi kao uglovi nad istim tetivama AB’ i C'B’ redom.
Posto je BI simetrala ugla ZABC, to je

/ABI = /CBI = AB' = CB'".
Dalje, kako je

/B'TA=180°—- ZAIB = 180° — (180° — ZIAB — /IBA) = Z/IAB + /IBA
=/IAC + /CAB = /IAB,
to vrijedi da je -
AB' =1B'.

Ova i prethodna jednakost stranica daju da vrijedi

AB'=CB =1PB'".

Sema bodovanja:

e Dokaz da je bar jedna od trojki A, I, A’, B,I,B"i C,I,C" kolinearna ..... 2 boda
e Dokaz da je A/C' L IB . . 3 boda
e Dokaz da su tacke A, C" 1 X kolinearne .................. ... ..., 1 bod
e Dokaz LXB'I = ZXC'I .. . . 2 boda

Dokaz da tacke X, B, C’, I leze na istoj kruznici .......................... 2 bod



4. zadatak Test iz matematike radilo je 30 uc¢enika. Ucenici rjeSsavaju ukupno 8 zadataka. Zadaci su
na zaokruzivanje, tako da ako ucenik ispravno zaokruzi dobija sve bodove na tom zadatku,
a u suprotnom se smatra da taj zadatak nije uradio. Na kraju testa pravi se rangiranje
ucenika. Svaki zadatak vrijedi onoliko bodova koliko ga ucenika nije uradilo ta¢no (na
primjer ako je neki zadatak tacno uradilo 5 ucenika, onda on vrijedi 25 bodova). Poznato
je da postoji ucenik koji je imao strogo manje bodova od svih ostalih ucenika. Odrediti
maksimalan broj bodova koji je taj uc¢enik mogao imati.

Rjesenje:

Dokazat ¢emo da je u¢enik mogao najvise mogao imati 58 bodova. Oznac¢imo sa n broj
bodova zadnjeplasiranog ucenika. Primijetimo da ako je ta¢no k£ ucenika rijesilo neki
zadatak, onda taj zadatak vrijedi 30 — k bodova i ukupni broj bodova na tom zadatku
je k(30 — k) = 30k — k* — 225 + 225 = 225 — (15 — k)? < 225 = 15% (maksimum se
dostize za k = 15). Dakle, ukupni broj bodova na svim zadacima je manji ili jednak od
8-15% = 1800. Kako je 1800 = 30 - 60, mora vrijediti n < 59 (alternativa je da svi ucenici
imaju po 60 bodova, §to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je n strogo najmanji broj
bodova nekog ucenika).

Pretpostavimo da je n = 59. Tada je minimalni ukupni broj bodova svih uc¢enika 59 +
29 - 60 = 1799. Ako je ukupni broj bodova svih ucenika jednak 1800, to znaci da svaki
zadatak vrijedi tacno 15 bodova, pa je nemoguce imati ucenika koji je osvojio 59 bodova.
S druge strane, ako je ukupni broj osvojenih bodova jednak 1799, to znaci da je na jednom
(recimo prvom) zadatku osvojeno 14-16 bodova (tj. taj zadatak vrijedi 14 ili 16 bodova),
a na preostalih 7 zadataka po 15 - 15 (maksimalni broj) bodova. Medutim, tada bilo koji
ucenik koji je uradio prvi zadatak ima 14415t ili 16+ 15¢ bodova, za neki nenegativni cijeli
broj t. Takvih ucenika ima 16 ili 14, §to je kontradikcija (imamo samo jednog ucenika sa
59 bodova, a preostali ucenici su svi morali osvojiti 60 bodova da bi u zbiru imali 1799).

1123145678

+ [+ ]+ + 60 - 1
15 + [+ ]+ + 60 - 1
+ |+ |+ + 60 - 1

\ + | + + |+ 60-1-1
(|t ]+ 60 - 1
150 Lt ]+ 60 - 1
+ + [+ ]+ 60 - 1

L |+ + |+ |+ | x| *x |60+ 14+ 14

Dakle, zaklju¢ujemo da je n < 58. Dokazat éemo da je n = 58 zaista moguce moguce.
Za pocetak, uzmimo da je svaki ucenik rijesio tacno po 4 zadatka oznacenih sa "+"
(pogledati tabelu). Tada imamo da je svaki u¢enik osvojio 60 bodova. Dalje, uzmimo da
je 30. ucenik rijesio 7. i 8. zadatak (pogledati oznaku "x" u tabeli). Vidimo da je sada 15.
ucenik osvojio 58, a 30. ucenik 88 bodova, dok su svi preostali ucenici osvojili 59 bodova.

Sema bodovanja:

e Dokaz da je m < 09 .o 4 boda
— Dokaz da je na jednom zadatku maksimalni broj bodova jednak 15% ..2 boda
— Zakljucak da je maksimalni ukupni broj bodova svih ucenika 1800 ..... 1 bod
— Zakljucak da postoji ucenik sa maksimalno 59 bodova ................. 1 bod
e Dokaz da je m 7 DO L. 2 boda

e Konstrukcija za n = 58 ... ... 4 boda



5. zadatak Nekasu a,b, c prirodni brojevi koji predstavljaju stranice trougla takvi da je NZD(a,b,¢) = 1
i vrijedi da su brojevi
A+ - v+t —a® F+a® -1
a+b—c b+c—a B c+a-—b

svi cijeli. Dokazati da je broj
W=(a+b—c) - (b+c—a) (c+a—0)
oblika k? ili 2k? za neki prirodan broj k.

Rjesenje 1:
Iz a+b—cl|a®+b*— ¢ dobijamo
at+b—cl(a+b—c)lat+b+ec)—(a*+b*—c*) = (a+b)?—c*—(a* +b* — *) = 2ab.
Medutim, onda vrijedi i

a+b—cla*+b*—c—2ab=(a—b?*-c*=(a—b—c)(a—b+c),
pa vrijedi da prvi faktor iz W dijeli proizvod preostala dva faktora. Analogno se pokazuje
da svaki faktor dijeli proizvod preostala dva faktora.
Pretpostavimo da postoji neparan prost broj p takav da p dijeli svaki od brojeva a + b —
c,b+c—a,c+a—> Tada

plat+b—c+b+c—a=2b,

pa kako je p neparan zaklju¢ujemo da p | b. Analogno dobijamo i p | a i p | ¢, §to je

kontradikcija sa uslovom NZD(a,b,c) = 1.

Posmatrajmo bilo koji neparan prost faktor p broja W. Na osnovu prethodno dokazanog,
on mora dijeliti tacno dva od brojeva a +b — ¢,b+ ¢ — a,c+ a — b. Neka bez umanjenja
opstosti p*||b 4+ ¢ — a i p°|lc + a — b (notacija p™||x znaci da p* | x i p"T f2).

Medutim, kako b+c—a | (c+a—=0b)(a+b—c)ipta+b—c, vrijedi @« < ). Analogno
dobijamo 8 < «, pa vrijedi a = 3. To znaci da p?®||W). Kako ovo vrijedi za svaki
neparan prost faktor broja W, te je broj W po uslovu zadatka prirodan, to je on ili
kvadrat (ukoliko se u njemu nalazi paran broj dvica) ili dvostruki kvadrat (ukoliko se u
njemu nalazi neparan broj dvica).

Sema bodovanja:

e dokaz da a + b — ¢ | 2ab (ili analogna djeljivost za preostale faktore) ........ 1 bod

e dokaz da svaki faktor dijeli proizvod preostala dva faktora ................ 2 boda

e dokaz da faktori ne mogu imati zajednicki neparan prost djelioc ........... 1 bod

e dokaz da se svaki neparan prost faktor broja W pojavljuje u dvije zagrade sa jed-
nakom POLENCIJOM ... ... .. i 4
boda

o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

* Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati da se svaki neparan prost broj

pojavljuje paran broj puta u W, ali nema kompletan dokaz, dobija 1 od ova 2
boda



Rjesenje 2:
Na isti nac¢in kao u prvom rjesenju dobijamo da a+b—c | 2ab, b+c—a | 2bc te c+a—b | 2ca.

Takoder, na isti na¢in dokazujemo da ne postoji neparan prost broj p koji dijeli sva tri
data broja.

Pretpostavimo sada da neki neparan prost broj p dijeli a + b — c i neka je k najveci stepen
takav da p*la + b — c. Tada imamo i da p*|2ab. Kako je p neparan, to p*|ab. Ako bi
imali da pla i p|b onda bi iz p|la + b — ¢ slijedilo i da p|c, $to je kontradikcija sa uslovom
da je NZD(a,b,c) = 1. Zakljuc¢ujemo da p*|a ili p*|b. Neka bez gubitka opstosti vrijedi
pFla. Tada iz p*la + b — c slijedi da p*|b — ¢, pa zakljucujemo da p*|c — b, a samim tim i
pFla + ¢ — b. Iz ¢injenice da ne postoji neparan prost broj koji dijeli sva tri data broja,
znamo da p ne dijeli b+ ¢ — a (jer dijeli preostala dva broja). Ovo znadi da je k ujedno i
najveéi stepen broja p koji dijeli a + ¢ — b, jer kada bi p**|a + ¢ — b, onda bi analognim
postupkom dobili da p*™t|a+b—c, §to je kontradikcija s tim da je k najveci stepena broja
pua+b—ec.

Dakle, dokazali smo da ako p* za neki neparan broj p i najveéi stepen k dijeli neki od data
tri broja, da onda dijeli jos jedan od njih (sa istim stepenom k), a da to p ne dijeli tre¢i
broj. Ovo znadi da se u proizvodu W svako p* pojavljuje ta¢no dva puta, pa je neparni
dio tog broja potpun kvadrat, pa je sam broj W oblika ili k? ili 2k, zavisno od toga da
li sadrzi paran ili neparan broj dvica u sebi.

Sema bodovanja:

e dokaz da a + b — ¢ | 2ab (ili analogna djeljivost za preostale faktore) ........ 1 bod
e dokaz da faktori ne mogu imati zajednicki neparan prost djelioc ........... 1 bod

e dokaz da ako za neparan prost broj p vrijedi p | a + b — ¢ onda p dijeli ta¢no jedan
od preostala dva brojab+c—aicH+a—b ........ . L. 2 boda

x Bodovi se dodjeljuju i za analogne tvrdnje, npr. ako ucenik pretpostavi da
plb+c—ailip|c+a—>bidokaze da p onda dijeli ta¢no jedan od preostala
dva broja

* Ako ucenik ne zakljuci da isto p ne dijeli tre¢i broj, dobija samo 1 od ova 2 boda

e zakljucak da prethodna tvrdnja vrijedi i za p*, gdje je k najveéi stepen takav da

PR+ b — o 2 boda
e zakljucak da isti stepen broja p dijeli oba broja ........................... 3 boda
o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

x Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati da se svaki neparan prost broj
pojavljuje paran broj puta u W, ali nema kompletan dokaz, dobija 1 od ova 2
boda
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II razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Neka je E sredina stranice C'D kvadrata ABCD, a F tacka na stranici AB takva da je
AF = 3BF. Prava FD sijece prave AE i AC u tackama P i ), redom. Ako je AB = 4,
odrediti PQ).

Rjesenje:
Iz uslova zadatka je AF = 3. Iz Pitagorine teoreme na D E c
trougao AF D dobijamo DF? = AD? + AF? = 4? + 32 =
52, pa je DF = 5.

Primijetimo da su trouglovi APF i EPD sli¢ni, jer je
/APF = /FEPD kao unakrsni uglovii /DEP = /FAP P
kao uglovi na transferzali. Zbog toga je

FP_AF 3 )
PD DE 2’
odakle dobijamo F'P = 3. A F B
Sli¢no zaklju¢ujemo da su trouglovi AF(Q) i DQC sli¢ni, odakle je
rQ _ AP 3
DQ DC 4
pa imamo FQ =2.5= 2.
Konacno, dobijamo PQ = FP — FQ =3 — 2 = 2.
Sema bodovanja:
o izracunavanje DF .. ... .. 1 bod
e zakljucak da su trouglovi AFP i DPE sli¢ni ............................. 2 boda
o izracunavanje F P ... . 2 boda
e zakljucak da su trouglovi AFQ i DQC sliéni ............................. 2 boda
o izracunavanje F'Q) ........ .. 2 boda

o izracunavanje P . ...... ... 1 bod



2. zadatak Odrediti sve realne brojeve ¢ takve da za svaki realan broj p > 0 jednacina

2’ —2pr+ ¢ +q—2=0
ima bar jedno rjeSenje u intervalu (—1,0).
Rjesenje:
Neka je 7 rjeSenje iz intervala (—1,0), te neka je xo drugo (takoder realno) rjesenje. Iz
Vijetovih pravila vrijedi x1 4+ x5 = 2p > 0, pa mora vrijediti x5 > 0.

Neka je f(z) = 2*> —2pr+q¢*>+q—2. Uslov —1 < 1y < 0 < 23 je ekvivalentan sa f(0) < 0
i f(—1) > 0. Diskriminanta ¢e sigurno biti pozitivna zbog uslova f(0) < 0, koji osigurava
da ¢e jednacina imati realna rjeSenja.

Uslov f(0) < 0 sesvodina ¢*+q—2 < 0, tj. (g—1)(¢+2) < 0, odakle imamo ¢ € (-2, 1).

Uslov f(—=1) > 0sesvodinal+2p+¢*+q¢—2>0,tj. ¢>+q¢—1> —2p. Ovo ¢e
vrijediti za svako p > 0 ako i samo ako vrijedi ¢> + ¢ — 1 > 0. S obzirom da su rjesenja
kvadratne jednacine ¢2 + ¢ —1 = 0 jednaka ¢, o = =25 pa ée vrijediti g2 +¢—1 > 0 za

2 )
sve q € (—o0, _1;‘/5) U (‘“2”/5, +00).

Dakle, konacno rjesenje je q € (—2, _1;‘/5) U (_1;”/5, 1).

Sema bodovanja:

e zakljucak da je drugo rjesSenje pozitivno ............ ..., 1 bod
e dobijanje uslova ¢2 4+ ¢ —2 <0 ..o 2 boda
e rjeSavanje uslova ¢2 4+ ¢ —2 <0 ... 1 bod
e dobijanjeuslova 1 +2p+ ¢ +q—2>0 .ooooiiiiii 2 boda
e rjeSavanje uslova 1 +2p+ ¢ +q—2>0 ..o 3 boda
e dobijanje konatnog rjeSenja .......... 1 bod

Napomena za prvi uslov: Do uslova ¢*> + ¢ — 2 < 0 se moZe doéi i na druge nacine.
Na primjer, nakon Sto se zakljuci da je drugo rjeSenje pozitivno, moze se zakljuciti da
proizvod rjeSenja mora biti negativan, odakle je iz Vijetovih pravila 2125 = ¢* +¢—2 < 0.
Takoder, moze se zakljuciti da je je x1 manje rjesenje, pa se uslov x; < 0 svodi na

2p — \/4p* — A(® +q — 2)
9

=p—vVp?—(¢*+q—2) <0,

tj. p < /P* — (¢ + ¢ — 2). Kako je p pozitivan, posljednju nejednakost smijemo kvadri-
rati, te se ona svodi upravo na uslov ¢ +¢q — 2 < 0.

S druge strane, ukoliko uc¢enik postavljanjem uslova da je diskriminanta veéa ili jednaka
od 0 za svako p > 0 dode do prvog uslova, ne dobija bodove predvidene za dobijanje tog

uslova ukoliko u toku rada ne pokaze da mu to garantuje negativno rjeSenje. Medutim, i
dalje moze dobiti bod za rjesavanje tog uslova.

Napomena za drugi uslov: Uslov 1+ 2p + ¢ + ¢ — 2 > 0 se moZe dobiti i iz:

P—VP—(+q—-2)>-1&

p+1>p—(*+q-2) &
pP+2p+1>p’— (@ +qg—-2) &
1+2p+¢*+q—2>0.



3. zadatak Test iz matematike radilo je 30 ucenika. Ucenici rjesavaju ukupno 8 zadataka. Zadaci su
na zaokruzivanje, tako da ako ucenik ispravno zaokruzi dobija sve bodove na tom zadatku,
a u suprotnom se smatra da taj zadatak nije uradio. Na kraju testa pravi se rangiranje
ucenika. Svaki zadatak vrijedi onoliko bodova koliko ga ucenika nije uradilo ta¢no (na
primjer ako je neki zadatak tacno uradilo 5 ucenika, onda on vrijedi 25 bodova). Poznato
je da postoji ucenik koji je imao strogo manje bodova od svih ostalih ucenika. Odrediti
maksimalan broj bodova koji je taj uc¢enik mogao imati.

Rjesenje:

Dokazat ¢emo da je u¢enik mogao najvise mogao imati 58 bodova. Oznac¢imo sa n broj
bodova zadnjeplasiranog ucenika. Primijetimo da ako je ta¢no k£ ucenika rijesilo neki
zadatak, onda taj zadatak vrijedi 30 — k bodova i ukupni broj bodova na tom zadatku
je k(30 — k) = 30k — k* — 225 + 225 = 225 — (15 — k)? < 225 = 15% (maksimum se
dostize za k = 15). Dakle, ukupni broj bodova na svim zadacima je manji ili jednak od
8-15% = 1800. Kako je 1800 = 30 - 60, mora vrijediti n < 59 (alternativa je da svi ucenici
imaju po 60 bodova, §to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je n strogo najmanji broj
bodova nekog ucenika).

Pretpostavimo da je n = 59. Tada je minimalni ukupni broj bodova svih uc¢enika 59 +
29 - 60 = 1799. Ako je ukupni broj bodova svih ucenika jednak 1800, to znaci da svaki
zadatak vrijedi tacno 15 bodova, pa je nemoguce imati ucenika koji je osvojio 59 bodova.
S druge strane, ako je ukupni broj osvojenih bodova jednak 1799, to znaci da je na jednom
(recimo prvom) zadatku osvojeno 14-16 bodova (tj. taj zadatak vrijedi 14 ili 16 bodova),
a na preostalih 7 zadataka po 15 - 15 (maksimalni broj) bodova. Medutim, tada bilo koji
ucenik koji je uradio prvi zadatak ima 14415t ili 16+ 15¢ bodova, za neki nenegativni cijeli
broj t. Takvih ucenika ima 16 ili 14, §to je kontradikcija (imamo samo jednog ucenika sa
59 bodova, a preostali ucenici su svi morali osvojiti 60 bodova da bi u zbiru imali 1799).

1123145678

+ [+ ]+ + 60 - 1
15 + [+ ]+ + 60 - 1
+ |+ |+ + 60 - 1

\ + | + + |+ 60-1-1
(|t ]+ 60 - 1
150 Lt ]+ 60 - 1
+ + [+ ]+ 60 - 1

L |+ + |+ |+ | x| *x |60+ 14+ 14

Dakle, zaklju¢ujemo da je n < 58. Dokazat éemo da je n = 58 zaista moguce moguce.
Za pocetak, uzmimo da je svaki ucenik rijesio tacno po 4 zadatka oznacenih sa "+"
(pogledati tabelu). Tada imamo da je svaki u¢enik osvojio 60 bodova. Dalje, uzmimo da
je 30. ucenik rijesio 7. i 8. zadatak (pogledati oznaku "x" u tabeli). Vidimo da je sada 15.
ucenik osvojio 58, a 30. ucenik 88 bodova, dok su svi preostali ucenici osvojili 59 bodova.

Sema bodovanja:

e Dokaz da je m < 09 .o 4 boda
— Dokaz da je na jednom zadatku maksimalni broj bodova jednak 15% ..2 boda
— Zakljucak da je maksimalni ukupni broj bodova svih ucenika 1800 ..... 1 bod
— Zakljucak da postoji ucenik sa maksimalno 59 bodova ................. 1 bod
e Dokaz da je m 7 DO L. 2 boda

e Konstrukcija za n = 58 ... ... 4 boda



4. zadatak Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC, te neka je J tacka simetri¢na I u odnosu
na pravu BC'. Dalje, neka je K drugi presjek prave BC sa kruznicom opisanom oko trougla
C1J, a L drugi presjek prave Bl sa kruznicom opisanom oko trougla AI K. Dokazati da
su prave BC' i JL paralelne.

Rjesenje:
Neka su «, 8, v unutrasnji uglovi trougla ABC'. Zbog simetrije je ZKIC = ZK JC', a kako
su ovi uglovi suplementni (jer je ¢etverougao K JC1T tetivni), to je ZKIC = ZK JC = 90°.

Sada je /ZBIK = /BIC — ZKIC = 180° — g — 3 —90° = § = ZBAI. Kako je uz to i

/KBI = /ABI = g, to su trouglovi BK1 i ABI sli¢ni, odakle je

IK  BI

Al AB
Dalje, kako je ZLAK = ZLIK = § = ZBAI, to je ZLAB = ZKAI, §to zajedno sa
LALI = ZAK] znadi da su trouglovi ALB i AKI sli¢ni, odakle slijedi:

BL IK BI
AB Al  AB’

tj. BL = BI. Kako je prava BC' simetrala duzi I.J, to ona polovi i I.J i IL, pa je ona
srednja linija trougla JLI, tj. vrijedi JL||BC, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

o dokaz da je ZKTC = 90° ... 1 bod
e zakljucak da je ZBIK =5 ... ... 1 bod
e zakljucak da su trouglovi BKT i BIAsliéni ............. ..., 1 bod
e dobijanje jednakosti % = % .............................................. 1 bod
e zakljucak da su trouglovi ALB 1 AKIT sliéni .....................cooiu... 1 bod
e dobijanje jednakosti % = % .............................................. 1 bod
o zakljuCak BI = BL ... .. 2 boda
o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

x Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati BI = BL, ali ne zavrsi dokaz,
dobija 1 od ova 2 boda



RjeSenje 2 (rjeSenje ucenice Sare Smajié):

Kao i u prvom rjeSenju pokazujemo da je ZBIK = 5, pa je ZLAB = ZK Al

Neka je D drugi presjek prave AB sa kruznicom opisanom oko trougla AIK. Kako su
nad tetivama DL i I K isti uglovi, to su te tetive jednake, odakle je i /K LI = ZLKD,
pa su prave DK i IL paralelne, tj. ¢etverougao LD K je jednakokraki trapez.

Posmatrajmo sada trouglove LDB i BKI. Kako je ZLDB = ZLDA = ZLIA = 180° —
5 — g =/BKIi /ZDLB = ZBIK, to su ovi trouglovi podudarni, odakle je BL = BI,
te zavrSsavamo kao u prethodnom rjesenju.

RjeSenje 3 (rjeSenje ucenika Abdullaha Fehratbegovica i Sergeja Petkovica):
Kao i u prvom rjeSenju pokazujemo da je ZBIK = 5, pa je ZAIK = ZAIB+ ZBIK =

o a B a o 8
180° — 2 — £ 4o —180° — £,

Neka je O centar kruznice opisane oko trougla AIK. Tada je ZAOK = 2 - (180° —
LAIK) = = ZABK, pa tacke O, B, K, A pripadaju istoj kruznici. Kako je OA = OK,
to je O sredina luka AK na kojem je i tacka B, pa je BO simetrala vanjskog ugla /K BA.
Kako je BI simetrala unutrasnjeg ugla, to je ZOBI = 90°, te zbog OI = OL zaklju¢ujemo
BI = BL, te zavrsavamo kao u prethodnim rjeSenjima.



Rjesenje 4 (rjesenje ¢lanice komisije Adise Boli¢):

Opet ¢emo dokazati da je BI = BL. Doboljno je dokazati da vrijedi % = %, odnosno

primjenjujuci sinusnu teoremu na trouglove BIA i BLA, dovoljno je dokazati da vrijedi

sin/BAI sin/ZBAL

sin /BIA _ sin/ALB

S jedne strane je
sin/BAI sin 5 _ sing
sin /BIA — sin (180° — 2 — 2)  cos}’

2

S druge strane, u prvom rjesenju je dokazano da je ZLAB = ZKAI, pa je

sin ZBAL B sin ZKAI B g
sin /ALB sinZAKI Al

IK _ sing . A7 sing coqe . IK _ sing . . -«
Iz 75 = coss 170 T dijeljenjem dobijamo 77 = cos 3 Cime e dokaz zavrsen.

2



5. zadatak Nekasu a,b, c prirodni brojevi koji predstavljaju stranice trougla takvi da je NZD(a,b,¢) = 1
i vrijedi da su brojevi
A+ - v+t —a® F+a® -1
a+b—c b+c—a B c+a-—b

svi cijeli. Dokazati da je broj
W=(a+b—c) - (b+c—a) (c+a—0)
oblika k? ili 2k? za neki prirodan broj k.

Rjesenje 1:
Iz a+b—cl|a®+b*— ¢ dobijamo
at+b—cl(a+b—c)lat+b+ec)—(a*+b*—c*) = (a+b)?—c*—(a* +b* — *) = 2ab.
Medutim, onda vrijedi i

a+b—cla*+b*—c—2ab=(a—b?*-c*=(a—b—c)(a—b+c),
pa vrijedi da prvi faktor iz W dijeli proizvod preostala dva faktora. Analogno se pokazuje
da svaki faktor dijeli proizvod preostala dva faktora.
Pretpostavimo da postoji neparan prost broj p takav da p dijeli svaki od brojeva a + b —
c,b+c—a,c+a—> Tada

plat+b—c+b+c—a=2b,

pa kako je p neparan zaklju¢ujemo da p | b. Analogno dobijamo i p | a i p | ¢, §to je

kontradikcija sa uslovom NZD(a,b,c) = 1.

Posmatrajmo bilo koji neparan prost faktor p broja W. Na osnovu prethodno dokazanog,
on mora dijeliti tacno dva od brojeva a +b — ¢,b+ ¢ — a,c+ a — b. Neka bez umanjenja
opstosti p*||b 4+ ¢ — a i p°|lc + a — b (notacija p™||x znaci da p* | x i p"T f2).

Medutim, kako b+c—a | (c+a—=0b)(a+b—c)ipta+b—c, vrijedi @« < ). Analogno
dobijamo 8 < «, pa vrijedi a = 3. To znaci da p?®||W). Kako ovo vrijedi za svaki
neparan prost faktor broja W, te je broj W po uslovu zadatka prirodan, to je on ili
kvadrat (ukoliko se u njemu nalazi paran broj dvica) ili dvostruki kvadrat (ukoliko se u
njemu nalazi neparan broj dvica).

Sema bodovanja:

e dokaz da a + b — ¢ | 2ab (ili analogna djeljivost za preostale faktore) ........ 1 bod

e dokaz da svaki faktor dijeli proizvod preostala dva faktora ................ 2 boda

e dokaz da faktori ne mogu imati zajednicki neparan prost djelioc ........... 1 bod

e dokaz da se svaki neparan prost faktor broja W pojavljuje u dvije zagrade sa jed-
nakom POLENCIJOM ... ... .. i 4
boda

o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

* Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati da se svaki neparan prost broj

pojavljuje paran broj puta u W, ali nema kompletan dokaz, dobija 1 od ova 2
boda



Rjesenje 2:
Na isti nac¢in kao u prvom rjesenju dobijamo da a+b—c | 2ab, b+c—a | 2bc te c+a—b | 2ca.

Takoder, na isti na¢in dokazujemo da ne postoji neparan prost broj p koji dijeli sva tri
data broja.

Pretpostavimo sada da neki neparan prost broj p dijeli a + b — c i neka je k najveci stepen
takav da p*la + b — c. Tada imamo i da p*|2ab. Kako je p neparan, to p*|ab. Ako bi
imali da pla i p|b onda bi iz p|la + b — ¢ slijedilo i da p|c, $to je kontradikcija sa uslovom
da je NZD(a,b,c) = 1. Zakljuc¢ujemo da p*|a ili p*|b. Neka bez gubitka opstosti vrijedi
pFla. Tada iz p*la + b — c slijedi da p*|b — ¢, pa zakljucujemo da p*|c — b, a samim tim i
pFla + ¢ — b. Iz ¢injenice da ne postoji neparan prost broj koji dijeli sva tri data broja,
znamo da p ne dijeli b+ ¢ — a (jer dijeli preostala dva broja). Ovo znadi da je k ujedno i
najveéi stepen broja p koji dijeli a + ¢ — b, jer kada bi p**|a + ¢ — b, onda bi analognim
postupkom dobili da p*™t|a+b—c, §to je kontradikcija s tim da je k najveci stepena broja
pua+b—ec.

Dakle, dokazali smo da ako p* za neki neparan broj p i najveéi stepen k dijeli neki od data
tri broja, da onda dijeli jos jedan od njih (sa istim stepenom k), a da to p ne dijeli tre¢i
broj. Ovo znadi da se u proizvodu W svako p* pojavljuje ta¢no dva puta, pa je neparni
dio tog broja potpun kvadrat, pa je sam broj W oblika ili k? ili 2k, zavisno od toga da
li sadrzi paran ili neparan broj dvica u sebi.

Sema bodovanja:

e dokaz da a + b — ¢ | 2ab (ili analogna djeljivost za preostale faktore) ........ 1 bod
e dokaz da faktori ne mogu imati zajednicki neparan prost djelioc ........... 1 bod

e dokaz da ako za neparan prost broj p vrijedi p | a + b — ¢ onda p dijeli ta¢no jedan
od preostala dva brojab+c—aicH+a—b ........ . L. 2 boda

x Bodovi se dodjeljuju i za analogne tvrdnje, npr. ako ucenik pretpostavi da
plb+c—ailip|c+a—>bidokaze da p onda dijeli ta¢no jedan od preostala
dva broja

* Ako ucenik ne zakljuci da isto p ne dijeli tre¢i broj, dobija samo 1 od ova 2 boda

e zakljucak da prethodna tvrdnja vrijedi i za p*, gdje je k najveéi stepen takav da

PR+ b — o 2 boda
e zakljucak da isti stepen broja p dijeli oba broja ........................... 3 boda
o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

x Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati da se svaki neparan prost broj
pojavljuje paran broj puta u W, ali nema kompletan dokaz, dobija 1 od ova 2
boda
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
5. aprila/travnja 2025.

III razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Ako je sin®z + cos®z = %, odrediti vrijednost cos(4x).

Rjesenje:

Primijetimo da je sin®xz 4 cos®z = (sin?2)? + (cos?x)? = (sin?z + cos? z)(sin*z —

sin z cos? ¥ + cos* ) = sin® x —sin® 2 cos? ¥ + cos* x = (sin? x + cos? )2 — 3sin? x cos? & =
300 2 _ 3 2

1 —3(2sinzcosz)® = 1 — 3 sin”(2x).

Sada po uslovu dobijamo da je 1 — 3 sin*(2z) = %, odnosno sin®(2z) = 3.

S druge strane, imamo da je cos(4z) = cos?(2x) — sin?(2z) = cos?(2x) + sin®(2r) —
2sin®(2z) = 1 — 2sin*(2z), pa kona¢no dobijamo da je cos(4z) =1—2-3 = —T.
Sema bodovanja:
e Dokaz da je sin®(2z) = § ... ... 8 bodova
— Izrazavanje datog izraza kao sinz — sin? z cos?z 4+ cos*x ............. 3 boda
— Izrazavanje datog izraza kao (sin® x + cos’ r)? — 3sin®zcos®z ........ 2 boda
— Izrazavanje datog izraza 1 — 3sin®(2z) ... 2 boda
— Dokaz da je sin®(2z) = § ... 1 bod
e Dokaz da je cos(4x) = 1 — 28in%(22) .....ooiiiiii 1 bod

o Krajnji izracun cos(4T) .. ..ot 1 bod



2. zadatak Odrediti sve realne brojeve s takve da jednacina
4z —202° + s2® + 222 —2 =0
ima cetiri razli¢ita realna rjesenja, i da je proizvod dva od ovih rjesenja jednak —2.
Rjesenje:
Oznac¢imo rjeSenja jednadcine sa x1, T2, T3, T4 1 neka vrijedi x1x9 = —2. Imamo
4ot — 202% + s2® + 220 — 2 = 4(x — 21) (7 — 20) (2 — 23) (7 — T4)

odakle mnozenjem izraza na desnoj strani i izjednacavanjem koeficijenata dobijamo sljedece

relacije
—20

I1+$2+I3+$4:—T:5 (1)

s
T1Xo + T1T3 + X104 + ToZ3 + Toxy + T3Ty4 = 1 (2)

22 11
T1X9T3 + L1y + 12304 + XoT3X4 = _Z - _? (3)

—2 1
T1T2X3X4 1 3 ( )

Ovo su zapravo Vieteove formule za polinom ¢etvrtog stepena. Iz xjxe = —2 1 (4)
dobijamo 3z = 1, pa iz (3) imamo

11
T1T3%4 + Tal3Ty + T1X2X3 + T1Toly = _7 PN
11
(‘rl + $2)$35L‘4 + (373 + 1’4)1711'2 = —E PN
1 11
Z(xl +x9) — 2(13 + 14) = -5

Ako oznadimo x; + x5 = u i 23 + x4 = v, posljednja relacija zajedno s relacijom (1) daje

sistem dvije linearne jednacine u + v = 5 i iu - 2v = —%. Rjesenje ovog sistema je

(u,v) = (2,3), pa vrijedi x; + 2 = 2 i 3 + 24 = 3. Konaéno, iz (2) imamo
s

Z = T1%9 + T1X3 + T1T4 + T2X3 + ToXy + T3Ty =

17
:$1l'2+ ([El +$2)(ZE3+I’4)+ZE3$4 = —2+23+ 1/4: Z,

odakle slijedi s = 17.

Dokazimo jos da su za s = 17 uslovi zadatka zadovoljeni. Iz x1 + 29 = 21 2129 = —2
na osnovu Vieteovih formula za polinom drugog stepena slijedi da su x; 1 x5 rjeSenja
jednacine z? — 2x — 2, pa je Ti9 = 2i2—‘/ﬁ = 1++/3. Sli¢no iz x5 + x4 = 3 1 2324 = }1
dobijamo x34 = % + /2. Dakle, brojevi 1,2, x5, T4 Su zaista Cetiri realna razliita

rjeSenja pocetne jednacine za s = 17.

Sema bodovanja:

e Dobijanje relacija (1)-(4) ... .oririr 2 boda
* Relacije se ne moraju izvoditi, dovoljno je pozvati se na Vietove formule

e Dobijanje relacije x3zy4 = }l ................................................ 1 bod

e Dobijanje relacije 1(z1 4+ 22) — 2(zg + @) = =11 ... 2 boda

e Dobijanje 1 + @9 = 2123+ T4 =3 oot 1 bod

e Dobijanje vrijednosti s = 17 .. ... 3 boda

Zakljucak da s = 17 zadovoljava uslov zadatka ............ ... ... ... ... 1 bod



3. zadatak Alisa je gledala koSarkaski turnir na kojem je ucestvovalo 20 timova i ona zna krajnji
poredak timova na tabeli, dok Benjamin nije gledao turnir i nema nikakve informacije
o tabeli. Benjamin ima pravo da Alisi postavlja koliko god zeli pitanja, ali je pravilo
da u jednom pitanju Benjamin odabere bilo koja 3 tima i Alisa mu kaze ili koji od ta
tri tima je bio najbolji medu njima (najviSe rangiran), ili koji je bio najlosiji (najnize
rangiran). Pri tome Alisa bira koju od te dvije opcije ¢e reéi, i Benjamin zna da li mu je
Alisa rekla najbolji ili najlosiji tim. Odrediti najveéi prirodan broj N za kojeg Benjamin
moze garantovati da moze odrediti NV timova Ty, T5, ..., T}, i poredati ih od najlosijeg do
najboljeg.

RjesSenje:
Dokazat é¢emo da je N = 10.

Za pocetak dokazimo da je N > 10, tj. da Benjamin moze odabrati listu od 10 timova
i sa sigurno$cu ih poredati od najlosijeg do najboljeg. Nazovimo par timova t.,t, prob-
lematicnim ako Benjamin ne moze nikako odrediti koji od ta dva tima je bolji. Primijetimo
sada da svaki tim ¢, moze biti ¢lan samo jednog problemati¢nog para, jer inace, ako su
ty,ty 1ts,t, dva problemati¢na para, Benjamin moze Alisu pitati o ta tri tima. Neovisno
od njenog odgovora, Benjamin ¢e saznati ili odnos t,,t, ili ¢,,t., Sto je kontradikcija.

Zaklju¢ujemo da mozemo imati najvise 10 problemati¢nih parova. Pretpostavimo da
Benjamin ozna¢i timove u problemati¢nim parovima sa (ai,by), (ag,bs), ..., (ax, by), pri
¢emu je k < 10. Preostalim timovima (ako ih ima) nasumi¢no daje preostala imena
@11, bp11, Ao, bkyo, ..., 19, b1p. Primijetimo sada da medu timovima ay, as, ..., a;p nema
problematic¢nih parova, pa ih Benjamin moze poredati od najlosijeg do najboljeg, ¢ime je
tvrdnja dokazana.

Dokazimo sada jos da je N < 10. Zelimo da nademo strategiju koja Alisi omogucava
da Benjamin nikad ne moze sa sigurnoséu poredati 11 timova od najlosijeg do najboljeg.
Pretpostavimo da su timovi na tabeli redom ¢y, cs, ..., co0, gdje je ¢ najbolji, a cop najlosiji
tim.

Ako Benjamin pita Alisu pitanje koje ukljucuje dva tima na tabeli co;_1 1 co; za neko
1 < i < 10 zajedno sa nekim timom ¢, onda Alisa treba da mu odgovori ili da je ¢
najlosiji ili da je ¢, najbolji od ta tri tima (ovisno od toga koja od te dvije tvrdnje je
tacna). Na taj nacin nikad nece otkriti Benjaminu koji od dva tima u svakom od 10
parova na tabeli je bolji. Na ostala pitanja moze odgovarati kako Zeli.

Primijetimo sada da u bilo kojoj listi od 11 timova po Dirihleovom principu postoji
1 <4 < 10 tako da su izabrani cg;_1 i ¢g;. Medutim, po Alisinoj strategiji, Benjamin
nikako ne moze saznati koji od ta dva tima je bolji, tako da ne moze tih 11 timova sa
sigurnos$¢u poredati od najlosijeg do najboljeg. Ovim je dokaz zavrSen.

Sema bodovanja:

e Dokaz daje N > 10 ... i 6 bodova
— Zakljucak da Benjamin moze saznati koji od dva tima je bolji ako oni nisu
susjedni na tabeli ... ... . 1 bod

— Zaklju¢ak da je svaki tim u najvise jednom problemati¢nom paru (pogledati
rjeSenje za definiciju problemati¢nog para) ................ ... 3 boda

— Zakljucak da Benjamin moze odabrati 10 trazenih timova ............ 2 boda

e Dokaz daje IV < 10 oo 4 boda
— Definisanje strategije u kojoj Alisa ne otkriva Benjaminu odnos dva susjedna
tima sa tabele ....... . . 2 boda

— Zakljucak da Benjamin ne moze poredati 11 timova .................. 2 boda



4. zadatak Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC, te neka je J tacka simetri¢na I u odnosu
na pravu BC'. Dalje, neka je K drugi presjek prave BC sa kruznicom opisanom oko trougla
C1J, a L drugi presjek prave Bl sa kruznicom opisanom oko trougla AI K. Dokazati da
su prave BC' i JL paralelne.

Rjesenje:
Neka su «, 8, v unutrasnji uglovi trougla ABC'. Zbog simetrije je ZKIC = ZK JC', a kako
su ovi uglovi suplementni (jer je ¢etverougao K JC1T tetivni), to je ZKIC = ZK JC = 90°.

Sada je /ZBIK = /BIC — ZKIC = 180° — g — 3 —90° = § = ZBAI. Kako je uz to i

/KBI = /ABI = g, to su trouglovi BK1 i ABI sli¢ni, odakle je

IK  BI

Al AB
Dalje, kako je ZLAK = ZLIK = § = ZBAI, to je ZLAB = ZKAI, §to zajedno sa
LALI = ZAK] znadi da su trouglovi ALB i AKI sli¢ni, odakle slijedi:

BL IK BI
AB Al  AB’

tj. BL = BI. Kako je prava BC' simetrala duzi I.J, to ona polovi i I.J i IL, pa je ona
srednja linija trougla JLI, tj. vrijedi JL||BC, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

o dokaz da je ZKTC = 90° ... 1 bod
e zakljucak da je ZBIK =5 ... ... 1 bod
e zakljucak da su trouglovi BKT i BIAsliéni ............. ..., 1 bod
e dobijanje jednakosti % = % .............................................. 1 bod
e zakljucak da su trouglovi ALB 1 AKIT sliéni .....................cooiu... 1 bod
e dobijanje jednakosti % = % .............................................. 1 bod
o zakljuCak BI = BL ... .. 2 boda
o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

x Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati BI = BL, ali ne zavrsi dokaz,
dobija 1 od ova 2 boda



RjeSenje 2 (rjeSenje ucenice Sare Smajié):

Kao i u prvom rjeSenju pokazujemo da je ZBIK = 5, pa je ZLAB = ZK Al

Neka je D drugi presjek prave AB sa kruznicom opisanom oko trougla AIK. Kako su
nad tetivama DL i I K isti uglovi, to su te tetive jednake, odakle je i /K LI = ZLKD,
pa su prave DK i IL paralelne, tj. ¢etverougao LD K je jednakokraki trapez.

Posmatrajmo sada trouglove LDB i BKI. Kako je ZLDB = ZLDA = ZLIA = 180° —
5 — g =/BKIi /ZDLB = ZBIK, to su ovi trouglovi podudarni, odakle je BL = BI,
te zavrSsavamo kao u prethodnom rjesenju.

RjeSenje 3 (rjeSenje ucenika Abdullaha Fehratbegovica i Sergeja Petkovica):
Kao i u prvom rjeSenju pokazujemo da je ZBIK = 5, pa je ZAIK = ZAIB+ ZBIK =

o a B a o 8
180° — 2 — £ 4o —180° — £,

Neka je O centar kruznice opisane oko trougla AIK. Tada je ZAOK = 2 - (180° —
LAIK) = = ZABK, pa tacke O, B, K, A pripadaju istoj kruznici. Kako je OA = OK,
to je O sredina luka AK na kojem je i tacka B, pa je BO simetrala vanjskog ugla /K BA.
Kako je BI simetrala unutrasnjeg ugla, to je ZOBI = 90°, te zbog OI = OL zaklju¢ujemo
BI = BL, te zavrsavamo kao u prethodnim rjeSenjima.



Rjesenje 4 (rjesenje ¢lanice komisije Adise Boli¢):

Opet ¢emo dokazati da je BI = BL. Doboljno je dokazati da vrijedi % = %, odnosno

primjenjujuci sinusnu teoremu na trouglove BIA i BLA, dovoljno je dokazati da vrijedi

sin/BAI sin/ZBAL

sin /BIA _ sin/ALB

S jedne strane je
sin/BAI sin 5 _ sing
sin /BIA — sin (180° — 2 — 2)  cos}’

2

S druge strane, u prvom rjesenju je dokazano da je ZLAB = ZKAI, pa je

sin ZBAL B sin ZKAI B g
sin /ALB sinZAKI Al

IK _ sing . A7 sing coqe . IK _ sing . . -«
Iz 75 = coss 170 T dijeljenjem dobijamo 77 = cos 3 Cime e dokaz zavrsen.

2



5. zadatak Nekasu a,b, c prirodni brojevi koji predstavljaju stranice trougla takvi da je NZD(a,b,¢) = 1
i vrijedi da su brojevi
A+ - v+t —a® F+a® -1
a+b—c b+c—a B c+a-—b

svi cijeli. Dokazati da je broj
W=(a+b—c) - (b+c—a) (c+a—0)
oblika k? ili 2k? za neki prirodan broj k.

Rjesenje 1:
Iz a+b—cl|a®+b*— ¢ dobijamo
at+b—cl(a+b—c)lat+b+ec)—(a*+b*—c*) = (a+b)?—c*—(a* +b* — *) = 2ab.
Medutim, onda vrijedi i

a+b—cla*+b*—c—2ab=(a—b?*-c*=(a—b—c)(a—b+c),
pa vrijedi da prvi faktor iz W dijeli proizvod preostala dva faktora. Analogno se pokazuje
da svaki faktor dijeli proizvod preostala dva faktora.
Pretpostavimo da postoji neparan prost broj p takav da p dijeli svaki od brojeva a + b —
c,b+c—a,c+a—> Tada

plat+b—c+b+c—a=2b,

pa kako je p neparan zaklju¢ujemo da p | b. Analogno dobijamo i p | a i p | ¢, §to je

kontradikcija sa uslovom NZD(a,b,c) = 1.

Posmatrajmo bilo koji neparan prost faktor p broja W. Na osnovu prethodno dokazanog,
on mora dijeliti tacno dva od brojeva a +b — ¢,b+ ¢ — a,c+ a — b. Neka bez umanjenja
opstosti p*||b 4+ ¢ — a i p°|lc + a — b (notacija p™||x znaci da p* | x i p"T f2).

Medutim, kako b+c—a | (c+a—=0b)(a+b—c)ipta+b—c, vrijedi @« < ). Analogno
dobijamo 8 < «, pa vrijedi a = 3. To znaci da p?®||W). Kako ovo vrijedi za svaki
neparan prost faktor broja W, te je broj W po uslovu zadatka prirodan, to je on ili
kvadrat (ukoliko se u njemu nalazi paran broj dvica) ili dvostruki kvadrat (ukoliko se u
njemu nalazi neparan broj dvica).

Sema bodovanja:

e dokaz da a + b — ¢ | 2ab (ili analogna djeljivost za preostale faktore) ........ 1 bod

e dokaz da svaki faktor dijeli proizvod preostala dva faktora ................ 2 boda

e dokaz da faktori ne mogu imati zajednicki neparan prost djelioc ........... 1 bod

e dokaz da se svaki neparan prost faktor broja W pojavljuje u dvije zagrade sa jed-
nakom POLENCIJOM ... ... .. i 4
boda

o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

* Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati da se svaki neparan prost broj

pojavljuje paran broj puta u W, ali nema kompletan dokaz, dobija 1 od ova 2
boda



Rjesenje 2:
Na isti nac¢in kao u prvom rjesenju dobijamo da a+b—c | 2ab, b+c—a | 2bc te c+a—b | 2ca.

Takoder, na isti na¢in dokazujemo da ne postoji neparan prost broj p koji dijeli sva tri
data broja.

Pretpostavimo sada da neki neparan prost broj p dijeli a + b — c i neka je k najveci stepen
takav da p*la + b — c. Tada imamo i da p*|2ab. Kako je p neparan, to p*|ab. Ako bi
imali da pla i p|b onda bi iz p|la + b — ¢ slijedilo i da p|c, $to je kontradikcija sa uslovom
da je NZD(a,b,c) = 1. Zakljuc¢ujemo da p*|a ili p*|b. Neka bez gubitka opstosti vrijedi
pFla. Tada iz p*la + b — c slijedi da p*|b — ¢, pa zakljucujemo da p*|c — b, a samim tim i
pFla + ¢ — b. Iz ¢injenice da ne postoji neparan prost broj koji dijeli sva tri data broja,
znamo da p ne dijeli b+ ¢ — a (jer dijeli preostala dva broja). Ovo znadi da je k ujedno i
najveéi stepen broja p koji dijeli a + ¢ — b, jer kada bi p**|a + ¢ — b, onda bi analognim
postupkom dobili da p*™t|a+b—c, §to je kontradikcija s tim da je k najveci stepena broja
pua+b—ec.

Dakle, dokazali smo da ako p* za neki neparan broj p i najveéi stepen k dijeli neki od data
tri broja, da onda dijeli jos jedan od njih (sa istim stepenom k), a da to p ne dijeli tre¢i
broj. Ovo znadi da se u proizvodu W svako p* pojavljuje ta¢no dva puta, pa je neparni
dio tog broja potpun kvadrat, pa je sam broj W oblika ili k? ili 2k, zavisno od toga da
li sadrzi paran ili neparan broj dvica u sebi.

Sema bodovanja:

e dokaz da a + b — ¢ | 2ab (ili analogna djeljivost za preostale faktore) ........ 1 bod
e dokaz da faktori ne mogu imati zajednicki neparan prost djelioc ........... 1 bod

e dokaz da ako za neparan prost broj p vrijedi p | a + b — ¢ onda p dijeli ta¢no jedan
od preostala dva brojab+c—aicH+a—b ........ . L. 2 boda

x Bodovi se dodjeljuju i za analogne tvrdnje, npr. ako ucenik pretpostavi da
plb+c—ailip|c+a—>bidokaze da p onda dijeli ta¢no jedan od preostala
dva broja

* Ako ucenik ne zakljuci da isto p ne dijeli tre¢i broj, dobija samo 1 od ova 2 boda

e zakljucak da prethodna tvrdnja vrijedi i za p*, gdje je k najveéi stepen takav da

PR+ b — o 2 boda
e zakljucak da isti stepen broja p dijeli oba broja ........................... 3 boda
o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

x Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati da se svaki neparan prost broj
pojavljuje paran broj puta u W, ali nema kompletan dokaz, dobija 1 od ova 2
boda
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LXV. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
Federalno prvenstvo iz matematike ucenika srednjih skola
5. aprila/travnja 2025.

IV razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Za beskonacan niz pozitivnih realnih brojeva aq, as, as, ... vrijedi sljedece:

i. za svaki prirodan broj k troc¢lani podniz agy_1, asg, asgr1 je geometrijski;

ii. za svaki prirodan broj k troc¢lani podniz asy, asgi1, @oxso je aritmeticki.

Ako je a1 = x 1 ag =y, odrediti aggoy 1 agpes u funkeiji od x 1 y.

Rjesenje:
Po uslovu zadatka imamo da za sve k € N vrijedi aggyo0—aog11 = Gopr1—aog i %:1 = ﬁ,
2
. a . . -
0odnosno aggio = 2 - Aok — Aok 1 Aggr1 = amjﬁl. Neka je ¢ = Z—f = % Kako a1, a9 i ag ¢ine

geometrijski niz, vrijedi as = ¢ -2 ia3 = ¢* - x.

Dokazimo indukcijom po n da za sve n € N vrijede relacije

agn = ((n=1)-¢=(n=2))(n-¢g—(n—-1)) -
g1 = (n-q—(n—1))°
Za n = 1 ove relacije postaju as = ¢-x i az = ¢* - x, $to je tacno i predstavlja bazu

indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N i dokazimo da vrijedi i za
n + 1. Imamo

Ugnio =2 Agp1 —An =2-n-q—(n—1)2-2—(n—-1)-g—(n=2)(n-¢g—(n—1)) -z =
—ng— (- D)2 (g~ (0= 1) ~ (1~ 1) g~ (n—2)) -z =
=n-g—(-1))(n+1)-¢—n) =,

te
a :a%n+2:((n-q—(n—l))((n+1),q_n)_x)g:
2n+3 A2n41 (n-q—(n—1)2%z
(n-g—(n=1)(n+1)-q—n?2*

- (ha—(n=1) = —((n+1)-q—n)-u.

Ovim je indukcija zavrsena.

Specijalno, za n = 2024 i n = 2025 imamo

tzop4 = (1011 - ¢ — 1010)(1012 - ¢ — 1011) - = = (1011 - £ — 1010)(1012- £ — 1011) -
s X

Qa5 = (1012 - ¢ — 1011)% - 2 = (1012 - £ — 1011)2 - 2.
T



Sema bodovanja:

e Relacije ag = ¢z iaz = ¢*- z (ili ekvivalentne) ............................ 1 bod

Pravilna pretpostavka za opsti oblik ¢lanova as, 1 aopiq «vvvvoooeiii. .. 4 boda

* Svaki od dva oblika nosi po 2 boda

e Baza indukcije ..... ... 1 bod

x Potrebno je eksplicitno navesti koje relacije predstavljaju bazu indukcije, nije
dovoljno samo da se te relacije nalaze zapisane negdje u radu

o Induktivni korak za @opio oo 2 boda

o Induktivni korak za @opig - .vvvei 1 bod

[zrazavanje asgoq 1 o5 Preko T iy oo 1 bod



2. zadatak Nekaje C'={z € C| |z] < 1}, tj. C je skup svih kompleksnih brojeva ¢iji je modul manji
ili jednak 1. Dokazati da za bilo kojih 12 brojeva z1, 22, ..., 212 € C postoji 12 brojeva
e1,€s,...,¢e12, od kojih je svaki jednak —1 ili 1, tako da vrijedi

12
Z |21 + ex| < 17.
k=1

Rjesenje:

Posmatrajmo proizvoljan z € C. Dokazat ¢emo da vrijedi barem jedna od nejednakosti
|z —1] <v2i|z+1] < v2. Nekajez =2+ y-i, gdje su z i y realni brojevi za koje
vrijedi 2% + y? < 1 (zbog |2| < 1). Pretpostavimo suprotno, tj. da istovremeno vrijedi
|z —1] > V21 |z + 1] > v/2. Ovo je ekvivalentno sa (z — 1) +3? > 21 (z+1)2 + 52 > 2,
odnosno 22 —2x+1+y% > 2i 224+ 2x+1+1y% > 2. Sabirajuéi posljednje dvije nejednakosti
dobijamo 222 + 2 + 2y? > 4, odakle slijedi 2? + y? > 1, $to je kontradikcija.

Zakljutujemo, za svaki z € C' mozemo odabrati e € {—1, 1} tako da je |z +e| < v/2. Zato
za brojeve z1, za, ..., 212 € C' mozemo odabrati ey, eq, ... e15 tako da je

12
D lm— e <12-vV2 <17,
k=1

Posljednja nejednakost vrijedi jer je (12-1/2)? = 288 < 289 = 172. Ovim je dokaz zavrsen.

Komentar: Geometrijski, skup C' predstavlja jedini¢ni krug s centrom u 0, a |z — 1] i
|z + 1| su udaljenosti tacke z od tacaka 1 i —1, redom. Tvrdnja da za svaki z € C vrijedi
barem jedna od nejednakosti |z — 1| < /2 i |z + 1| < v/2 govori da se svaka tacka kruga
C nalazi u barem jednom od krugova s centrima u 11 —1 i polupre¢nicima /2. Ukoliko
nacrtamo kompleksnu ravan, lako mozemo vidjeti da to jeste slucaj, jer navedeni krugovi
u potpunosti pokrivaju krug C.

Sema bodovanja:

e Dokaz da za svaki z € C vrijedi |z — 1| < 1L ili [+ 1] < 3£ ............. 7 bodova
— Predstavljanje broja z u algebarskom, trigonometrijskom ili eksponencijalnom
obliku i pravilno iskoristavanje uslova |z| <1 .......... ... 1 bod

— Pretpostavljanje suprotno tvrdnji ........... ... .. 2 boda

— Privodenje dokaza kraju ........ ... ... 4 boda

e Privodenje dokaza kraju koristeé¢i navedenu tvrdnju ................ ... ... 3 boda

* Ukoliko ucenik zakljuci da je ova tvrdnja ekvivalentna datom zadatku (tj. da je
potreban i dovoljan uslov), a ne dokazZe je, i dalje dobija 3 boda



3. zadatak Alisa je gledala koSarkaski turnir na kojem je ucestvovalo 20 timova i ona zna krajnji
poredak timova na tabeli, dok Benjamin nije gledao turnir i nema nikakve informacije
o tabeli. Benjamin ima pravo da Alisi postavlja koliko god zeli pitanja, ali je pravilo
da u jednom pitanju Benjamin odabere bilo koja 3 tima i Alisa mu kaze ili koji od ta
tri tima je bio najbolji medu njima (najviSe rangiran), ili koji je bio najlosiji (najnize
rangiran). Pri tome Alisa bira koju od te dvije opcije ¢e reéi, i Benjamin zna da li mu je
Alisa rekla najbolji ili najlosiji tim. Odrediti najveéi prirodan broj N za kojeg Benjamin
moze garantovati da moze odrediti NV timova Ty, T5, ..., T}, i poredati ih od najlosijeg do
najboljeg.

RjesSenje:
Dokazat é¢emo da je N = 10.

Za pocetak dokazimo da je N > 10, tj. da Benjamin moze odabrati listu od 10 timova
i sa sigurno$cu ih poredati od najlosijeg do najboljeg. Nazovimo par timova t.,t, prob-
lematicnim ako Benjamin ne moze nikako odrediti koji od ta dva tima je bolji. Primijetimo
sada da svaki tim ¢, moze biti ¢lan samo jednog problemati¢nog para, jer inace, ako su
ty,ty 1ts,t, dva problemati¢na para, Benjamin moze Alisu pitati o ta tri tima. Neovisno
od njenog odgovora, Benjamin ¢e saznati ili odnos t,,t, ili ¢,,t., Sto je kontradikcija.

Zaklju¢ujemo da mozemo imati najvise 10 problemati¢nih parova. Pretpostavimo da
Benjamin ozna¢i timove u problemati¢nim parovima sa (ai,by), (ag,bs), ..., (ax, by), pri
¢emu je k < 10. Preostalim timovima (ako ih ima) nasumi¢no daje preostala imena
@11, bp11, Ao, bkyo, ..., 19, b1p. Primijetimo sada da medu timovima ay, as, ..., a;p nema
problematic¢nih parova, pa ih Benjamin moze poredati od najlosijeg do najboljeg, ¢ime je
tvrdnja dokazana.

Dokazimo sada jos da je N < 10. Zelimo da nademo strategiju koja Alisi omogucava
da Benjamin nikad ne moze sa sigurnoséu poredati 11 timova od najlosijeg do najboljeg.
Pretpostavimo da su timovi na tabeli redom ¢y, cs, ..., co0, gdje je ¢ najbolji, a cop najlosiji
tim.

Ako Benjamin pita Alisu pitanje koje ukljucuje dva tima na tabeli co;_1 1 co; za neko
1 < i < 10 zajedno sa nekim timom ¢, onda Alisa treba da mu odgovori ili da je ¢
najlosiji ili da je ¢, najbolji od ta tri tima (ovisno od toga koja od te dvije tvrdnje je
tacna). Na taj nacin nikad nece otkriti Benjaminu koji od dva tima u svakom od 10
parova na tabeli je bolji. Na ostala pitanja moze odgovarati kako Zeli.

Primijetimo sada da u bilo kojoj listi od 11 timova po Dirihleovom principu postoji
1 <4 < 10 tako da su izabrani cg;_1 i ¢g;. Medutim, po Alisinoj strategiji, Benjamin
nikako ne moze saznati koji od ta dva tima je bolji, tako da ne moze tih 11 timova sa
sigurnos$¢u poredati od najlosijeg do najboljeg. Ovim je dokaz zavrSen.

Sema bodovanja:

e Dokaz daje N > 10 ... i 6 bodova
— Zakljucak da Benjamin moze saznati koji od dva tima je bolji ako oni nisu
susjedni na tabeli ... ... . 1 bod

— Zaklju¢ak da je svaki tim u najvise jednom problemati¢nom paru (pogledati
rjeSenje za definiciju problemati¢nog para) ................ ... 3 boda

— Zakljucak da Benjamin moze odabrati 10 trazenih timova ............ 2 boda

e Dokaz daje IV < 10 oo 4 boda
— Definisanje strategije u kojoj Alisa ne otkriva Benjaminu odnos dva susjedna
tima sa tabele ....... . . 2 boda

— Zakljucak da Benjamin ne moze poredati 11 timova .................. 2 boda



4. zadatak Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC, te neka je J tacka simetri¢na I u odnosu
na pravu BC'. Dalje, neka je K drugi presjek prave BC sa kruznicom opisanom oko trougla
C1J, a L drugi presjek prave Bl sa kruznicom opisanom oko trougla AI K. Dokazati da
su prave BC' i JL paralelne.

Rjesenje:
Neka su «, 8, v unutrasnji uglovi trougla ABC'. Zbog simetrije je ZKIC = ZK JC', a kako
su ovi uglovi suplementni (jer je ¢etverougao K JC1T tetivni), to je ZKIC = ZK JC = 90°.

Sada je /ZBIK = /BIC — ZKIC = 180° — g — 3 —90° = § = ZBAI. Kako je uz to i

/KBI = /ABI = g, to su trouglovi BK1 i ABI sli¢ni, odakle je

IK  BI

Al AB
Dalje, kako je ZLAK = ZLIK = § = ZBAI, to je ZLAB = ZKAI, §to zajedno sa
LALI = ZAK] znadi da su trouglovi ALB i AKI sli¢ni, odakle slijedi:

BL IK BI
AB Al  AB’

tj. BL = BI. Kako je prava BC' simetrala duzi I.J, to ona polovi i I.J i IL, pa je ona
srednja linija trougla JLI, tj. vrijedi JL||BC, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

o dokaz da je ZKTC = 90° ... 1 bod
e zakljucak da je ZBIK =5 ... ... 1 bod
e zakljucak da su trouglovi BKT i BIAsliéni ............. ..., 1 bod
e dobijanje jednakosti % = % .............................................. 1 bod
e zakljucak da su trouglovi ALB 1 AKIT sliéni .....................cooiu... 1 bod
e dobijanje jednakosti % = % .............................................. 1 bod
o zakljuCak BI = BL ... .. 2 boda
o zavrSetak dokaza ........ .. 2 boda

x Ukoliko ucenik zakljuci da je dovoljno dokazati BI = BL, ali ne zavrsi dokaz,
dobija 1 od ova 2 boda



RjeSenje 2 (rjeSenje ucenice Sare Smajié):

Kao i u prvom rjeSenju pokazujemo da je ZBIK = 5, pa je ZLAB = ZK Al

Neka je D drugi presjek prave AB sa kruznicom opisanom oko trougla AIK. Kako su
nad tetivama DL i I K isti uglovi, to su te tetive jednake, odakle je i /K LI = ZLKD,
pa su prave DK i IL paralelne, tj. ¢etverougao LD K je jednakokraki trapez.

Posmatrajmo sada trouglove LDB i BKI. Kako je ZLDB = ZLDA = ZLIA = 180° —
5 — g =/BKIi /ZDLB = ZBIK, to su ovi trouglovi podudarni, odakle je BL = BI,
te zavrSsavamo kao u prethodnom rjesenju.

RjeSenje 3 (rjeSenje ucenika Abdullaha Fehratbegovica i Sergeja Petkovica):
Kao i u prvom rjeSenju pokazujemo da je ZBIK = 5, pa je ZAIK = ZAIB+ ZBIK =

o a B a o 8
180° — 2 — £ 4o —180° — £,

Neka je O centar kruznice opisane oko trougla AIK. Tada je ZAOK = 2 - (180° —
LAIK) = = ZABK, pa tacke O, B, K, A pripadaju istoj kruznici. Kako je OA = OK,
to je O sredina luka AK na kojem je i tacka B, pa je BO simetrala vanjskog ugla /K BA.
Kako je BI simetrala unutrasnjeg ugla, to je ZOBI = 90°, te zbog OI = OL zaklju¢ujemo
BI = BL, te zavrsavamo kao u prethodnim rjeSenjima.



Rjesenje 4 (rjesenje ¢lanice komisije Adise Boli¢):

Opet ¢emo dokazati da je BI = BL. Doboljno je dokazati da vrijedi % = %, odnosno

primjenjujuci sinusnu teoremu na trouglove BIA i BLA, dovoljno je dokazati da vrijedi

sin/BAI sin/ZBAL

sin /BIA _ sin/ALB

S jedne strane je
sin/BAI sin 5 _ sing
sin /BIA — sin (180° — 2 — 2)  cos}’

2

S druge strane, u prvom rjesenju je dokazano da je ZLAB = ZKAI, pa je

sin ZBAL B sin ZKAI B g
sin /ALB sinZAKI Al

IK _ sing . A7 sing coqe . IK _ sing . . -«
Iz 75 = coss 170 T dijeljenjem dobijamo 77 = cos 3 Cime e dokaz zavrsen.

2



5. zadatak Za podskup S skupa {0,1,2,...,98} kazemo da je interesantan ako za svaka dva (ne
nuzno razlic¢ita) elementa z,y € S postoji element z € S (ne nuzno razli¢it od x i y) takav
da je z + y = 2z (mod 99). Odrediti sve mogucnosti za broj elemenata interesantnog
podskupa.

Rjesenje:
Mogucénosti za trazeni broj elemenata su svi djelioci broja 99.

Pokazimo najprije da, ako k | 99, postoji interesantan skup sa k elemenata. Neka jet = %.
Tada je skup S = {0, k, 2k, ..., (t — 1)k} interesantan. Naime, nekasuz =a-kiy =10k
proizvoljni elementi ovog skupa, pri ¢emu vrijedi a,b € {0,1,2,...,t —1}. Potrebno je
naci element z = c¢- k takav da je z+y = 2z (mod 99), pri ¢emu je ¢ € {0,1,2,...,t — 1}.
Kako je 99 = t - k, posljednja kongruencija je ekvivalentna sa a +b = 2¢ (mod t). Ovakav
broj ¢ postoji jer je t relativno prost s 2 (jer t | 99), pa skup {2¢ | c € {0,1,2,...,t — 1}}
¢ini potpun sistem ostataka po modulu t.

Dokazimo sada da ne postoji interesantan skup sa k elemenata ako k 1 99. Pretpostavimo

suprotno, neka k 1 99 i neka je S = {1, x9,..., 2} interesantan skup. Tada postoje
Y1, Y2, - - - Yp—1 € S takvi da za svako i € {1,2,...,k — 1} vrijedi 2y + z; = 2y; (mod 99).
Kako su x1, xa, . .., x) razli¢iti po modulu 99, to suiyy, 4, . . ., yp_1 razli¢iti po modulu 99.

Pretpostavimo da je y; = x5 (mod 99) za neki indeks . Tada iz zy + x; = 2y; (mod 99)
slijedi ; = y; = xx (mod 99), sto je kontradikcija jer su zy i x; razli¢iti elementi skupa

S.
Dakle, y1,vs, ..., yr_1 su elementi skupa S koji su medusobno razli¢iti i razli¢iti od zy, pa
je (y1,y2, .-, yx_1) permutacija od (zq,xs,...,Tx_1). Specijalno, vrijedi x1 + xo + ... +

Tp_1 =Y+ Y2+ ...+ yr_1. Sabirajudi relacije zj + x; = 2y; (mod 99) za sve i dobijamo

(k—1Daxp+x1+22+...+2,1=2-(11+y2+...+y—1) (mod 99) &
(k—Dzp=x1+x2+ ...+ 211 (mod 99) &
k-xp=x1+x+ ...+ 25 (mod99).

Analogno mozemo za sve i € {1,2,...,k} dobiti k- z; = x; + 22 + ... + 24 (mod 99), pa

vrijedi k- 21 =k -2y =... =k -z (mod 99).

Neka je d = nzd(k,99), te k =d-t199 =d-s. Zbog k199 jet > 1, odnosno k > d. Iz
k-xi=k-zo=...=k-x, (mod 99) slijedi 21 = 29 = ... = 2 (mod s). Dakle, brojevi
X1, Ta,...T) su isti po modulu s, a razli¢iti po modulu 99 = d - s. Ovo je nemoguce jer je
k> d.

Sema bodovanja:

e Dokaz da postoji intersantan skup sa k elemenata ako £ [99 .............. 3 boda
— Posmatranje skupa S = {0, k,2k,...,(t = 1)k} ... L. 2 boda
— Dokaz da je ovaj skup interesantan ................. ... ... 1 bod
e Dokaz da ne postoji interesantan skup sa k elemenata ako k199 ....... 7 bodova
— Posmatranje relacija oblika zj + z; = 2y; (mod 99) .................... 1 bod
— Dokaz da je (y1,v2, ..., yx—1) permutacija od (1, T, ..., Tp_1) «vnevnn.. 1 bod
— Zakljutak k-zp=x1 420+ ...+ 2 (mod 99) ..o 2 boda
— Zakljutak k-z1 =k -a2o=...=k-xp (mod 99) .......... ... 2 boda

— Privodenje dokaza kraju ........ .. .. 1 boda



Rezultati ucenika | razreda

Plasman Ime i prezime Skola Mjesto Z1 |22 |23 |24 | 25 b2
1 Harun Memi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 [ 10 [ 10 | 4 | 10 | 44
VK Tarik Odzak 08 "Grbavica I" Sarajevo | 10 [ 10 | 10 | 10 | 4 44
VK Faris Sabeta 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo Sarajevo | 10 | 10 [10 | 7 | 2 | 39
VK Dino Ahi¢ 0S "Safvet-beg Basagic" Visoko 10 |10 |10 | 4 1 35
2 Abdurahman JU Gimnazija Dobrinja Sarajevo |10 | 10| 6 | 0 | 0 | 26

Fehratbegovic
3 Davud Pali¢ Prva bosnjacka gimnazija Sarajevo | 10 | 10 | O 4 0 24
4 Tarik Omanovi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko Visoko |10 10| 0 | 3 | 0 | 23
4 Hana Memi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 | 10 | 2 0 1 23
6 Faruk Kuni¢ JU Gimnazija ,,Mesa Selimovic¢” Tuzla Tuzla 10|10 | O 2 0 22
7 Fatima Colan JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo [ 10| 1 [ 10| O 0 21
7 Suad Mumi¢ JU Behram - begova medresa Tuzla Tuzla 10(10| O 0 1 21
9 Ajla Krdzi¢ JU Gazi Husrev-begova medresa u Sarajevu Sarajevo | 10 | 10 | O 0| O 20
9 Emin DZambegovi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 | 10 | O 0 0 20
11 Eldar Hodzi¢ Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 4 10| O 5 0 19
12 Max Dedi¢ JU Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 4 (10| O 3 0 17
13 DZenan Jasarspahic Gimnazija "Mushin Rizvi¢" Kakanj Kakanj 10| O 4 0 0 14
14 Adem Agic JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 | 1 2 0 0 13
15 Adin Cori¢ Prva gimnazija u Zenici Zenica 2 110| O 0 0 12
16 Almir HadZovié¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 | 1 0 0 0 11
16 Selim Cengi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 | 1 0 0 0 11
16 Mehmedalija Siboniji¢ JU Gimnazija “Mustafa Novali¢” Gradacac Gradacac | 10 | 1 0 0 0 11
16 Emrah Nisi¢ JU Mjesovita srednja elektrotehnicka skola Tuzla Tuzla 10| 1 0 0 0 11
16 Ajdin Besic¢ PU Richmond Park College Biha¢ 9 1 0 0 1 11
16 Hana Cufurovié¢ PU Richmond Park College Biha¢ 1 (10| 0 0 0 11
22 Laila Kevi¢ Gimnazija Mostar Mostar 10| O 0 0 0 10
22 Adi Boji¢ Gimnazija “Mesa Selimovi¢” Tuzla 10| O 0 0| O 10
22 Faris Basic¢ Medicinska Skola Zenica Zenica 10| O 0 0 0 10
22 Nejla Tukié¢ Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Te$an;j Tedanj 9 |1|0/|0| 0] 10
26 Hadi Curtovi¢ JU Mjesovita srednja elektrotehnicka Skola Tuzla Tuzla 1 5 0 0] O 6
27 Faruk Smailagi¢ Gimnazija"Visoko" Visoko 4 1 0 0] O 5
28 Ajla Rasidagi¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo 1 2 0 0 1 4
29 Ahmed Dragolj STS Hasib Hadzovi¢ Gorazde 3 0 0 0] O 3
30 Nejla Dzambo Mjesovita srednja $kola "Gornji Vakuf" S:L:J]: 1 1 0 0 0 2
30 Emir Feli¢ JU "MjeSovita elektrot%hniéka | dryopreradivaéka srednja Bihat 1 1 0 0 0 )
Skola" Biha¢

30 Ismail Duranovic¢ Mijesovita srednja Skola "Travnik" Travnik 1 1 0 0 0 2
33 Selma Deljo MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde 0 1 0 0] O 1
33 Larisa Maslesa JU Srednja skola Konjic Konjic 0 1 0 0 0 1
33 Nora Halvadzija JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 0 1 0 0 0 1
33 Vedad Jusufspahié Srednja tehnicka Skola Bugojno Bugojno 1 0 0 0 0 1
37 Ajla Abaza JU Druga gimnazija Mostar Mostar 0 0 0 0 0 0
37 Harun Sal¢inovi¢ JU Tehnicka skola Zenica Zenica 0 0 0 0 0 0

Ucenici Harun Memi¢, Tarik OdZak, Faris Sabeta i Dino Ahi¢ su ostvarili plasman na Matemati¢ku olimpijadu BiH.

Napomena: Uéenici devetog razreda Tarik Odzak, Faris Sabeta i Dino Ahi¢ su predstavljali BiH na Juniorskoj balkanskoj
matematickoj olimpijadi 2024, ¢ime su stekli pravo da se takmice van konkurencije na federalnom takmicenju ucenika
prvih razreda, ali sa moguc¢noscéu prolaska na Matematicku olimpijadu BiH.



Rezultati ucenika Il razreda

Plasman

Skola

Ime i prezime Mjesto Z1 (22 |Z3 |24 |25 5
1 Adnan Osmi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
2 Nermin Malicevic¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 2 8 30
3 Ajla Cuprija JU Treda gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 6 10 | 3 29
4 Tarik Daci¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 (10| 0O 0 24
4 Emir Tuzlak JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 4 |10] O 0 24
4 Iman Kurtovié¢ JU Mjesovita srednja elektrotehnicka skola Tuzla Tuzla 10| 10| O 3 1 24
7 Uma Senta JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 8 5 ol10| 0 23
8 Ismar Aljuki¢ JU Gimnazija ,,Mesa Selimovic¢” Tuzla Tuzla 10| 7 3 0 1 21
9 Anel Salibasi¢ JU Gimnazija ,Mesa Selimovi¢” Tuzla Tuzla 10/ 8|0l 110 19
9 Faris Valjevac MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko Visoko wlo9lololo 19
11 Selma Mujaci¢ Gimnazija ,Mesa Selimovi¢” Tuzla 10| 8 ol o 0 18
12 Abdullah Musli¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 6 1 0 0 17
13 NedZla Demirovi¢ JU Treda gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 6 ol o 0 16
14 Mirza Hajduk JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 5 0 0 0 15
14 Delila BoSnjakovi¢ JU Gimnazija ,MeS3a Selimovi¢” Tuzla Tuzla 9 /6| 0|0 o0 15
14 Amer Mostro Gimnazija "Mubhsin Rizvi¢" Kakanj Kakanj 10 | 4 0 1 0 15
17 Tarik Melunovi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 4 0 0 0 14
18 Amir Plivéi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko Visoko 0|3 lololo 13
19 Ahmed Cengi¢ SSC "Nedzad lbrisimovi¢" llijas Breza wl11lo0lo0lo0 11
19 Malik Agi¢ Tehnicka skola Zenica Zenica 10| 1 ol o 0 11
19 Lana Zepic¢ JU Gimnazija ,,MeSa Selimovic¢” Tuzla Tuzla 1110 0 0 0 11
22 Abdulkerim Kurgas Gimnazija "Visoko" Visoko Visoko 8 ol o 0 10
22 Edi Luki¢ Gimnazija "Dobrinja" Sarajevo Sarajevo 10 ol o 0 10
24 Jovana Banjac JU Mjesovita srednja Skola Bosanski Petrovac EZ::onvsakci 1 6 0 0 0 7
25 Malik Hodzi¢ JU Gimnazija “Mustafa Novali¢” Gradacac Gradacac 1 4 0 0 0 5
25 Adin Mehi¢ JU Gimnazija “Mustafa Novali¢” Gradacac Gradacac 1 4 0 0 0 5
27 Samedina Skrebo JU Gimnazija”Dr. Mustafa Kamari¢” Gracanica 1 1 1 0 0 3
28 Faruk So%o STS Hasib Hadzovi¢ Gorazde 11110lo0] o0 2
28 Lamija Jazvin JU Srednja $kola Konjic Konjic 1 1 ol o 0 2
28 Mirza Busatli¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 1 1 ol o 0 2
31 Sejma Sabanagi¢ JU Druga gimnazija Mostar Mostar 1 0 0 0 0 1
31 Emina Sabi¢ Srednja tehnicka Skola Bugojno Bugojno 1 0 ol o 0 1
31 Samina Bori¢ JU Srednja $kola Konjic Konjic 0 0 ol o 1 1
31 HasaE:;)iggovic’ JU "Gimnazija" Sanski Most Sanski Most 1 0 ol o 0 1
31 Hana Jusi¢ JU "I srednja Skola" Cazin Cazin 1 0 ol o 0 1
31 Ishak Klopic Richmond Park Medunarodna Skola Tuzla Tuzla 1 0 ol o 0 1
37 Anel Adilovi¢ STS Hasib Hadzovi¢ Gorazde 0 0 ol o 0 0

Ucenici Adnan Osmié¢, Nermin Mali¢evi¢, Ajla Cuprija, Tarik Daci¢, Emir Tuzlak, Iman Kurtovi¢ i Uma Senta su ostvarili

plasman na Matematicku olimpijadu BiH.




Rezultati ucenika Ill razreda

Plasman Ime i prezime Skola Mjesto Z1 |22 |23 | 24 | 25 5
VK Sergej Petkovié¢ Matematicka gimnazija u Beogradu Bijeljina | 10 10 | 10 | 7 46
1 Amila Pasi¢ JU Gimnazija ,,Mesa Selimovi¢“ Tuzla Tuzla 10 10| 2 | 10 41
2 Faruk Demirovi¢ JU Peta gimnazija Sarajevo | 10 10 | 3 1 33
VK Danis Begovic¢ New Hall School Sarajevo | 10 | 10 | 6 1 0 27
3 NedZma Durovié¢ JU Gazi Husrev-begova medresa u Sarajevu Sarajevo | 10 (10 | O | 4 1 25
4 Aron Arslan JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 | 5 9 0 0 24
5 Faruk DZini¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo |10 | 10| 0O | 0 | O 20
5 Lamija Hadzi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo | 10 |10 | © 0 0 20
5 Ruo¥|A(Sgor|a) UWC Mostar Mostar 10| o ol 0 20
9 §aba/-:sezzic;ovié JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 9 ) 0 1 0 12
9 Danis DzZaferagi¢ JU Gimnazija ,Mesa Selimovi¢” Tuzla Tuzla 10| 1 0| o0 1 12
11 Farah Demirovic¢ JU Peta gimnazija Sarajevo | 10| O | O | O | 1 11
11 Emir Sal¢inovi¢ JU Treda gimnazija Sarajevo Sarajevo [ 10| © 1 0| o0 11
13 Mustafa Vrabac JU Druga gimnazija Sarajevo Ilijas 10| O 0 0 0 10
13 Minela Gasal Mijesovita srednja skola "Travnik" Travnik 10| 0 0 0 0 10
13 Lamija Rami¢ JU "Gimnazija" Cazin Cazin 10| 0 o|O0|oO 10
13 Nejra Adcali¢ JU MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko |10| 0| 0| 0| o0 10
13 Mustafa Pari¢ Srednja tehnicka Skola Zavidovici Zavidovi¢éi (10| 0 | 0 | 0O | O 10
13 Ali Kulagi¢ Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Breza Breza 10| 0 o|O0|oO 10
13 Vedad Cigija Gimnazija "Visoko" Visoko Visoko 10| 0 o|O0|oO 10
13 Nada Tresnjo JU Srednja $kola Konjic Konjic 10| 0 0 0 0 10
13 Adnan Hajdi¢ JU Gimnazija ,Mustafa Kamari¢“ Gracanica Gracanica | 10 | 0 0 0 0 10
13 Tarik Arifhodzi¢ JU Gimnazija ,,Mesa Selimovic¢” Tuzla Tuzla 10| 0 o|o0|oO 10
23 Tarik Ramic¢ JU "Gimnazija" Cazin Cazin 8 0 0 0 1 9
23 Adi Sudzuka Gimnazija "Visoko" Visoko Visoko 9 0 0 0 0 9
25 Alma Kajmakovi¢ MjeSovita srednja Skola "Travnik" Travnik 71 0|l0]|]0]O0 7
25 Emina Gabelji¢ MjeSovita srednja Skola Banovici Banovici 710/l 0]|]0]O0 7
27 Adnan Terzi¢ JU Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 3 0 1 0 1 5
28 Harisa Nazdraic¢ JU Druga gimnazija Mostar Mostar 3 0 0 0 0 3
)8 Faris Cilag Srednja mjeéovitaFil;siI:a"Zijah Dizdarevic" Fojnica ; . ololo 5
28 Adnan Halilovi¢ JU Gimnazija Zivinice Zivinice | 2 |o |0 | 1] o0 3
31 Emir Avdié JU Gimnazija ,Mustafa Kamari¢“ Gracanica Gracanica | 2 0 0 0 0 2
32 Harun Lapo JU Srednja $kola Konjic Konjic 0 0 0 0 0 0
32 Amina Hodzi¢ MSS Zivinice Zivinice | ol o|lo| o] o 0
32 Admir Kadi¢ JU MSS ,,Hasan Kiki¢” Gradacac Gradacac | 0 0 0 0 0 0
32 Ajna Merdanovi¢ Gimnazija "Rizah OdZecki¢" Zavidovici Zavidovici | 0 | 0 | O | O | O 0

Ucenici Sergej Petkovi¢, Amila Pasi¢, Faruk Demirovié¢, Danis Begovi¢, NedZma Durovi¢ i Aron Arslan su ostvarili
plasman na Matematicku olimpijadu BiH (MOBIH).

Napomena: Ucenici Sergej Petkovic i Danis Begovi¢ ne pohadaju Skolu u Bosni i Hercegovini, ali imaju pravo nastupa
na medunarodnim takmicenjima za BiH. S obzirom da su izrazili Zelju da predstavljaju BiH, a da su ranije ostvarivali
vrhunske rezultate, omoguceno im je da se takmice van konkurencije, ali sa moguc¢nosc¢u prolaska na MOBIH.




Rezultati ucenika IV razreda

Plasman Ime i prezime Skola Mijesto Z1 |22 |23 |24 | 25 b2
1 Benjamin Mujkic¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
2 Fe:rk::ll:lelggvic' JU Gimnazija Dobrinja Sarajevo 10l10] 3 |10 0 33
3 Sara Smajic¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo 7 0 |10]|10| O 27
4 Tarik Ramic JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 (10| O 0 0 20
5 Isa Svraki¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 8 0| O 19
6 Kerim Fetic¢ Prva gimnazija u Zenici Zenica 9 0 0 0 16
7 Ines Jozié¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 1 0 4 0 15
8 Afan Isakovié¢ Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 1 1 0 0 12
9 Merjem Mesan Srednja tehnicka Skola Bugojno Bugojno 10| 0 0 0 0 10
9 mlri:}::;i?é Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 1 9 0 0 0 10
11 Tarik Hasanbegovic¢ JU "Gimnazija" Sanski Most Sanski Most 6 1 0 01| O 7
12 Faris Dinarevié Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 1 5 0 0 0 6
13 Adem Kunovac STS Hasib Had¥ovi¢ GoraZde Gorazde 1 3 0 0 0 4
13 Senada Zaketovic¢ Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 1 1 0 2 0 4
13 Lejla Baturi¢ JU Behram - begova medresa Tuzla Tuzla 1 3 0 0] O 4
13 Faris Omanovi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 1/13]0]l0]o0 4
13 Ilhana Kvaki¢ Gimanzija "Visoko" Visoko 1 2 0 1 0 4
18 Lamija Sabitovic¢ JU Srednja skola Jablanica Jablanica 1|12]0|0]O0 3
18 Alma Harbas JU Gimnazija "Bihac¢" Bihac 1 2 0 0| O 3
18 Emina Bjeli¢ Gimnazija "Rizah Odzecki¢" Zavidovici Zavidovici 3 0 0 01| O 3
18 Amela Smolo Gimnazija "Visoko" Visoko Visoko 1 1 0 1 0 3

22 Sara Omerbasié¢ MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde 1 1 o|0|O 2
22 Amila Alibasi¢ JU Gimnazija Velika Kladusa KY:;'E; 1 1 0 0 0 )
24 Amar Cengi¢ MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde 1l0l0]|o0o]oO 1
24 Faris Sulji¢ JU Srednja $kola Konjic Konjic 1 0 0 0|0 1
24 IVIF:::;t/eié JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 1 0 0 0 0 1
24 Nejla MameledZija MjeSovita srednja Skola "Travnik" Travnik 1|10|]0|O0]O 1
24 Said Semi¢ Mjesovita srednja skola "Gornji Vakuf" Gornji Vakuf | 1 0 0 0| O 1
24 Iman Omié Gimnazija Sanski Most Sanski Most 1 0 0 0 0 1
24 Faruk Rami¢ JU "Gimnazija" Cazin Cazin 1 0 0 0] O 1
- ., JU "MijeSovita elektrotehnicka i drvnopreradivacka srednja o
24 Dominik Tomié ) tkola " Bihat P ) Biha¢ 1 0 0 0 0 1
24 Elmin Boti¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 1/]0]o]o]o 1
24 Emin Buza Gimnazija "Visoko" Visoko Visoko 1 0 0 0] O 1
34 Adnan Sehanovi¢ Richmond Park Secondary School Tuzla Tuzla 0 0 0 0 0 0

Ucenici Benjamin Mujki¢, Abdullah Fehratbegovié, Sara Smaji¢, Tarik Rami¢ i Isa Svraki¢ su ostvarili plasman na
Matematicku olimpijadu Bosne i Hercegovine.




