Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
11. 3. 2025.

ZADACI

VI razred

1. zadatak Nekaje A = {1,2,4,6,7,8,9}i B = {2,3,4,5,7,8}.
a) Odrediti (AU B)\(A N B).
b) Odrediti skup X za koji vrijedi XNA={1,2,8} i XU(AnNnB)=1{1,245,7,810}.
Obavezno obrazlozZiti kako ste zakljucili koji elementi pripadaju X, a koji ne pripadaju.

2. zadatak
a) Odrediti sve Cetverocifrene brojeve oblika 2a2b koji su djeljivi sa 45. Odgovor obrazloziti!
b) Odrediti najvedi cetverocifreni broj koji pri dijeljenju sa 45 daje ostatak 19. Odgovor
obrazloziti!
3. zadatak Tri prave se sijeku u tacki 4, kao na slici. Ako je ugao S za 9° veli
od ugla ¥, a ugao a je za 12° maniji od zbira uglova S i y, odrediti
uglove a,fiy. v
Napomena: Slika sluzi samo u ilustrativne svrhe, nije za mjerenje. ‘ A
4. zadatak Nora je pri dijeljenju prirodnog broja n sa 19 dobila neki koli¢nik i ostatak 11. Kada je zatim
broj n podijelila sa 17, dobila je ostatak 2, dok je koli¢nik bio za 13 veci nego prilikom prvog
dijeljenja. Odrediti broj n.
G c
D
5. zadatak Kvadrat ABCD stranice 48 cm podijeljen je na Cetiri pravougaonika
(kao na slici). Obim pravougaonika HTGD je dvostruko veci od
obima pravougaonika EBFT, dok je obim pravougaonika AETH tri T .
puta veci od obima pravougaonika TFCG. Odrediti povrsine H
pravougaonika HTGD, EBFT,AETH,TFCG.
Napomena: Slika sluzi samo u ilustrativne svrhe, nije za mjerenje.
A E B

Vrijeme za izradu zadataka iznosi 150 minuta! Za izradu zadataka nije dozvoljeno koristiti kalkulator, ve¢

samo geometrijski pribor!



Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

11. 3. 2025.
VIl razred
1. lzracunati vrijednost izraza
1 2 1
1+ 3 -8 35 ~ Jo55"
—5-1

2. Nora je procitala knjigu za 4 dana. Prvog dana je procitala § knjige, drugog dana % ostatka knjige,
tredeg dana je procitala % od onog Sto je procitala prvog i drugog dana zajedno, a ¢etvrtog dana je
procitala preostalih 12 stranica. Koliko je stranica imala ta knjiga?

3. U trouglu AABC vrijedi ZBAC = 27°. Na stranici AB je data tacka D tako da vrijedi ZBDC = 51°.
Povucena je prava p paralelna sa CD, te ona sijeCe pravu G
AB utacki E, pravu AC u tacki F, a pravu BC u tacki G. c
a) Odrediti veli¢inu ugla £CFG. 5
b) Akoje 2BGE = 78° BG = 8 cm, CF = 5 cm, odrediti -
duzinu duzi EF.
Napomena: Slika sluZi kao ilustracija, te nije za mjerenje.
Takoder, nije dovoljno samo na slici napisati koliko iznose A~ /E D B
vrijednosti uglova, potrebno je objasniti kako ste ih izracunali.

4. Emil je zamislio neki prirodan broj. Kada se taj broj podijeli sa 11, dobija se neki koli¢nik i ostatak
9. Ako taj broj pomnoZimo sa 3 i zatim rezultat podijelimo sa 17, dobijemo ostatak 4, dok je koli¢nik
dvostruko veéi nego prilikom prvog dijeljenja. Odredite koji je broj Emil zamislio.

5. U trouglu AABC vrijedi da je ZBAC = 90° + £ABC. Neka je D tatka na pravoj BC takva da je
tacka C izmedu tacaka B i D (tj. D je na produzZetku BC preko C). Simetrala ugla £ACB sijece
pravu AB u E, a simetrala ugla 2ACD sije¢e pravu AB u F (tacka F neée biti na stranici AB, veé na
njenom produzetku). Ako je duz CE duga 3 cm, odrediti duzinu duzi CF.

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba
kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!



1. zadatak

2. zadatak

3. zadatak

4. zadatak

5. zadatak

Opéinsko takmicenje iz matematike uc¢enika osnovnih gkola Kantona Sarajevo
11. marta/ozujka 2025.

VIII razred

Na slici je dat pravougaonik ABC'D i tacka E na stranici
DC. Vrijedi da je AB =9,AD =31 EC = 4. Odrediti °
povrsinu i obim trougla AABFE.

A 9

Alisa je otila u zemlju ¢uda i tamo je nasla 3 ¢arobna napitka. Svaki put kada bi popila
napitak promijenila bi visinu. Odnos njene pocetne (prve) visine naspram njene druge
visine je 24 : 13, odnos njene druge visine naspram trece visine je 13 : 14, a odnos njene
originalne (pocetne) visine naspram njene Cetvrte visine je 16 : 9. Kada je Alisa bila
najniza, njena visina je iznosila 0,91m. Odrediti Alisinu pocetnu visinu.

Napomena: Alisina pocetna visina je visina prije nego $to je popila ijedan napitak,

druga visina je visina nakon Sto je popila prvi napitak, i tako dalje.

Prirodni brojevi a, b, ¢ su duzine stranice trougla AABC, tako da vrijedi
la+b—c/+|b—a—c=5+a—b—c

Odrediti sve moguce vrijednosti stranica trougla AABC.

Trocifreni broj abc nazivamo lijepim ako vrijede sljedeca tri uslova:
i) ¢ #0;
ii) broj abc je djeljiv sa 36;

iii) broj abc — cba je pozitivan i djeljiv sa 36.

Odrediti sve lijepe brojeve.

Neka su AABC i ADEA dva podudarna trougla (ZBAC =
LADE =90°, AD = AC,DE = AB) kao na slici. Oznag¢imo N
sa F' tacku presjeka duzi BC' i DFE, a sa X tacku presjeka
prave AF i duzi BE. Ako je AB = 8 i AC = 5, izra¢unati x
duzinu duzi FX. <
. [}

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!



Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
11. marta/ozujka 2025.

IX razred

Zadatak 1. Prava —x + 2y — 4 = O sijeCe pravu y = —gx + 6 utacki 4, a pravu
5x —4y-10 = 0 u tacki B.
a) Nacratati prave u koordinatnom sistemu.
b) lzracunati udaljenost tacaka A i B.

Zadatak 2. Ako se broj stranica mnogougla uveéa za 25, broj dijagonala novog mnogougla je
za 2025 veci od broja dijagonala pocetnog mnogougla. Koliko stranica je imao
pocetni mnogougao?

Zadatak 3.
a) Nadi sve cijele brojeve a za koje su izrazia + 4,a + 95 kvadrati cijelih
brojeva.
b) Odredi sve proste brojeve p za koje je 5p + 49 kvadrat prirodnog broja.

Zadatak 4. Dat je pravougli trougao ABC, sa pravim uglom u vrhu C. Visina CD ima duzinu 5
cm, a obim trougla ACD iznosi 15 cm. Odrediti duZine stranica trougla ABC.

Zadatak 5. Dati su realni brojevi a, b, c, razliciti od nule, takvi da je a + b + ¢ = 0. Izracunati
a2 b2 C2
az—(b—c)2-I_bz—(a—c)z-l_cz—(a—b)2

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena
upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
11. 3. 2025.

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

VI razred

1. zadatak Nekaje A = {1,2,4,6,7,8,9}i B = {2,3,4,5,7,8}.
a) Odrediti (AU B)\(A N B).
b) Odrediti skup X za koji vrijedi XNA={1,28} i XU(AnB)=1{1,245,7,810}.
Obavezno obrazloziti kako ste zakljucili koji elementi pripadaju X, a koji ne pripadaju.

Rjesenje:
a) Imamo
AUB =1{1,2,46,789} U {2,3,4,57,8} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9},
ANnB=1{1,24,6,789}n{23,4,5,78} ={24,7,8},
paje
(AUB)\(ANnB)=1{1,2,34,5,6,789}\{2,4,7,8} = {1,3,5,6,9}.

b) Kako je X N A = {1,2,8}, to elementi 1,2,8 pripadaju skupu X, dok elementi 4,6,7,9 ne
pripadaju skupu X (inace bi pripadali presjeku skupova 4 i X).

Kako je XU(ANB) =XU{24,7,8}={1,24,5,7,8,10}, to elementi 1,5 i 10 sigurno
pripadaju skupu X (za 1 smo vec znali). Za elemente 2 i 8 smo veé zakljucili da pripadaju
skupu X, dok smo za elemente 4 i 7 zakljucili da ne pripadaju. Jasno je da niti jedan drugi
element ne moZe biti u skupu X (inace bi on pripadao uniji skupova X i {2,4,7,8}).

Dakle, X = {1,2,5,8,10}.

Sema bodovanja:
e Dio pod a) nosi 6 bodova, i to po 2 boda za racunanje unije, presjeka i razlike
e Dio pod b) nosi 14 bodova, i to:
o 4 boda za zaklju¢ak da elementi 1,2,8 pripadaju skupu X
o 4 boda za zaklju¢ak da elementi 1, 5i 10 pripadaju skupu X
o 4 boda (*) za zaklju¢ak da elementi 4,6,7,9 ne pripadaju skupu X
o 2 boda za konacan skup X

Napomena za (*): |1z drugog uslova vidimo da je X podskup skupa {1,2,4,5,7,8,10}, te zbog toga nije potrebno
posebno objasnavati zasto elementi 6 i 9 ne pripadaju skupu X. Medutim, za elemente 4 i 7 se samo iz prvog
uslova moZze zakljuciti da ne pripadaju skupu X (na osnovu drugog uslova bi oni mogli pripadati skupu X).
Zbog toga je neophodno da ucenik objasni zasto elementi 4 i 7 ne pripadaju skupu X. Dakle, ako ucenik
zakljuci da elementi 1,2,5,8,10 pripadaju skupu X, te tako napise konacni skup X, bez da objasni zasto
elementi 4 i 7 ne pripadaju skupu X, dobija 10 od 14 bodova za dio pod b).



2. zadatak

b)

Rjesenje:
a)

b)

Sema bodovanja:

Odrediti sve ¢etverocifrene brojeve oblika 2a2b koji su djeljivi sa 45. Odgovor obrazloziti!
Odrediti najveéi Cetverocifreni broj koji pri dijeljenju sa 45 daje ostatak 19. Odgovor
obrazloziti!

Da bi broj bio djeljiv sa 45, mora biti djejlivsa 9 i 5.

Broj je djeljiv sa 5 ako mu je posljednja cifra 0 ili 5. Zbog togaje b = 0ili b = 5.

Da bi broj bio djeljiv sa 9, njegov zbir cifara mora biti djeljivsa 9,tj. broj2 +a+ 2+ b =
4 + a + b mora biti djeljivsa 9.

Ako je b = 0, broj 4 + a mora biti djeljiv sa 9, sto je tacho samo za a = 5, pa tako
dobijamo broj 2520.

Ako je b =5, broj 4+ a + 5 = 9 + a mora biti djeljiv sa 9, odakle zakljucujemo da je
a = 0ilia =9, pauovom slucaju dobijamo brojeve 2025 i 2925.

Dakle, trazeni Cetverocifreni brojevi su 2520,2025 i 2925.

Dijeljenjem broja 10000 sa 45 dobijamo koli¢nik 222 i ostatak 10. Dakle, 10000 = 222 -
454 10, pa broj 222-45+4+ 19 > 10000 nije cetverocifren. Zbog toga je najveci
Cetverocifreni broj sa trazenom osobinom jednak 221 - 45 4+ 19 = 9964.

e Dio pod a) vrijedi 12 bodova, i to:
o 2 boda za zakljucak da broj mora biti djeljivsa9i5
o 2 bodazazakljucak dajeb =0ilib =5
o 2 boda za navodenije pravila djeljivost sa 9
o 2 boda za dobijanje rjesenja u slucaju b = 0
o 4 boda za dobijanje rjeSenja u slu¢aju b = 5 (po 2 boda za oba rjesenja)
e Dio pod b) vrijedi 8 bodova. Ucenik moZe na razne nacine doci do traZzenog broja. Ukoliko ucenik
napravi gresku u racunanju, ali mu je postupak trazenja trazenog broja dobar, dobija 5 od 8 bodova.



3. zadatak Tri prave se sijeku u tacki A, kao na slici. Ako je ugao 8 za 9° vedi od ugla
y,augao « je za 12° manji od zbira uglova 8 i ¥, odrediti uglove a, S i y.

Napomena: Slika sluzi samo u ilustrativne svrhe, nije za mjerenje. u
A I
Rjesenje: Kako su unakrsni uglovi jednaki, to je ugao unakrsan uglu a takoder
jednak a, pa imamo situaciju kao na sljedecoj slici.

Medutim, kako je ispruzeni ugao jednak 180°, to vrijedi a + § + ¥y = 180°.
Sdruge strane, iz uslova zadatka je @ + 12° = 8 + y, pa prethodna
relacija postaje

a+a+12°=180°,

2a = 168°
a = 84° v
Sadajeff +y = a + 12° = 84° + 12° = 96°. S druge strane, kako A
je B =y + 9°, dobijamo %v
y+9°+y=96°
2y = 87°
y = 43°30’

Sada lako dobijamo 8 =y + 9° = 43°30' + 9° = 52°30".

Sema bodovanja:

e 2 boda za zakljucak da su bilo koji unakrsni uglovi jednaki (dovoljno ih je oznaciti na slici). Pri tome,
nebitno je da li je u€enik zakljudio da su sva tri para unakrsnih uglova jednaki ili samo jedan par, u
svakom slucaju dobija 2 boda.

e 4bodazazakljuéakdajea + f +y = 180° (ili 2a + 2 + 2y = 360°)

Dalji bodovi zavise od nacina kako ucenik radi zadatak.

Ako ucenik radi kao u gornjem rjeSenju (zamijeni § + v sa a + 12°):

e 3 boda za dobijanje jednacine u kojoj je samo nepoznata a (a + a + 12° = 180°)
e 3 boda za izraCunavanje a

e 3 boda za dobijanje jednacine u kojoj je samo y (ili samo )

e 3 boda za rjeSavanje te jednacine i izraCunavanje ugla

e 2 boda za izraCunavanje preostalog ugla

Ako ucenik izrazi sve uglove preko y (ili sve preko B), npr. S =y +9%,a =y +9°+y — 12 = 2y — 3%
e 5 bodova za dobijanje jednacine u kojoj je samo y (ili samo )

e 4 boda za rjeSavanje te jednacine i izraCunavanje ugla
e 3 boda za odredivanje a
e 2 boda za odredivanje preostalog ugla



4. zadatak

Rjesenje:

Nora je pri dijeljenju prirodnog broja n sa 19 dobila neki koli¢nik i ostatak 11. Kada je zatim
broj n podijelila sa 17, dobila je ostatak 2, dok je koli¢nik bio za 13 veci nego prilikom prvog
dijeljenja. Odrediti broj n.

Neka broj n pri dijeljenju sa 19 daje koli¢nik k. Tada iz uslova zadatka vrijedi n: 19 = k(11),
tj.n = 19k + 11. (1)

Takoder, vrijedi n:17 =k +13 (2), pa je n=17-(k+13)+2 =17k + 221+ 2 =
17k +223. (2)

Sada iz (1) i (2) vrijedi 19k + 11 = 17k + 223, odakle je 2k = 212, tj. k = 106.
Konat¢no,n =19k + 11 =19-106+ 11 = 2014 + 11 = 2025.

Sema bodovanja:
4 boda za dobijanje relacijen = 19k + 11
6 bodova za dobijanje relacijen = 17k + 223, pri ¢emu:

@)

ako ucenik oznaci drugi koli¢nik sa [, te napise n = 171 + 2, dobija samo jedan od ovih 6
bodova, sve dok ne izrazi [ preko k (ili obrnuto). Dakle, jedna od relacijan = 19k + 11in =
171 + 2 vrijedi 4 boda, dok obje zajedno vrijede 5 bodova.

ako ucenik zaboravi staviti zagradu, tj. umjesto n =17+ (k + 13) + 2 dobije n = 17k +
13+ 2 =17k + 15, dobija 4 od ovih 6 bodova. U ovom slucaju, na narednim koracima
ucenik moZze redom osvojiti maksimalno 3 + 3 + 2 bodova (treba dobiti k = 2in = 49).

3 boda za izjednacavanje relacija (1) i (2). Ova 3 boda ucenik dobija ako bilo kako izvrsi
izjednacavanje, €ak i ako nije izrazio [ preko k (tada ée dobiti 19k + 11 = 171 + 2) ili ako je napravio
pomenutu gresku (tada dobija 19k + 11 = 17k + 15).

4 boda za izracunavanje k

3 boda za odredivanje n



5. zadatak Kvadrat ABCD stranice 48 cm podijeljen je na cCetiri pravougaonika (kao na slici). Obim

pravougaonika HTGD je dvostruko veéi od obima pravougaonika EBFT, dok je obim
pravougaonika AETH tri puta ve¢i od obima pravougaonika TFCG. Odrediti povrsine
pravougaonika HTGD, EBFT,AETH,TFCG.

Napomena: Slika sluzi samo u ilustrativne svrhe, nije za mjerenje.

Rjesenje: Neka je DG = AE =xiDH =CF =y.Tadaje CG = BE =48 —x,a AH = BF =48 —y.
Kako je obim pravougaonika HT GD dvostruko veci od obima pravougaonika EBFT, to vrijedi:
2x+2y=2-(2-(48—x) +2- (48 — y)) ° —
2x+ 2y =2-(192 - 2x — 2y) .
2x + 2y = 384 — 4x — 4y : ]
6(x+y)=384 /:6
x+y=64. (1) K . ;

Kako je obim pravougaonika AETH tri puta vedi od obima pravougaonika TFCG, to vrijedi:
2x +2-(48—y)=3-(2-(48—x) + 2y)
2x+96 — 2y =3-(96 — 2x + 2y)
2x +96 — 2y = 288 — 6x + 6y
8(x—y) =192 /:8
x—y=24 (2)
Sabiranjem (1) i (2) dobijamo 2x = 64 + 24 = 88,tj.x = 44 iy = 64 — 44 = 20.
Sadaje CG =48 — 44 = 4 cm,AH = 48 — 20 = 28 c¢m, te lagano izraCunavamo povrsine:
Pyrpc = DG - HD = 44- 20 = 880 cm?, Prpcg = CG - CF = 4-20 = 80 cm?,

Pugry = AE - AH = 44 - 28 = 1232 cm?,Pyppr = EB - BF = 4-28 = 112 cm?2.

Sema bodovanja:

10 bodova (5+5) za dobijanje relacija (1) i (2) ili njima ekvivalentnih relacija. Relacija (1) je
ekvivalentna sa EB + BF = 32, dok je relacija (2) ekvivalentna sa AE + AH = 72 i CF + CG = 24.
Ucenik dobija svih 5 bodova i ako ne izvrsi dijeljenje na kraju, nego ostavi npr. 6x + 6y = 384ili 8x =
192 + 8y. Ovih 5 bodova je rasporedeno na sljededi nacin:

o 1bod za pravilno postavljen uslov (npr.2-DH +2-DG =2 -(2-EB + 2 - BF))

o 2 boda za svodenje na 2 nepoznate (npr. uvrStavanje DH = 48 — BF, DG = 48 — EB)

o 2 boda za pravilno oslobadanje od zagrada i dobijanje veze izmedu te dvije nepoznate
6 bodova za odredivanje bilo koje od duzina DG, DH, GC, AH, pri ¢emu se 3 od ovih 6 bodova dobija
za svodenje na jednacinu po jednoj nepoznatoj

4 boda za pravilno izraCunavanje povrsina (po bod za svaku)



Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
11. 3. 2025.

VIl razred - rjeSenja i Sema bodovanja

1. lzracunati vrijednost izraza

1 1
1 + 11 + 8 35 _ﬁ
1
Rjesenje.
Imamo da je
1+ ! 81:3 ! _ 1+ ! 81:3 !
1 T3] 2025 1 3| 2025
1 1
L) 2N
. 3
=]l 1+ ! 81:3 2 1 _ 1+ ! 81:3 2 !
B 1 73| 2025 1 3| 2025
3+t 1 T+ 1
- — 1 —
2 s 2
(s 993l g = [(43) 2] -
2+1 3l 2025 3/° 73] 2025
(11 11) 1 2024
3 3 2025 2025 2025
024
Dakle, vrijednost datog izraza iznosi ﬁ
Sema bodovanja:
. Y . 1_23 1 8 11
e ispravno racunanje 1 — 3535 1= > 1+ 3= 3 PO 3 boda, ukupno 9 bodova

. - . - 1
e ispravno izrazavanje dvojnih razlomaka - =
3

N|w

,% = 2: po 3 boda, ukupno 6 bodova
2

.11 2., . o2 11
. pretvaranje? u 35 ili pretvaranje 3; u—: 1 bod

e ispravno racunanje %% = 1ili 35' 3Z = 1: 2 boda

. Y . 1 2024
e ispravno racunanje 1 — : 2 boda
2025 2025



2. Nora je procitala knjigu za 4 dana. Prvog dana je procitala 1/3 knjige, drugog dana 6/11 ostatka
knjige, tre¢eg dana je procitala 7/23 od onog sto je procitala prvog i drugog dana zajedno, a
Cetvrtog dana je procitala preostalih 12 stranica. Koliko je stranica imala ta knjiga?

Rjesenje.

Oznacimo sa x ukupan broj stranica knjige.
Prvog dana Nora je procitala g stranica knjige.

X 4x

Drugog dana Nora je procitala %- (x — —) = — stranica knjige.

3 11

B} . .. 7 4 7 . ..
Treéeg dana Nora je procitala 2 (f + —x) = % stranica knjige.

3 11

Cetvrtog dana Nora je pro¢itala 12 stranica knjige.
Zakljucujemo da mora vrijediti

x+4x+7x+12_
3711733 X

Posljednja jednacina je ekvivalentna sa

11x 4+ 12x + 7x

33 12 = x,
0% 12 =
33 %

30x _ 3x x

odakleje 12 =x ——===—,paje

33 33 11
x=11-12 = 132.

Dakle, knjiga koju je Nora procitala je imala 132 stranice.

Sema bodovanja:

oznacavanje ukupnog broja stranica knjige sa x ili nekom drugom nepoznatom: 1 bod
zaklju¢ak da je Nora prvog dana procitala % stranica knjige: 2 boda

zakljuc¢ak da je Nora drugog dana procitala %- (x — g) = i—)lc stranica knjige: 3 boda

zakljucak da je Nora treceg dana procitala % . (g + i—j) = ;—; stranica knjige: 5 bodova

postavljanje jednacine % + i—;‘ + ;—z + 12 = x: 4 boda
Napomena: Ako ucenik umjesto opisanog postupnog rjeSavanja odmah postavi jednacinu

6 7 6
g-l-ﬁ'(X—g)+§'<§+ﬁ'(x—§)>+12=X,

za nju dobija 10 bodova, a preostalih 5 bodova dobija ako se ispravno rijesi zagrada i svede na
oblik ekvivalentan sa g + j—f + ;—;f + 12 =x.

ispravno rjesavanje jednacine i dobijanje rjeSenja x = 132: 5 bodova

Napomena: Ako ucenik konceptualno ispravno radi zadatak, ali napravi gresku koja je Cisto
racunskog karaktera (mnozZenje/sabiranje dva broja), te zbog toga dobije drugadiji rezultat, dobija
17 od 20 bodova. Greske ozbiljnijeg karaktera, npr. nepravilno svodenje razlomaka na zajednicki
nazivnik ili nepravilna primjena distributivnosti se ne smatraju racunskim greskama.



3. U trouglu AABC vrijedi ZBAC = 27°. Na stranici AB je data tacka D tako da vrijedi ZBDC = 51°.
Povucéena je prava p paralelna sa CD, te ona sijeCe pravu
AB utacki E, pravu AC u tacki F, a pravu BC u tacki G.

a) Odrediti veli¢inu ugla 2CFG.

b) Ako je 2BGE = 78°,BG = 8 cm, CF = 5 cm, odrediti
duzinu duzi EF.

Napomena: Slika sluzi kao ilustracija, te nije za mjererenje.

Takoder, nije dovoljno samo na slici napisati koliko iznose A"

vrijednosti uglova, potrebno je objasniti kako ste ih izracunali.

Rjesenje.
a) Kako su prave CD ip paralelne, to je ZBEG = 2BDC = 51°. Sada je
2AEF = 180° — £BEG = 180° — 51° = 129°.
Iz trougla AAEF je
£LAFE = 180° — LAEF — £EAF = 180° — 129° — 27° = 24°,
Konacno, kako su uglovi ZAFE i £CFG unakrsni, oni su jednaki, pajei
LCFG = 24°.
Napomena: Mogude je da ucenik zakljuci da su uglovi ZCFG i £ACD jednaki kao uglovi na
transferzali, a onda nakon Sto zaklju¢i ZADC = 180° — 2BDC = 129°,iz AACD izracunava
2ACD = 180° — £DAC — £ADC = 24°.
b) Iz trougla AGFC imamo
2LFCG =180° — £CFG — £CGF = 180° — 24° — 78° = 78°,
pa je trougao ACFG jednakokraki i vrijedi FG = FC = 5 cm.
Dalje, iz trougla AEBG dobijamo
2EBG = 180° — £BEG — £BGE = 180° — 51° — 78° = 51°,
pa je i trougao ABGE jednakokraki i vrijedi GE = BG = 8 cm.
Sada je
EF =GE-GF=8-5=3cm.

Sema bodovanja:
e dio pod a) vrijedi 7 bodova, i to

o <4BEG =51°3 boda

o <AEF =129°1bod

o <AFE = 24°1bod

o <£CFG = 24°2 boda

odnosno (ako ucenik radi na nacin kao u napomeni)

o <£ADC = 129°1 bod

o <£ACD = 24°1 bod

o 4CFG = £ACD = 24° kao uglovi na transferzali 5 bodova
e zakljucak da je trougao ACFG jednakokraki vrijedi 4 boda
e zakljucak da je trougao AEBG jednakokraki vrijedi 4 boda
e odredivanje duZine duzi EF 5 bodova



4. Emil je zamislio neki prirodan broj. Kada se taj broj podijeli sa 11, dobija se neki koli¢nik i ostatak
9. Ako taj broj pomnoZimo sa 3 i zatim rezultat podijelimo sa 17, dobijemo ostatak 4, dok je
koli¢nik dvostruko veci nego prilikom prvog dijeljenja. Odredite koji je broj Emil zamislio.

Rjesenje.
Oznacimo sa n broj koji je zamislio Emil. PoSto taj broj pri djeljenju sa 11 daje ostatak 9, to vrijedi
n =11k + 9, zaneki k € N.
S druge strane, 3n pri djeljenju sa 17 daje koli¢nik 2k i ostatak 4, pa vrijedi da je
3n=17-2k + 4 =34k + 4.
Kakoje3n =3-n,toje
34k +4 =3-(11k +9) = 33k + 27,
odakle se dobija k = 23.
Broj koji je zamislio Emil iznosi
n=11-234+9=2534+9 = 262.

Sema bodovanja:

e zapisivanje broja koji je Emil zamislio u oblikun = 11k + 9, za neki k € N 3 boda

e zapisivanje 3n = 34k + 4 6 bodova

e postavljanje relacije iz koje se moze odrediti k: 34k + 4 = 3 - (11k + 9) 6 bodova
e odredivanje broja k 3 boda

e odredivanjebroja n 2 boda

Napomena: Moguce je da ucenik izrazi k prekon, tj. k = nl_—19 ik = 3731—;4, te izjednadi te relacije i

odredi n. U tom slucaju je posljednjih 11 bodova rasporedeno na sljedeéi nacin:
- 7 bodova za postavljanje uslova n1_—19 = 37?:4

- 4 boda za odredivanje brojan



5. U trouglu AABC vrijedi da je ZBAC = 90" + £ABC. Neka je D tatka na pravoj BC takva da je
tacka C izmedu tacaka B i D (tj. D je na produzetku BC preko C). Simetrala ugla £ACB sijece
pravu AB u E, a simetrala ugla ZACD sije¢e pravu AB u F (tacka F nece biti na stranici AB, veé
na njenom produzetku). Ako je duz CE duga 3 ¢m, odrediti duzinu duzi CF.

Rjesenje.
Oznacimo 2£ABC sa . Tada je ZBAC = 90° + B i
£ACB = 180" — £BAC — £ABC = 180" — (90" + 8 )- = 90" — 2.
Kako je CE simetrala ugla 2ACB, to je
2ECB = LECA = %LACB = 45" — .
Iz trougla AEBC slijedi da je
¢BEC = 180" — £EBC — £ECB = 180°-f — (45" — ) = 135°
paje
2AEC = 180" — £BEC = 180" — 135" = 45". (1)
Dalje,
£ACD = 180" — £ACB = 180" — (90" — 28) = 90° + 23,
pa kako je CF simetrala ugla ZACD, to je

1 o
LACF =5 LACD = 45" + .

=

B /CT> D

Posmatrajmo sada trougao AECF. U njemu je
LFEC = LAEC =45’

LECF = LECA + £ACF = (45" — B) + (45" + B) = 90’,

paje

2EFC =180° — £ECF — £FEC = 180" — 90" — 45" = 45", (2)
Sadaiz (1) i (2) zaklju¢ujemo da je trougao AECF jednakokrako-pravougli, pa vrijedi

CF = CE =3 cm.

Sema bodovanja:
e Zakljuéak (1): £FEC = 45° 6 bodova
e zakljuéak (2): EFC = 45’ 6 bodova
e zakljucak da je AECF jednakokraki 5 bodova
e zakljku¢ak daje CF = CE = 3 cm 3 boda
Napomena 1: Uc¢enik moZe osvojiti parcijalne bodove za zakljucke (1) i (2) samo ukoliko ima preko
jedne varijable izrazene uglove koji su potrebni za izracunavanje ugla £FEC (ili £ZEFC), npr. ako ima
oba ugla £EAC i £ACE preko jedne varijable. U tom slu¢aju dobija 2 od 6 bodova.
Napomena 2: Ako ucenik nema oba zakljucka (1) i (2), aliima zaklju¢ak £ECF = 90°, za taj zakljucak
dobija 4 boda. Ovi bodovi su aditivni sa bodovima iz napomene 1 samo ako uc¢enik nema ni (1) ni (2).



Op¢insko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
11. marta/ozujka 2025.

VIII razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. zadatak Na slici je dat pravougaonik ABC'D i tacka E na stranici
DC'. Vrijedi da je AB =9,AD =31 EC = 4. Odrediti *
povrsinu i obim trougla AABFE.

Rjesenje:
Kako je ABCD pravougaonik, imamo da je DC = AB =91 BC = AD = 3. Dalje je
DE = DC — EC =9 — 4 = 5. Iz Pitagorine teoreme na trougao ADE imamo:
AE* = AD’+ DE*=3*+5" =34
AE = /34

Iz Pitagorine teoreme na trougao FBC' imamo:
EB*=FEC*+CB>=4>+3*=25
EB=5
Sada je obim trougla AABE jednak AE + EB + AB = /34 +5+9 = 14 +/34.

Povrsinu trougla AABE mozemo izra¢unati na dva nacina:

I nacin Visina iz vrha E na stranicu AB je jednaka stranici pravougaonika BC = AD = 3

. . . v . 39 27
(jer su AB i CD paralelene). Zato je povrsina trougla AABE jednaka =5 = 3.

IT nac¢in Povrsinu trougla AABFE dobijamo tako $to od povrSine pravougaonika oduzmemo
povrsine pravouglih trouglova AADFE i ABCE, pa je trazena povrsina jednaka
AD-DE BC-CFE 3-5 3-4 27

—3.9_2°Y_ 2= _“

AB - AD —
2 2 2 2 2

Dakle obim trougla AABFE jednak je 14 + /34, a povrsina 237

Sema bodovanja:

e izracun stranice DE ... ... . 3 boda
o izradun stranice AFE . ... ... 4 boda
e izracun stranice BE ... ... ... 5 bodova
e izraCun obima trougla AABE ... ... . 2 boda
e izraCun povrsine trougla AABE ... .. . 6 bodova

Napomena: Greske u ra¢unu se kaznjavaju sa -2 boda! Ovo pravilo se primjenjuje ako je
zadatak konceptualno ta¢no uraden, te vrijedi i ako je uc¢enik negdje na pocetku napravio
gresku koju propagira kroz zadatak.



2. zadatak Alisa je otisla u zemlju ¢uda i tamo je nasla 3 ¢arobna napitka. Svaki put kada bi popila
napitak promijenila bi visinu. Odnos njene pocetne (prve) visine naspram njene druge
visine je 24 : 13, odnos njene druge visine naspram trece visine je 13 : 14, a odnos njene
originalne (pocetne) visine naspram njene Cetvrte visine je 16 : 9. Kada je Alisa bila
najniza, njena visina je iznosila 0,91m. Odrediti Alisinu pocetnu visinu.

Napomena: Alisina pocetna visina je visina prije nego $to je popila ijedan napitak,
druga visina je visina nakon Sto je popila prvi napitak, i tako dalje.

Rjesenje:

znacim z Alisinu pocetnu (prvu) visinu 1, X9, T3 njenu drugu, treéu i Cetvrtu
Oznacimo sa = Alis ocet sinu, a sa x1, T, 3 njenu d , treéu i Cetvrt
visinu. Iz uslova zadatka imamo da vrijedi

13

T Tg = 24113, tj. 1321 = 244, tj. x5 = ﬂxl’
. . 14

To . Xy = 13: 14, tJ 14%2 = 13]}3’ tJ T3 = 1_31;2’

9
124 =16:9, tj. 921 = 1624, tj. x4 = Exl

Dokazimo sada da je x5 najmanja Alisina visina na dva nacina:

I nacdin

IT nadin

13 1

Iz 1y = 5101, 1 03 = 41‘2 dobijamo

14 13 7

$3:1—3'ﬂ$1 :El'l.

Dakle, dobili smo sve Visine izrazene preko Alisine prvobitne visine. Primjetimo da
je svaki od razlomaka 13 5 4, 172, 196 manji od 1, a to znaci da je svaka nova Alisina visina
manja od pocetne. Najmanjoj visini odgovara i najmanjl od navedenih razlomaka.

Kako je NZS(24 12,16) = 48, prosirujuéi razlomke 23 24, ﬁ, 1—6 redom sa 2,4 i 3 oni
postaju 28 i ig, i;, redom. Kako sada ovi razlom<31 imaju 1st1 nazivnik, najmanji je
onaj ¢iji je brojnik najmanji, a to je razlomak 25 48, odnosno . Dakle, z5 je najmanja
Alisina visina.

Prlmljetlmo da posto Je > 1 imamo da je x3 = 4952 > x9. Takoder, imamo i da

je x1 > 4 xl = x3. Dakle 1x31x su vem od z,. DovolJno je jos dokazati da je x4
vedi od xg Za to nam treba da j Je 15 > ﬂ, odnosno da je 9-24 > 13- 16 Sto vrijedi,
jer je 216 > 208. Dakle, x5 je naJmanJa Alisina visina.

Kako je Alisina najmanja visina 0, 91m imamo da vrijedi

13
To — ﬂxl =0.91.
Odavde dobijamo
91 24 168
= 1.68.
17100 13 100
Dakle, Alisina pocetna visina je 1, 68m.
Sema bodovanja:
e izrazavanje ro = 5%1 ...................................................... 1 bod
e izrazavanje rz = %xQ ...................................................... 1 bod
e izrazavanje ry = %xl ...................................................... 1 bod



e dokaz da je x9 najmanja Alisina visina ............... ... ... 13 bodova
I nacin

— izrazavanje rz = 1—72361 .............................................. 6 bodova
— uporedivanje razlomaka %, %, 1% ................................. 5 bodova
— konacni zakljucak da je o najmanja visina ........................... 2 boda
II nacin
— zakljucak da jexg > @9 ... 3 boda
— zakljucak da je m1 > o ... 3 boda
— zakljuCak da je 4 > o .. 5 bodova
— konacni zaklju¢ak da xo najmanja tezina ................ .. ..., 2 boda

® KONacno izraCuNavallje @1 .. ...uurteetn et et ettt 4 boda



3. zadatak Prirodni brojevi a, b, ¢ su duzine stranice trougla AABC, tako da vrijedi

la+b—cl+b—a—c/=5+a—b—c

Odrediti sve moguce vrijednosti stranica trougla AABC.

Rjesenje:

Kako su a, b, ¢ stranice trougla to znaci da za njih vrijedi nejednakost trougla, odnosno
da je zbir ma koje dvije od njih veéi od trec¢e. Specijalno, vrijede nejednakosti

a+b—c>0,ia+c—b>0.

Toznacidajela+b—c=a+b—cilb—a—c =—(b—a—c)=a+c—b. Sada dati
uslov |[a +b—c¢|+|b—a—c|=5+a—b— cpostaje

at+b—c+a+c—b=5+a—-b—c

Nakon sredivanja posljednja jednakost postaje

a+b+c=05.

Kako vrijedi a + b > ¢, to mora vrijediti ¢ < 2. Sada posmatramo dva slucaja.

I

11

sluéaj: ¢ =1 Ako je ¢ = 1 onda je a + b = 4. Sada moze biti {a,b} = {2,2} ili
{a,b} = {1,3}. Ako je {a,b} = {1,3} onda bez umanjenja opstosti neka je a = 1
ib=3. Tada je a + c = 2 < b = 3, pa nejednakost trougla nije zadovoljena i ovaj
slu¢aj nije mogué. Ako je {a,b} = {2,2} ondajea=0b=21ic=1. U ovom slu¢aju
je zadovoljena nejednakost trougla. Ovaj slucaj daje rjesenje (a,b,c) = (2,2,1)
sluc¢aj: ¢ = 2 Ako je ¢ = 2 onda je a+b = 3. Jedina mogucnost je {a,b} = {1,2} pa
bez umanjenja opstosti mozemo uzeti a = 1,b = 2. U ovom slucaju je zadovoljena
nejednakost trougla. Ovaj slucaj daje dva rjesenja (a,b,c¢) = (1,2,2) i (a,b,¢c) =
(2,1,2).

Kona¢no imamo tri rjeSenja (a,b,c) € {(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)}.

Sema bodovanja:

*

zakljucak da iz nejednakosti trougla slijedi dajea+b—c>0 ............ 4 boda
zakljucak da iz nejednakosti trougla slijedidajeb—a—c<0 ............ 4 boda
Ako ucenik/ica prethodne zakljucke izvede bez oslanjanja na nejednakost trougla

dobija 0 bodova
zakljucak da vrijedi a+b+c=5 ... . 5 bodova

Ako ucenik/ica krene rjesavati slucajeve kada je a + b — ¢ (ili b — a — ¢) pozitivno
ili negativno (ukupno 4 slucaja), te se jedan od sluc¢ajeva svede na a +b+c =5, ne
dobija bodove sve dok ne odbaci neki od preostalih slucajeva. Dakle, odbacivanje
preostala 3 slucaja (tj. dokaz da je a+b+c = 5 jedini mogudi slucaj) nosi 13 bodova.

odredivanje trouglova za koje vrijedia+b+c=5 ........ ... ... ... 7 bodova
Ukoliko je ucenik/ica je zaboravio/la da napiSe sve permutacije rjeSenja (na primjer
dobije da je jedino rjeSenje (a,b,c) = (1,2,2)), oduzima se 1 bod za svako zaboravl-
jeno rjesenje (dakle maksimalno -2 boda.)

Ukoliko ucenik/ica nije odbacio rjesenje (a,b,c) = (1,1,3) (i permutacije) gubi 3
boda (tj. maksimalno moze osvojiti 4 od ovih 7 bodova).

Ucenik /ica moZe imati bodove iz ove stavke ako rijesi ovu jednacinu bez da je odba-
cio/la ostale slucajeve. .



4. zadatak Trocifreni broj abc nazivamo lijepim ako vrijede sljedeca tri uslova:

i) ¢ # 0;
ii) broj abc je djeljiv sa 36;
iii) broj abc — cba je pozitivan i djeljiv sa 36.
Odrediti sve lijepe brojeve.
Rjesenje:
Da bi broj bio djeljiv sa 36 mora biti djeljiv sa 9 i 4. Broj je djeljiv sa 9 ako mu je zbir
cifara djeljiv sa 9. Broj je djeljiv sa 4 ako mu je dvocifreni zavrSetak djeljiv sa 4. Dakle,

iz drugog uslova znamo da je a+b+ ¢ djeljivo sa 9 i da je be djeljivo sa 4. Ovo nam govori
da ¢ mora biti paran.

Iz treceg uslova imamo da je abc — cba pozitivno, pa mora vrijediti @ > ¢ (za a < ¢ bi
imali negativnu razliku, a za a = ¢ razlika bi bila 0).

Dokazimo sada da je a — ¢ djeljivo sa 4 na dva nacina.

I nacin Iz treéeg uslova imamo da

36|abc — cba = 100a + 10b + ¢ — 100c — 10b — a = 99(a — ¢),
tj. 4]99(a — ¢), a kako je NZD(4,99) = 1, zakljuCujemo da 4|a — c.

IT nacin Iz treceg uslova, poito je abc djeljiv sa 36, mora i cba biti djeljiv sa 36 (kako bi im

razlika bila djeljiva). Dakle, zaklju¢ujemo i da je ba djeljivo sa 4.

Kako su i be i ba sa 4, zakljucujemo da je i njihova razlika ba — be = a — ¢ djeljiva sa
4.

Dakle, a > ¢ > 0 su dvije parne cifre ¢ija je razlika djeljiva sa 4, $to nam daje slucajeve
(a,c) € {(6,2),(8,4)}.

U prvom slucaju a = 6, ¢ = 2 imamo da 9 dijeli a + b+ ¢ = b+ 8, pa je jedina mogucénost
b=1.

U drugom slucaju a = 8, ¢ = 4 imamo da 9 dijeli a+b+c = 12+, pa je jedina moguénost
b=6.

Dakle, jedini lijepi brojevi su abc € {612, 864}

Sema bodovanja:

e zakljucak da 9 dijelia+b+c ... 2 boda
e zakljucak da je a ili c parna cifra ....... ... ... 3 boda
o zakljucak dad dijelia—c ... ..o 10 bodova
I nacin
— zapis izraza abc — cba kao 99(a@ — €) ..o 5 bodova
— zakljucak dad dijelia —c ... 5 bodova
II nacin
— zakljucak da je cba djeljiv sa 36 (ili samo sa 4) ....................... 4 boda
— zakljuCak da 4|ba — bc ... 4 boda
— konad¢ni zakljuak da 4la —c ... 2 boda
e ispravno dobijanje jedinih moguéih slucajevazaaic ..................... 4 boda

* Ako ucenik/ica izostavi neki slucaj, oduzeti 2 boda

e izracun b po slucajevima ........ ... ... 1 bod



5. zadatak Neka su AABC i ADEA dva podudarna trougla (/BAC =
LADE =90°, AD = AC,DE = AB) kao na slici. Oznag¢imo <
sa F' tacku presjeka duzi BC i DFE, a sa X tacku presjeka
prave AF i duzi BE. Ako je AB = 8 i AC = 5, izracunati X
duzinu duzi FX. <

Rjesenje:

Sa G oznacimo tacku presjeka duzi BC' i AE. S obzirom da su trouglovi AABC i AADE
podudarni to znadi da su im odgovarajuci uglovi i odgovarajuce stranice podudarne. Zbog
toga vrijedi ZABC' = ZAED = 3, ZACB = DAE = 90° — 3, AD = AC = 51
AB = DFE = 8. Kako je AD + DB = AB, dobijamo da je BD = AB— AD =8 -5 =3.
Kako je ZBAC = 90°, imamo da je

LGAC = 90° — ZGAB = 90° — ZEAD = 90° — (90° — 8) = 3.

E
B
c
L
90°-B s 8
X
5
F
B
[] BN,
A 5 5 3 B

Dalje je
LAGC =180° — LGAC — LZGCA =180° — (90° — 8) — 8 = 90°.

Odavde zakljuc¢ujemo da je AE | BC, sto znadi da je BG visina trougla AABE na
stranicu AE. Kako je i ED visina tog trougla, to znac¢i da je F ortocentar trougla
AABE, pa je i AX visina tog trougla, odnosno imamo da je AX 1 BFE.

Ostatak dokaza ¢emo uraditi na dva nacina.
I nac¢in Primjenom Pitagorine teoreme na trougao F'BX imamo:
FX? = BF* - BX*.

Izracunajmo sada duzinu duzi BF'. Iz Pitagorine teoreme na trougao ABC' imamo da
je BC = /AC? + AB? = /25 + 64 = 1/89. Dalje, kako je ZBAC = ZADE = 90°




zaklju¢ujemo da je AC || DF. Primjenimo li Talesovu teoremu na ugao ZABC

dobijamo
BF BD .. BF 3

= 1. = —.
BC ~ BA /39 8

Zaklju¢ujemo da je BF = %@.

Dalje, izrac¢unajmo duzinu duzi BX. Primjenom Pitagorine teoreme na trougao
ABX imamo:
BX? = AB* — AX* =64 — AX”®

Posmatrajmo povrsinu trougla AABE. S jedne strane ona je jednaka

DE-AB
2 )
druge jednaka je AX%. Dakle, imamo da je

a Sa

DE-AB = AX-BE
DE - AB 64

BE  BE’
Primjenom Pitagorine teoreme na trougao ABDE dobijamo

AX =

BE? = BD*> + ED? =9+ 64 = 73,tj. BE = \/73.

Konac¢no, imamo:

64 64
AX = — = —.
BE /73
Sada imamo i:
642 576

BX? =64 - AX? =64 — — = ——
73 73

24
BX = —

Dakle, dobili smo BF = %@ i BX = j—%. Konac¢no, imamo da je

801 576 21609

FX?=BF?-BX?=- — "~ - — """~
64 73 64-73

21609 147 14773

FX = = =
64-73 873 584

II nacin Imamo da je
FX =AX - AF.

Duzinu duzi AX rac¢unamo isto kao u prvom nacinu i dobijamo

4
ax =2

VT3

Sada izrac¢unajmo duzinu duzi AF. Primjenom Pitagorine teoreme na trougao
AADF imamo:

AF = VAD? + DF?2 = /25 + DF?2

Kao u prvom nacinu zaklju¢ujemo da je AC || DF i primjenom Talesove teoreme

dobijamo:
DF  BD

AC ~ BA
Sada imamo da je:

AF:\/25—|—DF2:\/25—1—%:\/%:@.

BD-AC 3-5 15
BA 8 8

tj. DF =



Konaé¢no, imamo da je:

64  5V/73 147 147V73

FX =AX — AF = - -
V73 8 873 584

Sema bodovanja:

o dokaz da je AE L BC ... 3 boda
o dokaz da je AX L BE ... 4 boda

x ovdje se dodjeljuju 2 od 4 boda ako ucenik/ica zaklju¢i da je F' ortocentar trougla
ABE, ali ne zakljuci da to povlaci da je AX L BE

e izracunavanje duzine duzi BEF ili DF ... . ... . i 4 boda
e izraCunavanje duzine duzi AX ... ... ... 4 boda
e izraCunavanje duzine duzi AF ili BX ... .. .. 3 boda
e konacno izracunavanje duzi F'X ... ... 2 boda

x Napomena: Gregke u racunu se kaznjavaju sa -2 boda! Ovo pravilo se primjen-
juje ako je zadatak konceptualno tacno uraden, te vrijedi i ako je ucenik negdje na
pocetku napravio gresku koju propagira kroz zadatak.



Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
11. 3. 2025.

IX razred — rjeSenja i Sema bodovanja

Zadatak 1. Prava —x + 2y — 4 = 0 sijeCe pravu y = —%x + 6 u tacki A4, a pravu
5x —4y-10 = 0 u tacki B.

a) Nacrtati prave u koordinatnom sistemu.
b) Izracunati udaljenost tacaka A i B.

RjeSenje: \l
6

a)

5x-4y-10=0

b)
Koordinate tacke A dobivamo rjeSavanjem sistema jednacina:
—x+2y—4=0
-3 + 6
y=-3%

Rjesenje ovog sistema je x = 2,y = 3, tj. tacka A(2,3).
Na isti nacin, rjeSavanjem sistema

—x+2y—4=0
5x —4y—10=0

dobijamo koordinate tatke B: x = 6,y = 5, tj. B(6,5).



Udaljenost tacaka A(2,3) i B(6,5) raCunamo po furmuli:

AB = \/(Xz —x1)%+ (y2 —y1)?

X1 =2,y1=3,% =6y, =5

AB = /(6 —2)2+ (5—3)2 =V42 + 22 = V16 + 4 = V20 = 2/5.

Shema bodovanja:
e Nacrtane prave u koordinatnom sistemu (6 bodova)
e Zakljucak da su koordinate tacke A rjeSenje sistema jednacina -x + 2y — 4 = 0,

y= - %x + 6 i trazenje rjeSenja sistema (2 boda)
e Dobijanje rjeSenja x =2,y =3 (2 boda)
e Postavljanje i rjeSavanje sistema —x + 2y —4 = 0,5x —4y — 10 =0 (2 boda)
e Dobijanje rjeSenja x = 6,y =5 (2 boda)
e Navodenje formule AB = \/(x, — x1)2 + (y, — ¥1)? (2 boda)
e Upvrstavanje x; = 2,y; = 3,x, = 6,y, = 5 u formulu i ratunanje udaljenosti (2 boda)
e Dobijena udaljenost tataka A i B, AB = /20 ili AB = 2v/5 (2 boda)

Napomena: Ako ucenici dodu do koordinata tacaka A | B grafickim putem, crtajuci prave u
koordinatnom sistemu, bodovati kao u predlozenoj shemi pod uslovom da su dobijena rjesenja tj.
koordinate tacaka A i B provjerili uvrstavanjem u polazne sisteme jednacina. Ako ucenik odredi
koordinate tacke A sa grafika, bez kasnije provjere uvrstavanjem koordinata u sistem, dobija
maksimalno 3 boda (umjesto 4). Isto vrijedi za tacku B.

Ako udaljenost tacaka izracunaju primjenom Pitagorine teoreme u koordinatnom sistemu, takode
bodovati analogno predloZenom.



Zadatak 2. Ako se broj stranica mnogougla uveca za 25, broj dijagonala novog mnogougla

je za 2025 veci od broja dijagonala po¢etnog mnogougla. Koliko stranica je imao pocetni

mnogougao?

RjeSenje: Oznacimo broj stranica pocetnog mnogougla sa n. Tada je broj dijagonala tog

mnogougla jednak D =

Broj stranica novog mnogougla iznosi n; = n + 25, a broj dijagonala novog mnogougla je D,

n(n-3)
—

ny(n;—-3) _ (n+25)(n+22)

2

2

Iz uslova zadatka imamo da je D; = D + 2025, tj.

(n+25)(n+22) n(n-3)
> =

+ 2025

(n+25)(n+ 22) = n(n—3) + 4050

n? 4 22n + 25n 4+ 550 = n? — 3n + 4050

47n + 550 = —3n + 4050
50n = 3500
n=70

Dakle, poc¢etni mnogougao je imao 70 stranica.

Shema bodovanja

n(n-3)
2

Izvedena formula za broj dijagonala novog mnogougla, D,

Navedena formula za broj dijagonala, D =

Uslov zadatka napisan kao jedna¢ina D; = D + 2025 ili

(n+25)2(n+22) — Tl(7’12_3) + 2025

Postavljena jednacina prevedena u oblik
n? + 22n + 25n + 550 = n? — 3n + 4050
Rijesena jednacina, tj. dobijeno rjeSenje n = 70

_ (n+25)(n+22)

(3 boda)
(4 boda)

(4 boda)

(4 boda)
(5 bodova)



Zadatak 3.

a) Nadi sve cijele brojeve a za koje su izrazia + 4,a + 95 kvadrati cijelih brojeva.
b) Odredi sve proste brojeve p za koje je 5p + 49 kvadrat prirodnog broja.

RjeSenje:
a) Pretpostavimo da su brojevi a + 4 i a + 95 kvadrati cijelih brojeva. Tada postoje nenegativni
cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi

x2=a+95

yi=a+4
(mozemo uzeti da su x i y nenegativni jer ako je neki od njih negativan, mozemo umjesto njega
posmatrati njegovu apsolutnu vrijednost).
Oduzimanjem ove dvije jednakosti dobijamo x? —y% = 91, tj. (x — y)(x + y) = 91. Posto je
x+y=0,t0jeix—y=0 (inace proizvod ne bi bio pozitivan). Kako suuzto x —y i x+y
cjelobrojni faktori broja 91, oni mogu biti jednaki samo nekom od sljedec¢ih brojeva: 1,7,13191.
Pored toga, kako je x — y < x + y, imamo sljedeca dva slucaja:

1. Akojex—y=1,x+y=091,tadajex = 46,y = 45,a = 2021.

2. Akojex—y=7x+y=13,tadajex = 10,y = 3,a = 5.

Dakle, cijeli brojevi a za koje su izrazi a + 4,a + 95 kvadrati cijelih brojevasu 51 2021.

Shema bodovanja (dio pod a) vrijedi 10 bodova):

e Dobijanje jednakosti (x —y)(x +y) =91 (3 boda)

e Zakljucak da su cjelobrojni faktori broja 91: 1,7,13,91 (i —1, —7,—13,—91 ako ucéenik
nije pretpostavio da su x i y nenegativni) (1 bod)

e Pravilan zakljucak koji su slucajevi moguci. (4 boda)

,Pravilan zaklju¢ak® znaci sljedece:

- Navedena dva slucaja iz rjeSenja ukoliko je u€enik zaklju¢io da moZze pretpostaviti da
Suxiynenegativniidajex —y<x+y

- Cetiri sluaja: 1-91,7-13,13-7,91-1 ukoliko je ucenik zaklju¢io da moze
pretpostaviti da su x i y nenegativni, ali nije zaklju¢iodajex —y < x + y.

- Osam slu¢ajeva: 1-91,7-13,13-7,91-1,(—1)-(-91),(=7) - (—13),(—13) -
(=7),(—91) - (—1) ukoliko ucenik nije pretpostavio da su x i y nenegativni.

Ukoliko ucenik napise moguce slucajeve, ali napravi mali previd (npr. izostavi slucaj 1 -

91 ili zaboravi slu¢ajeve sa negativnim faktorima) dobija 2 od 4 boda.

e Pravilno rjesavanje slucajeva koje je ucenik dobio (¢ak i ukoliko nije pravilno napisao
koji su sve slucajevi moguci) (2 boda)



b) Neka je x prirodan broj ¢iji je kvadrat 5p + 49. Tada vrijedi:
5p + 49 = x?
5p = x?—49
S5p=(x—-7)(x+7)
Posto su brojevi 5 1 p prosti, jedini prirodni djelioci broja 5p su 1,5, p, 5p. Kako jeuzto x + 7 >
5ix 4+ 7 > 1, to imamo sljedeée dvije mogucnosti:
1. x+7=p,x—7=5 = x=12. U ovom slucaju je p =x + 7 = 19, §to jest prost

broj.
2. x+7=5p, x—7=1=x=28. Sada je 5p =x+ 7 =15, odakle je p = 3, §to
takoder jest prost broj.

Znaci, prosti brojevi p takvi da je 5p + 49 kvadrat prirodnog broja su 3 i 19.

Shema bodovanja (dio pod b) vrijedi 10 bodova):

o Faktorizacija razlike kvadrata 5p = (x — 7)(x + 7) (2 boda)
e Zakljucak da su jedini djelioci broja 5p brojevi 1,5, p, 5p (2 boda)
e Zakljucak koji su slu¢ajevi moguci (4 boda)

Napomena: Ako ucenik napise ,, Kako je broj p prost, imamo sljedece slucajeve “, te pravilno
navede slucajeve, dobija bodove iz oba prethodna koraka (iako mozda nije eksplicitno naveo koji
su djelioci broja 5p).

e Rjesavanje mogucih slucajeva (2 boda)



Zadatak 4. Dat je pravougli trougao ABC, sa pravim uglom u vrhu C. Visina €D ima duZinu
5 cm, a obim trougla ACD iznosi 15 cm. Odrediti duZine stranica trougla ABC.

RjeSenje 1: Oznacimo trazene duZine stranica trougla ABC standardno saa = BC,b = ACic =
AB. Ozna¢imo duzinu duzi AD sa x. Tadaje DB = AB — AD = ¢ — x.

Posto obim trougla ACD ra¢unamo po formuli O = AC + CD +
DA ivrijedi 0 = 15,a CD = 5, slijedi:
AC +CD+ DA =15
b+5+x=15
. b+x=10 (*)

Trougao ACD je pravougli, pa je po Pitagorinoj teoremi:

AC? = AD? + CD?1j. b2 = x2 + 25  (xx).

1z () slijedi b = 10 — x, pa uvrStavanjem u (*x) dobijamo:

(10 — x)? = x% + 25.

Rjesavajuci ovu jednacinu, dobijamo:
100 — 20x + x? = x2 + 25 = 100 — 20x = 25 = 75 = 20x,
pajex = %, . x = 1:5 ib=10—x=10— 14—5 = %. Dakle, duzina stranice AC je % cm.
Buduci da je trougao ABC pravougli, iz Pitagorine teoreme slijedi
a’ = c? — b?,
a posto je pravougli i trougao BCD, slijedi
a’? = (c —x)* + 5%
Iz ove dvije jednakosti slijedi:

c?—=b?=(c—x)?+52

25\2
cz—(—) =c?—2cx+x*+25

4
625 _ 15+(15)2+25
6“2 \q
625 15 225

6T 7T T



15 1250

Konacno, iz a? = (¢ — x)? + 52 slijedi

(napomena: a? = % bismo dobili i iz jednakosti a? = c? — b?)

Budu¢i da je a duzina stranice trougla, broj a mora biti pozitivan, pa uzimamo u obzir samo

.. e .. 2 _ 625 . 25
pozitivno rjesenje jednadine a® = —atojea=—.

.. . 25 25 . 125
Dakle, duzine stranica pravouglog trougla ABC su a = 5 °m, b= — Cmic=—-cm.

Shema bodovanja za RjesSenje 1

e Izracunato AC + AD =b+x =10 (1 bod)

e Primijenjena Pitagorina teorema i dobijeno h? = x? + 25 (1 bod)

e Dobijena jednacina samo po x (ili samo po b) (2 boda)

e Odredene vrijednosti x = 14—5 ib= % (3 boda)
Napomena: ucenici mogu sistem {bg -I__);z:_l_lg 5 rijesiti na razlicite nacine (npr. uvrstiti

b = 10 — x u drugu jednacinu ili drugu jednacinu pisati kao (b — x)(b + x) = 25 iz ¢ega
uvrstavanjem prve jednacine dobijamo 10(b — x) = 25,...). Bez obzira na koji nacin
rjesavali, ako je ispravan i dobiju ispravno rjesenje, dobivaju svih 5 bodova.

e Duzina stranice BC izrazena kao a? = (¢ — x)? + 52 (3 boda)
e Dobijena jednakost iz koje se moze odrediti c: ¢? — b? = (c — x)? + 5% (4 boda)
e Rijesena jednacina i dobijeno ¢ = %25 (4 boda)

e Iz jednakosti a®? = c¢2 — b?ilia? = (c — x)? + 52 dobijeno a = 23—5 (2 boda)



o v . .. v oy . .. .. 15 . 25
RjeSenje 2: Na isti nacin kao u Rjesenju 1, i sa istim oznakama, dobije se x = i b= ”

Uoc¢imo da su trouglovi ACD i ABC sli¢ni (imaju jedan
zajednicki ugao u vrhu A4, te jedan pravi ugao). Iz sli¢nosti ovih
trouglova slijedi:

AC:AD = AB: AC,

. 25 15 25 .. T
tj. b:x = c: b, odnosno ST O Iz ove proporcije slijedi:

15 (25)2
_.C: —

4 4
15 625
= —
4" 16

’ 125

‘T2

Sada lagano iz Pitagorine teoreme dobijamo a = 2?5

Napomena: Zadatak se moze rijeSiti 1 koristeé¢i slicnost trouglova ACD i BCD, jer se dobija
AC:AD = BC:CD,tj. b:x = a:5, odakle je a = 2?5 pa se iz Pitagorine teoreme dobija ¢ = %

Shema bodovanja za Rjesenje 2

e Izracunate vrijednosti x = 1:5 ib= % (vidjeti shemu bodovanja za RjesSenje 1)

(7 bodova)
e Uocena sli¢nost trouglova ACD i ABC (ili ACD i BCD) (3 boda)
e Postavljena proporcija b: x = c: b u kojoj je jedina nepoznata c (ili b: x = a:5 u kojoj je
jedina nepoznata a) (5 bodova)
e IzraCunavanje c = %5 (lia = 23—5, u slucaju druge sli¢nosti) (2 boda)

e [zraCunavanje preostale stranice trougla iz Pitagorine teoreme (ili na neki drugi nacin, npr.
takoder iz sli¢nosti) (3 boda)



Zadatak 5. Dati su realni brojevi a,b,c, razli¢iti od nule, takvi da je a+ b+ c=0.
2 bZ CZ
+

- +
a?—(b-c)? = b%2-(a—c)?2  c2-(a-b)?"’

Izracunati

Rjesenje: Uocimo da se, koristec¢i razliku kvadrata, prvi nazivnik moze napisati kao:
a?—(b-c)>=@(@+b-c)la—>b+c)
Posto je po uslovu zadatka a + b = —c i a + ¢ = —b, dobijamo:
a? —(b—c)? = (—c—c)(=b —b) = 4bc.
Analogno dobijemo za drugi i treéi nazivnik da je b? — (a — ¢)? = 4ac i ¢c?> — (a — b)? = 4ab.
Dati izraz sad postaje:
a? b? c? a’> b?* c?
+ + =—+—+—=
a?—(b—-c)®? b?2—(a—c)> c*—(a—b)?> 4bc 4ac 4ab

a®+ b3 +c3
= )
4abc
Izuslovaa+ b + ¢ = 0imamo a + b = —c, odakle kubiranjem dobijamo:
a® + 3a?b + 3ab? + b3 = —¢3
a3+ 3ab(a + b) + b3 = —c3
a3+ 3ab(—c) + b3 = —¢3
a3+ b3 + ¢3 = 3abc

Uvrstavajuci posljednju jednakost u (*), dobijamo:

a? N b? N c? _3abc 3
a?2—(b—¢)2 b?2—(a—c)®> c2—(a—Db)? 4abc 4

Shema bodovanja

e Dobijeno a? — (b — ¢)? = 4bc (5 bodova)
. 2 b? c? ad+b3+c3
¢ DObIjEI’]O az—(b—c)2 = b2—(a-c)2  c2-(a-b)2  4abc (4 bOda)
3 3 3
o Dokaz &2+ -3 (11 bodova)
4abc 4

3

3 3
Napomena: 2 od ovih 11 bodova se dobija ako se u izrazu %jedan broj izrazi preko

druga dva (npr. c = —a — b). Ako se uz to izvrsi (pravilno) kubiranje, dobija se jo$ 2 boda.

Napomena: Ako ucenik samo za neke specifi¢ne vrijednosti (npr. a = b = 1,c¢ = —2) dobije
vrijednost % to ne nosi bodove.



