Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
28. 2. 2024.

ZADACI

VI razred

1. zadatak a) Odrediti koli¢nik i ostatak pri dijeljenju broja 2024 sa 14.
b) Odrediti prirodan broj koji pri dijeljenju sa 11 daje koli¢nik 25 i ostatak 7.
c) Pri dijeljenju broja 400 brojem x dobija se koli¢nik 30 i ostatak 10. Odrediti broj x.

Napomena: Nije dovoljno samo napisati konacan rezultat, ve¢ je potrebno da se vidi
postupak kako ste dosli do tog rezultata.

2. zadatak Dati su skupovi: 4 = {1,3,4,5,8}, B = {1,2,5,6,7},C = {2,3,4,6,8}.
a) Odrediti (AN B) U (B \ 0).
b) Odrediti skup X tako da vrijedi XUA=BUC i XNA=C\B.
Napomena: Detaljno objasniti kako ste odredili koji elementi pripadaju skupu X, a koji ne.

3. zadatak Dvije prave se sijeku, kao na slici, te su oznaceni uglovi a, 3, y.
Poznato je da je ugao a za 22° veci od dvostrukog ugla S.

a) Odrediti ugao f3. p
b) Odrediti zbir uglova a i y. ’”
Napomena: Rezultate je potrebno napisati u stepenima i

minutama, na primjer kao 24°35’.

4. zadatak a) Koje cifre treba ukloniti (izbaciti) iz broja 270230245 da bi se dobio najveci mogucdi broj
djeljiv sa 6? Odgovor detaljno obrazloZiti. Cifre koje nisu uklonjene ostaju u istom redoslijedu.

b) Koje cifre treba ukloniti (izbaciti) iz broja 43464553 da bi se dobio D

najveci moguci broj djeljiv sa 45? Odgovor detaljno obrazloziti. Cifre

koje nisu uklonjene ostaju u istom redoslijedu. M
5. zadatak Kvadrat ABCD stranice 92 cm podijeljen je sa dvije paralelne prave -
na tri pravogaonika: EFCD,GHFE i ABHG, kao na slici. Tacka M je G
sredina duZi DE, a tacka N sredina duZi AG. Ako je duZina duZzi MN N
jednaka 57 cm, odrediti povrsinu pravougaonika GHFE. A

Vrijeme za izradu zadataka iznosi 150 minuta! Za izradu zadataka nije dozvoljeno koristiti kalkulator, ve¢

samo geometrijski pribor!



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih Skola Kantona Sarajevo

28. 2. 2024.
ZADACI
VIl razred
1. zadatak Dati su izrazi
—§+3 3 1
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a) lzracunati vrijednost izraza A i B.
b) Odrediti koji od datih izraza je vedii za koliko.

2. zadatak Merlin se nalazi na trkackoj stazi i zeli da pretréi 2024m. Najprije je pretréao Citavu stazu
i jos % staze, te napravio pauzu. Nakon pauze Merlin je pretréao % one duzine koju je
pretréao prije pauze. Na kraju, Merlin je zakljucio da je pretrcao 55m viSe nego Sto je
Zelio.

a) Kolika je duZina trkacke staze?
b) Koji dio staze Merlin treba pretrcati da bi pretrcao 300m? Rezultat predstaviti kao
razlomak koji je maksimalno skracen (tj. kojem su brojnik i nazivnik uzajamno prosti).

3. zadatak Dvije stranice trougla AABC imaju duZine a = 2§cm ib=7125cm.

a) Moze li treéa stranica trougla AABC imati duZinu ¢ = 4%cm?
b) Odrediti sve moguce vrijednosti duzine trece stranice c¢ trougla AABC, ako ona
zadovoljava uslove:
i Duzina stranice c je prirodan broj.
ii.  Zastranicu c vrijedi|—c + 6.37| < %

4. zadatak Odrediti sve desetocifrene brojeve koji se piSu samo pomodu cifara 0i 2, a djeljivi su s 36.
Napomena: Naravno, 0 ne moze biti prva cifra broja.

5. zadatak U pravouglom trouglu AABC ugao kod vrha A je prav. Tacka D je podnoZzje visine iz vrha

A na stranicu BC (dakle, AD je visina ovog trougla). Simetrala unutrasnjeg ugla kod vrha
B sijece duz AD utacki T, a duz AC u tacki E. Poznato je da vrijedi AT = BT = 18.

a) Odrediti veli¢ine unutrasnjih uglova trougla AABC.

b) Odrediti duzinu duzi CE.

Napomena: Za svaki izracunati ugao potrebno je opisati postupak njegovog racunanja,
nije dovoljno samo oznaciti vrijednost ugla na slici.

Vrijeme za izradu zadataka iznosi 150 minuta! Za izradu zadataka nije dozvoljeno koristiti kalkulator,

vec samo geometrijski pribor!



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
28. 2. 2024.

ZADACI

VIl razred

Napomena: Rezultate koje dobijete nije potrebno djelomi¢no (parcijalno) korjenovati. Na primjer,
ako u nekom koraku dobijete rezultat V45, ne morate ga pretvarati u 35 (ali mozete
ako Zelite).

1 3

1. zadatak a) lzracunati 3% od brojnogizraza A ako je A = (1 - 5) co— (— - —) :0.4.

b) Rijesiti jednacinu u skupu realnih brojeva: T . .2 ,x * 0.
x 2x 4x 5x 400 10

2. zadatak Dati su pravougli trouglovi ABC, ACD i ADE kao na slici.
Takoder, na slici su date duzine stranica AB, BC,CD i DE.
Visina CF trougla ACD je produzena do presjeka sa
pravom AE, te je tacka presjeka oznacena sa G.

a) Odrediti duZinu duzi AE.
b) Odrediti duZinu duzi CF.

c¢) Odrediti duZinu duzi EG.

B 24 A

3. zadatak Cijena ulaznice za prikazivanje filma ,,Oppenheimer” u jednom kinu bila je 15 KM. Za
prikazivanje filma , Barbie” cijena ulaznice je bila niZa. Zahvaljujuci tome, broj gledatelja
filma ,,Barbie” bio je za 50% veci od broja gledatelja filma ,Oppenheimer”, a ukupan
novcani prihod od prikazivanja filma ,,Barbie” bio je za 25% vedi od ukupnog novcanog
prihoda za prikazivanje filma ,Oppenheimer”. Kolika je bila cijena ulaznice za , Barbie”?
Odgovor obrazloziti!

4. zadatak Odrediti najmanju vrijednost izraza |x + 4| — |x| + |x — 3| u skupu realnih brojeva.
Odgovor obrazloziti!

5. zadatak Za unutrasnje uglove trougla ABC vrijedia : § : y = 3 : 5 : 4. Prava koja prolazi vchom
C i centrom O opisane kruZnice trougla ABC sijece stranicu AB u tacki D. IzraCunati

odnos AD: DB. Odgovor obrazlozZiti!

Vrijeme za izradu zadataka iznosi 150 minuta! Za izradu zadataka nije dozvoljeno koristiti kalkulator,

ve¢ samo geometrijski pribor!



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
28. 2. 2024.

ZADACI

IX razred

1. zadatak Dat je izraz

2.2
SXYXY za3x3 —3xy? —x%?y +y3 # 0.

T 3x3-3xy2-x2y+y?
a) Pojednostavitiizraz I Sto je viSe mogude.

b) lzraunati vrijednost izrazal zax = V3 + V2 i y = V3 —+/2.

2. zadatak Jednakostranic¢ni trougao ABC i jednakokrako-pravougli trougao DEF imaju jednake obime.
Povrsina trougla DEF iznosi 81 cm?. Izradunati povrsinu trougla ABC.

3. zadatak Admir ima deset jednakih kuglica i deset jednakih kockica. Poznato je da dvije kuglice i tri
kockice zajedno imaju masu 21,5 grama, a da tri kuglice i dvije kockice zajedno imaju masu
19,5 grama.

a) Odrediti koliku masu imaju svih deset kuglica i deset kockica zajedno.
b) Odrediti pojedinaénu masu kuglice i pojedinacnu masu kockice.

4. zadatak Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da vrijedi
x3+v3=2024 + x%y + xy>.

5. zadatak Sara je nacrtala kvadrat ABCD sa stranicom duZine a. Potom je Hana nacrtala trougao AED
tako da su zadovoljeni sljedeci uslovi (vidi sliku):
e stranice AE i DE sijeku stranicu BC u tackama F i G, redom;
e povrsina trougla AED je dva puta veca od povrsine kvadrata ABCD.
a) Odrediti povrsinu trougla FEG izrazenu preko a.
b) Odrediti povrsinu ¢etverougla AFGD izrazenu preko a.

D C
e —
G
E
F
A B

Napomena: Ova slika sluZi samo u ilustrativne svrhe, nije za mjerenje.

Vrijeme za izradu zadataka iznosi 150 minuta! Za izradu zadataka nije dozvoljeno koristiti kalkulator, ve¢

samo geometrijski pribor!



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih Skola Kantona Sarajevo
28. 2. 2024.

Rjesenja zadataka sa Semom bodovanja

VI razred

1. zadatak a) Odrediti koli¢nik i ostatak pri dijeljenju broja 2024 sa 14.
b) Odrediti prirodan broj koji pri dijeljenju sa 11 daje koli¢nik 25 i ostatak 7.
c) Pri dijeljenju broja 400 brojem x dobija se koli¢nik 30 i ostatak 10. Odrediti broj x.

Napomena: Nije dovoljno samo napisati konacan rezultat, ve¢ je potrebno da se vidi
postupak kako ste dosli do tog rezultata.

Rjesenje: a) Dijeljenjem dobijamo
2024:14 = 144
~14
62
—56
64
—56
8

Dakle, dijeljenjem broja 2024 sa 14 dobijamo koli¢nik 144 i ostatak 8.
b) Trazeni broj je jednak 11 - 25+ 7 = 275+ 7 = 282.
c) Vrijedi

400=30-x+10

30-x =400-10

30-x =390
x =390:30 = 13.
Sema bodovanja:

e Dio pod a) nosi 6 bodova, pri cemu ako uéenik ima samo tacan koli¢nik dobija 3 boda.

e Dio pod b) nosi takoder 6 bodova. Ako ucenik napiSe da je trazeni broj jednak 11 - 25+ 7,
ali nakon toga pogrijesi u racunu, dobija 4 boda od ovih 6.

e Dio pod c) nosi 8 bodova. Uéenik moze odmah zakljuciti x = (400 — 10):30 = 390: 30 =
13, te u tom slucaju dobija sve bodove. Ukoliko ucenik ipak radi kao u rjeSenju, za dobijanje
relacije 400 = 30 - x + 10 dobija 4 boda, za svodenje na 30 - x = 390 dobija jos 2 boda, te
za tacan rezultat preostala 2 boda.



2. zadatak

Rjesenje:

Dati su skupovi: 4 = {1,3,4,5,8}, B = {1,2,5,6,7},C = {2,3,4,6,8}.
a) Odrediti (AN B) U (B \ C).
b) Odrediti skup X tako da vrijedi XUA=BUC i XNA=C\B.

Napomena: Detaljno objasniti kako ste odredili koji elementi pripadaju skupu X, a koji ne.

a) AnB)U(B\C)=
({1,3,4,58}n {1,256,7H) U ({1,2,56,7} \ {2,3,4,68}) =
={1,5} v {1,5,7} = {1,5,7}
b) Iz prvog uslova imamo
XUA=BuUC
X v {13,458} = {1,2,56,7} U {2,3,4,6,8}
X v {13458} = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Odavde zaklju¢ujemo da elementi 2,6,7 moraju pripadati skupu X (jer ih nema u skupu
{1,3,4,5,8}, a ima ih u skupu {1,2,3,4,5,6,7,8}). Takoder, zaklju¢ujemo da skup X ne moze
imati elemente koji nisu u skupu {1,2,3,4,5,6,7,8}, pa je jo$ potrebno ispitati da li elementi
1,3,4,5,8 pripadaju skupu X.

Iz drugog uslova imamo
XNA=C\B
X n {1,34,58} = {2,3,46,8}\{1,2,5,6,7}
X n {1,3,4,58} = {3,48}.

Kako je presjek dva skupa ustvari skup svih zajednickih elemenata tih skupova, to elementi
3,4,8 moraju pripadati skupu X. S druge strane, kako elementi 1 i 5 pripadaju skupu
{1,3,4,5,8}, ali ne pripadaju presjeku tog skupa i skupa X, to zaklju¢ujemo da oni ne
pripadaju skupu X.

Sada kona¢no zaklju¢ujemo da je X = {2,3,4,6,7,8}.

Sema bodovanja:

Dio pod a) nosi 9 = 3 X 3 bodova (po 3 boda za presjek, razliku i uniju skupova).
Dio pod b) nosi 11 bodova, i to:
o 1bod za relaciju X U {1,3,4,5,8} = {1,2,3,4,5,6,7,8} (iliX U A= {1,2,3,4,5,6,7,8})
3 boda za zakljucak da elementi 2,6,7 sigurno pripadaju skupu X
1 bod za relaciju X n {1,3,4,58} = {3,48}(iliX N A = {3,4,8})
2 boda za zakljucak da elementi 3,4,8 pripadaju skupu X
3 boda za zakljuc¢ak da elementi 1 i 5 ne pripadaju skupu X
1 bod za konacan zapis skupa X

O O O O O



3. zadatak

Rjesenje:

Dvije prave se sijeku, kao na slici, te su oznaceni uglovi a, 3, v.
Poznato je da je ugao a za 22° vedi od dvostrukog ugla f3.

a) Odrediti ugao .

b) Odrediti zbir uglova a i y. ’5

Napomena: Rezultate je potrebno napisati u stepenima i
minutama, na primjer kao 24°35’.

a) Uglovi a i 8 su naporedni (suplementni), paje ¢ + f = 180°. (2 boda)
Na osnovu uslova zadatkajea = 2+ + 22°(3 boda), pa je:
2B + 22° + B = 180° (2 boda)
3:p = 180°—22°
3:F = 158° (2 boda)
B = 158°:3
p = 52°40" (3 boda)

Napomena: Ukoliko ucenik ne napise eksplicitno relaciju ¢ = 2-f + 22°, vel iz relacije
a + f = 180° odmah napise 23 + 22° + B = 180°, dobija i bodove predvidene za
relaciju a = 2 + 22° (jer ustvari implicitno koristi tu relaciju). Generalno, na koji god
nacin ucenik dode do relacije 2+ + 22° + = 180°, dobija svih 7 bodova predvidenih
do tog dijela (npr. nije neophodno da eksplicitno napise « + f = 180°).

b) Kakoje ¢ + f = 180° toje
a = 180° — 52°40°
a =127°20" (3 boda)
Uglovi a i y su unakrsni, zbog cegajea = y = 127°20° (2 boda)

Konac¢no, imamo

a+y =2a=2-127°20" = 254°40° (3 boda)

Napomena: Ucenik ne mora iz relacije « + f8 180° odrediti ugao «a, to moze uraditi i iz
relacije « = 28 + 22° ali svejedno odredivanje ugla a nosi 3 boda. U¢enik ne mora
nigdje eksplicitno napisati koliki je ugao y, za ta 2 boda je dovoljno da napise da su uglovi «a
i ¥ jednaki. Ucenik ¢ak ne mora izra€unati ni ugao a ni ugao y, ve¢ moze zakljuciti da je zbir
a + y jednakrazlici punog ugla i dvostrukog ugla § (tj. zbira ugla § i njemu unakrsnog ugla),
paje a + y=360°—2-8=360°—2-52°40" = 360°— 105°20" = 254°40’. Ukoliko
ucenik pogrijeSi samo u sabiranju ili mnoZenju brojeva, ali konceptualno ispravno uradi
zadatak pod b) (u smislu da su tacne jednacine koje postavlja i dobio bi tacan rezultat da
nema te racunske greske), dobija 5 od 8 bodova za dio pod b). Ovo pravilo se primjenjuje i
ako je ucenik dobio pogresan rezultat pod a), ali je konceptualno tacno uradio zadatak pod
b) (u smislu da bi dobio tacan rezultat pod b) da je tacno izra¢unao ugao f3).



4. zadatak

Rjesenje:

a) Koje cifre treba ukloniti (izbaciti) iz broja 270230245 da bi se dobio najveci moguci broj
djeljiv sa 6? Odgovor detaljno obrazloziti. Cifre koje nisu uklonjene ostaju u istom redoslijedu.

b) Koje cifre treba ukloniti (izbaciti) iz broja 43464553 da bi se dobio najve¢i moguci broj
djeljiv sa 45? Odgovor detaljno obrazloziti. Cifre koje nisu uklonjene ostaju u istom
redoslijedu.

a) Broj je djeljiv sa 6 ako je djeljiv sa 2 i sa 3. Da bi broj bio djeljiv sa 2, zadnja cifra mora biti
parna, pa je zbog toga neophodno ukloniti cifru 5. Preostali broj 27023024 je paran, ali nije
djeljiv sa 3, jer je zbir njegovih cifara2+7+ 0+ 2+ 3 4+ 0+ 2 + 4 = 20, Sto nije djeljivo
sa 3. Sada primijetimo da moZemo dobiti broj djeljiv sa 3 jedino ako izbacimo cifru 2 (jer ¢e
onda zbir cifara biti 18). Ako ne izbacimo cifru 2 na pocetku, ostat ¢e nam sedmocifreni broj
koji pocinje sa 2, a ako izbacimo cifru 2 sa pocetka, ostat ¢ée nam sedmocifreni broj koji
pocinje sa 7. Zbog toga treba ukloniti cifru 2 sa pocetka. Dakle, treba ukloniti prvu i posljednju
cifru, te dobijamo broj 7023024 koji je djeljiv sa 6.

b) Broj je djeljiv sa 45 ako je djeljiv sa 9 i sa 5. Da bi broj bio djeljiv sa 5, zadnja cifra mora
biti 0 ili 5, pa je zbog toga neophodno ukloniti cifru 3. Preostali broj 4346455 je djeljivsa 5,
ali nije djeljivsa 9, jer je zbir njegovih cifara4 + 3+ 4 + 6 + 4 + 5+ 5 = 31, sto nije djeljivo
sa 9. Sada primijetimo da moZemo dobiti broj djeljiv sa 9 jedino ako izbacimo cifru 4 (jer ¢e
onda zbir cifara biti 27). Ako izbacimo cifru 4 sa pocetka, ostat ¢e nam Sestocifreni broj koji
pocinje sa 3, a ako izbacimo neku od preostale dvije cifre 4, ostat ée nam Sestocifreni broj
koji pocinje sa 4. Zbog toga ne treba ukloniti cifru 4 sa pocetka. Kako je 436455 > 434655,
treba izbaciti drugu (od tri) Cetvorke. Dakle, treba izbaciti posljednju cifru 3, te drugu

cetvorku, i tako dobijamo najveéi mogudi broj 436455.

Sema bodovanja:

Napomena:

Dijelovi pod a) i b) nose po 10 bodova, a za oba dijela je ista Sema:

Zakljucak da je potrebno ukloniti posljednju cifru (3 boda)
Zakljucak da preostali broj (nakon uklanjanja posljednje cifre) nije djeljiv sa 3 (tj. sa 9 za dio
pod b) (1 bod), te da je potrebno ukloniti cifru 2 (4) da bi bio djeljiv sa 3 (9) (3 boda)

Ispravan zakljucak koju cifru 2 (4) ukloniti da bi se dobio najvec¢i moguci broj (3 boda)

Naravno, ucenik ne mora na ovaj nacin donositi zaklju¢ke. Na primjer, sasvim je validno da
nakon Sto izbaci posljednju cifru uc¢enik provjeri sve mogucnosti. Na primjer, u dijelu pod a)
to bi zapravo bilo provjeravanje koji od brojeva 2702302,2702304,2702324,2702024 ,
2703024,2723024,2023024,7023024 su djeljivi sa 6, te odabir najveceg od njih.



5. zadatak Kvadrat ABCD stranice 92 cm podijeljen je sa dvije paralelne prave Da

na tri pravogaonika: EFCD, GHFE i ABHG, kao na slici. Tacka M je M
sredina duZi DE, a tacka N sredina duzi AG. Ako je duZina duZzi MN

E
jednaka 57 cm, odrediti povrsinu pravougaonika GHFE. G
N
Al
Rjesenje: Nekaje DM = ME = x,aGN = NA =y. Kakoje DA = DM + MN + NA, toimamo 92 =

x+57+y,pajex+y=92—57 = 35.(5bodova)

Napomena: Ucenik ne mora uvoditi nikakve oznake, za ovih 5 bodova dovoljno je da dobije

DM + NA = 35.

Sada ¢emo odrediti duZinu duZi EG (ovaj dio zadatka vrijedi 10 bodova, te ¢emo pokazati

dva nacina kako se to mozZe uraditi):

I nacin:

Kako je MN =57 cm i ME + EG + GN = MN,tojex + EG +y = 57.(3 boda)
Medutim, izx +y = 35imamo 35+ EG = 57, paje EG = 57 — 35 = 22 cm.(7 bodova)
Il nacin:

Kako je x + y = 35, mnoZenjem te relacije sa 2 dobijamo 2x + 2y = 70. Medutim, kako je

DE =2xiGA = 2y,toje DE + GA = 70 cm. (5 bodova)

S druge strane, kako je AD = DE + EG + GA, to je 92 = DE + EG + GA, pa zbog DE +
GA = 70, dobijamo 92 = 70 + EG, odakle je EG = 92 — 70 = 22 c¢m. (5 bodova)

Sada lako zavrsavamo zadatak. Kako je ABHG pravougaonik, to je GH = AB = 92 cm.

TraZena povrsina je
Peyre = GE - GH = 22+ 92 = 2024 cm?. (5 bodova)
Napomene:

e Ucenik ne gubi bodove ako ne objasni zasto je duZina duzi GH (ili EF) jednaka 92 cm.
e Ucenik ne gubi bodove ako ne pise mjerne jedinice (cm ili cm?).
e Ucenik 3 boda za pisanje relacije MN = ME + EG + GN (ili 57 = ME + EG + GN) moze

osvojiti i ako nije osvojio prvih 5 bodova.



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
28. 2. 2024.

Rjesenja zadataka sa Semom bodovanja

VIl razred
Dati su izrazi
P AL SN EENTES)
el 14~ 42
3

B=-2 [ 1,1: ( 1= > + 15 ) ]
B ' 8 16/ 10
a) Izradunati vrijednostizraza A i B.

b) Odrediti koji od datih izraza je vedii za koliko.

Rjesenje:
a) Najprije izracunajmo vrijednost izraza A. Imamo,
2 2 21
A= (2 )T (2B
el 14 42 19 42 42)
3 3
19
_T ., 34 3 68 9 68 77 11 32 8 bod
=TI YT 7T T s 2 3 33 (8bodova)
3
Sada izra¢unajmo vrijednost izraza B. Imamo,
B—_2 [ 11( 15_|_15> ] 11_( 13+15)+ 1]_
h 8 10 10°\ 8 16/ 10|
i e 15)+1]- dSoaien
B 16/ 10] H( 10
z[ ( )+] 2[6+1]— 17 17—3 8 bod
- 10 107 10|= "2 10" "5 = 35 (8bodova)

Dakle, dobilismo daje A = —3§iB = —3%.

b) Svedimo najprije dobivene razlomke na zajednicki nazivnik. Kako je NZS(3,5) = 15, imamo

4 _g2__ 1 _ 11-5 55 55
= 33773 =735 - 15 15 (APed)
g g2__17_ 17-3 51 51
B I M A TR L

Kako je —51 > —55 moZemo zakljuditi da je _1—551 > _1—555 Dakle, zaklju¢ujemo da je izraz B veci od
izraza A. (1 bod)

Kako je 2 (— 55) =243 -2 iazB je za—veciodizraza A. (1 bod)
15 15 15 15 15’ 15

Ukoliko ucenik nije dobio tacne rezultate u dijelu pod a), bodovi se dodjeljuju prema sljedecoj
Semi:

e Ispravno dobijena vrijednost brojnika —% +3= g vrijedi 1 bod.



Ispravno dobijena vrijednost izraza u zagradi — % +1 % = % vrijedi 2 boda. Ako je ucenik

. 1 43 .. v ..
samo pretvorio 15 =, anie ta¢no sabrao, dobija 1 bod.
19

Ispravno dobijena vrijednost dvojnog razlomka 45 = — % vrijedi 2 boda. Ukoliko je ucenik
3

dobio nazivnik —% ali nije dobro izra¢unao dvojni razlomak dobija 1 bod. Ukoliko uéenik nije
skratio dvojni razlomak i dobio rezultat — % ucenik dobija 2 boda.
Ispravno dobijena vrijednost izraza 4 -% = % vrijedi 1 bod. Ukoliko ucenik ne skrati dobijeni

razlomak, vec¢ ostavi u obliku %, i dalje dobija 1 bod.

Ispravno dobijena vrijednost izraza —% — % = —3§vrijedi 2 boda. Ukoliko uéenik dobije

vrijednost — g, ali ne skrati razlomak dobija 1 bod. Ukoliko uéenik dobije vrijednost — %, ali
ne pretvori rezultat u mjesoviti broj, i dalje dobija 2 boda.

Ispravno dobijena vrijednost izraza u zagradi —1 % + 1—2 = - 1—2 vrijedi 2 boda. Ukoliko je
ucenik pravilno pretvorio mjesoviti broj —12 u razlomak — g, ali je pogresno sabrao, dobija
1 bod.

Ispravno dobijena vrijednost dijeljenja —1—(1): (— 1—;) = 1—3 vrijedi 2 boda. Ukoliko uéenik
ispravno prijede sa dijeljenja na mnoZenje, ali dobije pogresan rezultat mnozenja, dobija 1
bod. Ukoliko ucenik skrati razlomak 1—2 = g, i dalje dobija 2 boda.

8 1 16 , 1 17
Ispravno izvrseno zbrajanje - + — = — 4+ — = — vrijedi 1 bod.

P Janj 5-|_1107 10+210 TRk a
Isravno izvrSeno mnozenje —2 - o= —3§vrijedi 2 boda. Ukoliko ucenik dobije rezultat T

ali ne skrati razlomak dobija 1 bod. Ukoliko uéenik dobije rezultat —%, ali ne pretvori u
mjeSoviti broj ucenik dobija 2 boda.

Napomene

Ukoliko je u¢enik uporedio dobivene razlomke tako $to je uporedio samo brojeve — % i —%,

Sema bodovanja ostaje ista.

Ukoliko je uéenik uporedio dobivene razlomke tako Sto ih je pretvorio u decimalne brojeve a
zatim izvrSio uporedivanje, onda ispravno pretvaranje svakog od dobijenih razlomaka nosi 1
bod, a ispravno uporedivanje nosi 2 boda.

Ukoliko je ucenik dobio pogresnu vrijednost bar jednog od izraza A ili B, ali je uporedivanje
tako dobijenih rezultata izvrsio pravilno dobija 1 bod na dio zadataka pod b).



Merlin se nalazi na trkackoj stazi i Zeli da pretrci 2024m. Najprije je pretréao Citavu stazu i jos

ulw

. - .13 ‘. . y ..
staze, te napravio pauzu. Nakon pauze Merlin je pretréao - one duZine koju je pretrcao prije
pauze. Na kraju, Merlin je zakljucio da je pretr¢ao 55m viSe nego sto je Zelio.

a) Kolika je duZina trkace staze?

b) Koji dio staze Merlin treba pretréati da bi pretréao 300m? Rezultat predstaviti kao
razlomak koji je maksimalno skraéen (tj. kojem su brojnik i nazivnik uzajamno prosti).

Rjesenje:

a) Oznacimo sa x duzinu trkacke staze na kojoj se Merlin nalazi. Prije pauze Merlin je pretréao
x + %x = gx metara (3 boda). Nakon pauze Merlin je pretrcao g . gx = %x metara (3 boda).
Kako je pretréao 55m vise nego Sto je Zelio, moZzemo zakljuciti da je pretrc¢ao ukupno 2024m +

55m = 2079m (1 bod). Sada mozZemo formirati jednacinu
Sx + = x = 2079, (3 boda)
tj.
21
TX= 2079. (2 boda)
Odavde se dobija da je

x = 495.(3 boda)
Dakle zakljuc¢ujemo da duZina staze na kojoj Merlin trci iznosi 495m.

b) Da bi Merlin pretrcao 300m, on treba pretrcati i—gg —ti dio staze (3 boda). Nakon skradivanja

sa 15 dobijamo da Merlin treba pretrcéati % —ti dio staze (2 boda).

Napomene:

o  Ukoliko ucéenik pogresno sabere 2024m + 55m, te zbog toga postavi pogresnu jednacinu, i
dalje dobija bodove za postavljanje jednacine (jer se pravilno sabiranje boduje odvojeno, i to
jednim bodom).

e Ukoliko ucenik dobije pogresan rezultat u dijelu a), aliima ispravan postupak za rjeSavanje
dijela b) (jasno, neée dobiti tacan rezultat jer je u dijelu a) dobio pogresan rezultat), dobija 3
od 5 bodova za dio b).

o Ucenik moze reci da je Merlin pretréao x + Sx metara (bez izraCunjavanja da je to gx), a
nakon pauze %- (x + %x) (bez izraunavanja da je to %x). Na taj nacin za ove korake
dobija 2 od 3 moguca boda, a taj preostali bod dobija kasnije ako u jednacini pravilno
izrauna da je to gx + %x (tj. dva boda ukupno, za oba koraka po jedan).



Dvije stranice trougla AABC imaju duZine a = 2%cm ib=17,125cm.

T . . . . ve 1
a) Moze li treéa stranica trougla AABC imati duZinu ¢ = 4Ecm?

b) Odrediti sve moguce vrijednosti duZnie treée stranice c¢ trougla AABC, ako ona
zadovoljava uslove:
i. DuZina stranice c je prirodan broj.

ii. Za stranicu c vrijedi |—c + 6.37| < ;

Rjesenje:
a) Da bi postojao trougao sa stranicama a = 2%cm, b=17125cmic = 4%cm, mora biti
zadovoljena nejednakost trougla, odnosno zbir duzina svake dvije stranice trougla mora biti vedi
od duzZine trece stranice trougla (1 bod). Kako je
1 1
2§ + 45 =2,125+4+4,5=6,625< 7,125,
nejednakost trougla nije zadovoljena. Dakle, stranica ¢ ne moZe imati duzinu 4%cm (4 boda).

b) |1z nejednakosti trougla slijedi da duZina stranice ¢ mora biti manja od zbira duZina stranica a i
b, odakle zaklju¢ujemo da vrijedi

1
c<a+b= 2§+ 7,125 = 9,25.(3 boda)

Dalje, duzina stranice a mora biti manja od zbira duZina stranica b i ¢, odnosno
a<b+co2125<7,125+¢,
Sto vrijedi za svaku pozitivnu vrijednost broja ¢ (1 bod).
Konacno, duZina stranice b mora biti manja od zbira duZina stranica a i ¢, odnosno
b<a+cec>b—a=7125-2,125 =5.(4 boda)

Kako je duZina stranice c prirodan broj, i kako vrijedi 5 < ¢ < 9,25, zakljucujemo
c €{6,7,8,9}. (3 boda)
Ako je ¢ = 6, onda uvr$tavanjem u |—c + 6.37| < ;dobijamo

3
|—6 + 6.37| < > < 0,37/ < 1,5 0,37 < 1,5.

Posljednja nejednakost je tac¢na, pa ¢ = 6 zadovoljava uslove zadatka (1 bod).

Sli¢no, za ¢ = 7 dobijamo 0.63 < 1.5, pa je i to rjeSenje zadatka (1 bod). Medutim, zac = 8
dobijamo 1.63 < 1.5, sto nije tac¢no (1 bod), kao ni za ¢ = 9 (dobijamo 2.63 < 1.5) (1 bod).
Dakle, jedine mogucnostizacsuc =6ic =7.

Napomena:
—c+6.37 zac < 6.37

c—637 zac> 637"
se u sludaju ¢ < 6.37 dobija ¢ > 6.37 — 1.5 = 4.87, pa c € {5,6}. U sluaju ¢ > 6.37

dobijamo ¢ < 6.37 + 1.5 = 7.87, odakle je ¢ = 7. Ako ucenik radi na ovaj nacin, 1 bod

. —c+6.37zac < 6.37
dobija za |—c + 6.37| 2{0—637 sac> 637"

sluéaju i jo3 2 boda za zaklju¢ak ¢ € {5,6}, 2 boda za dobijanje ¢ < 7.87 u drugom sluaju, te
2 boda za zakljucak ¢ = 7. Ostaje jos ispitati ove slucajeve. Za ¢ = 5 nemamo trougao jer je
54 2.125 = 7.125 (a da bi bio trougao treba da bude 5 + 2.125 > 7.125) (2 boda). Za c =
6 imamo trougao jer je 6 + 2.125 > 7.125 (2 boda), kaoizac = 7jerje 7 + 2.125 > 7.125
(2 boda) (dovoljno je provjeriti da je najveca stranica manja od zbira preostale dvije).

e Moguce je da neki uéenici znaju da je |—c + 6.37| = { Na taj nacin

2 boda za dobijanje ¢ > 4.87 u prvom



4. Odrediti sve desetocifrene brojeve koji se piSu samo pomocu cifara 0 i 2, a djeljivi su s 36.
Napomena: Naravno, 0 ne moZze biti prva cifra broja.

Rjesenje:

Broj je djeljivs 36 ako je djeljivisa 4 isa9 (2 boda).

Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbir cifara djeljiv s 9 (2 boda). Neka je k cifara desetocifrenog broja
jednako 2 (1 bod). Tada je preostalih 10 — k cifara jednako 0, i vrijedi 1 < k < 10 (ne moZe biti
k =0 jer ne mogu sve cifre biti jednake 0) (1 bod). Zbir cifara ovog broja je 2-k+ 0
(10 — k) = 2k, pa broj 2k mora biti djeljiv s 9 (2 boda). Zbog k € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
imamo 2k € {2,4,6,8,10,12,14,16,18, 20}. Jedini od ovih brojeva koji je djeljivs 9 je 18, a to
se postize za k = 9. Dakle, jedini nacin da trazeni broj bude djeljiv s 9 je da sadrzi 9 cifara 2 i
jednu cifru O (5 bodova).

Broj je djeljiv s 4 ako i samo ako mu je dvocifreni zavrsetak djeljiv sa 4 (2 boda). Kako trazeni

broj ima samo jednu cifru 0, mogucnosti za njegov dvocifreni zavrsetak su 22,20 02 (2 boda).
Jedini od ovih brojeva koji je djeljiv sa 4 je 20. To znaci da 0 mora biti cifra jedinica (2 boda).
Zakljucujemo, jedini broj s trazenom osobinom je 2222222220. (1 bod)

Napomene:

e Generalno, navodenje kada je broj djeljiv sa 36 nosi 2 boda, dokaz da broj mora sadrzavati 9
dvica i jedna nulu nosi 11 bodova, dokaz da cifra 0 mora biti na kraju nosi 6 bodova, te zapis
konacnog broja 1 bod. Sasvim je moguce da ucenik prvo pokaZe da je posljednja cifra 0 (za
Sta treba dobiti 6 bodova za taj dio ¢ak i ako nema nista uradeno u drugom dijelu).

e Naravno, moguce je da ucenik rucno ispita sve moguénosti za broj dvica, tj. da kaze “ako
imamo jednu dvicu, zbir cifara je 2, Sto nije djeljivo sa 9, ako imamo dvije dvice, zbir cifara je
4, sto opet nije djeljivosa 9, ...", te tako zakljuci da je jedina mogucnost da broj ima 9 dvica.
To je sasvim validno, te ucenik dobija sve bodove predvidene za taj dio zadatka.

o Ukoliko ucéenik bez obrazloZenja navede da je broj 2k djeljivs 9 samo za k = 9, dobija 3 od 5
bodova za ovaj korak. Da bi dobio svih 5 bodova potrebno je da obrazlozi zasto je k = 9
jedina mogucnost ili da se negdje u radu vidi da je provjerio sve moguénosti za k.



5. U pravouglom trouglu AABC ugao kod vrha A je prav. Tacka D je podnozZje visine iz vrha A na
stranicu BC (dakle, AD je visina ovog trougla). Simetrala unutrasnjeg ugla kod vrha B sijece duz
AD utacki T, a duz AC u tacki E. Poznato je da vrijedi AT = BT = 18.

a) Odrediti veli¢ine unutrasnjih uglova trougla AABC.
b) Odrediti duZinu duzi CE.

Napomena: Za svaki izra€unati ugao potrebno je opisati postupak njegovog racunanja, nije
dovoljno samo oznaciti vrijednost ugla na slici.

Rjesenje:

a) Oznacimo £LABE = x. Kako je BE simetrala ugla £ABC, to je £CBE = £ABE = x (1 bod).
Kako je AT = BT, trougao AABT je jednakokraki, pa vrijedi £BAT = £ABT = x (2 boda).
I nacin za odredivanje ugla x:
Zbir uglova u trouglu je 180°, pa iz trougla AABD imamo
180° = 2DAB + £DBA + £ADB = x + 2x + 90°,
odakle dobijamo 3x = 90°, tj. x = 30°. (5 bodova)

Il nacin za odredivanje ugla x:

Zbir uglova u trouglu je 180°, pa iz trougla ABTD imamo
£BTD = 180° — £DBT — «£BDT = 180° — x — 90° = 90° — x.
S druge strane, iz trougla AABT imamo
£2BTA = 180° — £ABT — £BAT = 180° — x — x = 180° — 2x.
Sada imamo
2BTA+ «£BTD = 180° &
180°—2x +90°—x = 180° &

270°—-3x = 180° &

3x =270°—-180° &

x = 30°.(5 bodova)



Izra¢unajmo sada unutrasnje uglove trougla ABC. Imamo £ABC = 2x = 60° (1 bod), a
2BCA = 180° — £CAB — £ABC = 180° — 90° — 60° = 30° (1 bod). Dakle, uglovi kod
vrhova A, B i C iznose redom 90°,60°i 30°.

b) Dalje, imamo £TAE = £CAB — £BAT =90° — x = 60°,i £ATE = £BTD =90° — x =
60° (uglovi ZATE i £BTD su jednaki kao unakrsni). Dakle, u trouglu AATE vrijedi £TAE =
2ATE = 60°, paje £TEA = 180° — LATE — £TAE = 180° — 60° — 60° = 60°, $to znaci
da je ovaj trougao jednakostranicni (2 boda). Zato je TE = AT = 18 (2 boda), pa je BE =
BT + TE = 18 + 18 = 36 (1 bod).

U trouglu AEBC je £LEBC = £ECB = 30°, pa je on jednakokraki (2 boda). To znaci da je
CE = BE = 36 (3 boda).
Napomene:

Ukoliko uéenik oznaci neki drugi ugao, te preko njega korektnim racunom uglova dobije
tacne vrijednosti unutrasnjih uglova, dobija sve bodove za taj dio zadatka.

Ukoliko ucenik ta¢no izracuna uglove, ali su oni samo oznaceni na slici bez obrazloZenja
postupka njihovog racunanja, dobija 4 od 10 bodova za prvi dio zadatka.



Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
28. 2. 2024.

RjeSenja zadataka sa Semom bodovanja

VIl razred

1. zadatak (Dio pod a) nosi 7 bodova, a dio pod b) nosi 13 bodova.)

Rjesenje. A= (1 - 1) = (1 - 1) :0.4 =

1 1
0, —_ = = — = ). 1
3/ood3 100 3~ 100 0.01 [3 bodal]

Napomena: Ako ucenik rezultat ostavi u obliku ﬁ , i dalje dobija sve bodove.

i otiti iednati ihbrojeva: 14 Ly Lyl x _ %
b) Rijesiti jednacinu u skupu realnih brojeva: . + ™ + py + = + 200 =10 ' XF 0.

Rjesenje.
1 1 X X

1,1
1. nacin: et —t—4—+ ===
x+2x+4x 5x 400 10

400+200+100+80+x2_ X

200 =70 [3 boda]
780 + x? I
400x 10

10(780 + x2) = 400x2 [3 boda]
7800 + 10x2 = 400x2

400x2 — 10x2 = 7800

390x2 = 7800 [2 boda]

x% =20 [1 bod]

X1/, = #V20 = +2V5 [2 boda + 2 boda]



2. nacin:

3. nacéin:

Napomene:

x%2 =20 [3 boda]

X172 = V20 = +2V5 [2 boda + 2 boda]

L X X 00
x  2x Tax T5x 200 - 10 /4O

400 + 200 + 100 + 80 + x? = 40x? [6 bodova]

390x? = 7800 [2 boda]
x%2 =20 [1bod]

X172 = +v20 = +2V5 [2 boda + 2 bodal]

Ako ucenik dobije samo rjesenje 25 (ali ne i —2+/5), gubi 2 boda.

U skladu s napomenom koja je ucenicima data uz tekstove zadataka, u¢enik
zasluZuje sve bodove ako i ne izvrsi djelomicno (parcijalno) korjenovanje, tj. ako
ostavi rezultat u obliku ++/20.



2. zadatak

Rjesenje.

Dati su pravougli trouglovi ABC, ACD i ADE kao na slici. Takoder, na slici su date duZine
stranica AB, BC,CD i DE. Visina CF trougla ACD je produZena do presjeka sa pravom
AE, te je tacka presjeka oznacena sa G.

a) Odrediti duzinu duzi AE.
b) Odrediti duzinu duzi CF.

c¢) Odrediti duZinu duzi EG.

a) Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na trougao
ABC, vrijedi

AC? = AB? + BC? = 24* + 10? = 676,
tj.
AC = 26. [2 bodal]
Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na trougao ACD, vrijedi
AD? = AC? + CD? = 676 + 100 = 776,
tj.
AD =776 = 24/194.[2 boda]
Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na trougao ADE, vrijedi
AE? = AD? + DE? = 776 + 100 = 876,
tj.

AE =+/876 = 2v/219.[2 bodal]

b) Povrsinu P trougla ACD moZemo izraziti na dva nacina:

AC-CD AD-CF
P = > = ,[3 boda]

pa uvrstavanjem vec izracunatih vrijednosti dobivamo jednadzbu:

26-10 2194 -CF
2 2 ’

odakle je

130  130V194  65V194

CF =
V194 194 97

.[3 boda]



Napomene:

c) Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na trougao CFD, vrijedi

1302 16900 1250

DF? =(CD? — CF? =10 — = —
194

194 97’
tj.
o V1250 _25V2 _ 25V194
© V97 V97T 97

Prave DE i CG su okomite na pravu AD, pa su prave DE i CG paralelne. [1 bod] Sada na
osnovu Talesove teoreme imamo:

.[1 bod]

AD _AE

ﬁ = E , [4- boda]

odakle je

25v2
o AE-DF _ 219 "= 25V2-219  25v219

= = = 2 boda
AD 2V194 V97 - /194 97 [ ]

U skladu s napomenom koja je u¢enicima data uz tekstove zadataka, ucenik zasluzuje
sve bodove ako i ne bude vrsio djelomic¢no (parcijalno) korjenovanje.
Bod koji se dobija za racunanje duZi DF moZe se osvojiti i ako ucenik izracuna duz AF
(jer kasnije moze primijeniti Talesovu teoremu s drugim omjerom u kojem se pojavljuje
AF). Naravno, ako ucenik izracuna obje duZi (i DF i AF), i dalje dobija 1 bod.
4 boda koja se dobijaju za primjenu Talesove teoreme ucenik moze osvojiti i ako
umjesto omjera koji je koristen u ovom rjesenju napise neki od sljede¢a dva omjera:
AF AG . AF AG
ﬁ = E ili E = E .



3. zadatak

Rjesenje.

Napomena:

Cijena ulaznice za prikazivanje filma ,,Oppenheimer” u jednom kinu bila je 15 KM. Za
prikazivanje filma , Barbie” cijena ulaznice je bila niZa. Zahvaljujuci tome, broj gledatelja
filma ,,Barbie” bio je za 50% veci od broja gledatelja filma ,Oppenheimer”, a ukupan
novcani prihod od prikazivanja filma ,Barbie” bio je za 25% vedi od ukupnog novéanog
prihoda za prikazivanje filma ,Oppenheimer”. Kolika je bila cijena ulaznice za ,,Barbie”?
Odgovor obrazloziti!

Neka je y broj gledatelja filma ,,Oppenheimer”.
Ukupni novcani prihod od filma ,,Oppenheimer” je 15y KM. [4 boda]

S obzirom da je broj gledalaca filma ,,Barbie” 50% vedi od broja gledaoca filma
,Oppenheimer”, imamo da je broj gledalaca filma ,,Barbie” jednak

y+50%o0dy=1y+ 0.5y = 1.5y.[3 boda]
Neka je x cijena ulaznice za film , Barbie”.
Ukupan novcani prihod od filma ,Barbie” iznosi 1.5y - x. [3 boda]

S obzirom da je ukupan nov¢ani prihod od filma ,,Barbie” za 25% veci od ukupnog
novcanog prihoda od filma ,,Oppenheimer”, vrijedi:

1.25-15y = 1.5y - x [5 bodoval]
Nakon dijeljenja sa y dobijamo
1.25- 15 = 1.5x,[3 boda]
odakle je
x = 12.5[2 boda]

Dakle, cijena ulaznice za film ,,Barbie” iznosi 12.5 KM.

Ako ucenik ne napiSe eksplicitno da je prihod od filma ,Barbie” jednak 1.5y - x, ali
dobije relaciju 1.25 - 15y = 1.5y - x (tj. ova dva koraka izvrsi kao jedan), i u tom slucaju
osvaja svih 3 + 5 = 8 bodova za te korake.



4. zadatak

Rjesenje.

Napomene:

Odrediti najmanju vrijednost izraza |x + 4| — |x| + |x — 3] u skupu realnih brojeva.
Odgovor obrazloziti!

Vrijedi:
I+ 4] = {—)Cx+—4l’l-,ziaxx2<_—44 [1 bod]
= (72 1 boa
I —3] = {—xx_+3é,zgaxx2<33 [1 bod]

Posmatrajmo sljedece slucajeve: [2 boda]

l.zax < —4je

lx+4|—|x|+|x—3|=—x—-4+x—-—x+3=—-—x—1.[1bod]
Izraz —x — 1 ima to manju vrijednost Sto je x veci broj. Kako je x < —4, to je —x > 4 pa
je —x — 1 > 3. Dakle, na ovom intervalu vrijednost izraza je veca od 3.[2 boda]

2.za—4<x<0je

lx+4|—|x|+|x—3|=x+4+x—x+3=x+7.[1bod]
Izraz x 4+ 7 ima to vecu vrijednost $to je x vedi broj. Dakle, najmanja vrijednost tog izraza
postize se kada je x jednako —4, i ona iznosi 3. [2 boda]

3.z2a0 <x < 3je

|x +4|—|x|+|x—=3|=x+4—x—x+3=—x+7.[1bod]
Izraz — x + 7 ima to manju vrijednost sto je x veci broj. Dakle, najmanja vrijednost tog
izraza postize se kada je x jednako 3, tj. i ona iznosi 4. [2 boda]

4.zax > 3je

|x +4|—|x|+|x—-3|=x+4—x+x—-3=x+1.[1bod]
Izraz x + 1 ima to vecu vrijednost $to je x veci broj. Kako jex > 3,tojex + 1 > 4.
Dakle, na ovom intervalu vrijednost izraza je veca od 4. [2 boda]
Iz svega analiziranoga, zaklju¢ujemo da je najmanja vrijednost datog izraza jednaka 3.
[3 boda]

2 boda nosi pravilno posmatranje mogucih intervala za x (ova napomena se odnosi na
dio ,,Posmatrajmo sljedede slucajeve”)

Dopustit ¢éemo ucenicima malu nepreciznost, s obzirom na njihov uzrast. Naime, ukoliko
ucenik u sluéaju x < —4 kaze da je najmanja vrijednost izraza jednaka 3, treba mu
priznati sve bodove predvidene za taj korak (iako izraz na tom intervalu nema minimum,
jer x ne moZze biti jednako —4). Ova nepreciznost se dopusta i za ostale slucajeve.



5. zadatak

Rjesenje.

Za unutrasnje uglove trougla ABC vrijedia : f : y = 3 : 5 : 4. Prava koja prolazi vrhom
C i centrom O opisane kruZnice trougla ABC sijece stranicu AB u tacki D. IzraCunati

odnos AD: DB. Odgovor obrazloziti!

lz a:B:y=3:5:4 slijedi
a =3k =5ky=4k pa iz
a+ [ +y=180° dobijamo
12k = 180°, tj. k = 15. Dakle,
a =45° [ =75°y = 60°.

Na osnhovu teoreme o]
centralnom i periferijskom uglu,
2AOB = 2-60° =120° Kako
je trougao AABO jednakokraki
(jer je OA=0B), slijedi
2BAO = £ABO = 30°.

Dalje, £OBC = 75° — 30° = 45°. Kako je trougao AOBC jednakokraki, slijedi ZOBC =
£4BCO = 45°, pa je £COB =90° (ovo smo mogli zakljuciti i ovako: ugao 2COB je
centralni ugao nad tetivom CB, pa je £COB = 24CAB). Odatle je £BOD = 90°, pa je
£20DB = 60° i £DOA = 120° —90° = 30°. Dakle, trougao AADO je jednakokraki s

jednakim krakovima AD = DO.

U trouglu ADBO, ugao 4BOD je pravi, £0DB = 60°, 4DBO = 30° pa je to
karakteristi¢ni trougao (polovina jednakostrani¢nog trougla). Zbog toga je DB = 2D0.

Kona¢no je AD: DB = D0:2D0 = 1: 2.

Sema bodovanja:

= Qdredivanje uglova a, ,y: 4 boda

= Zakljucak da je ZBAO = £ABO = 30° (pomocu odredivanja ugla £AOB ili na neki drugi nacin):
4 boda

=  Zakljucak da je bilo koji od uglova 2BOC i £B0OD pravi: 3 boda

= Zakljucak da je trougao AADO jednakokraki, tj. AD = DO: 3 boda

=  Zakljucak da je ADBO polovina jednakostrani¢nog trougla, te zbog toga DB = 2D0: 4 boda

= Zakljucak daje AD:DB = 1:2: 2 boda




Opcinsko takmicenje iz matematike ucenika osnovnih skola Kantona Sarajevo
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Rjesenja zadataka sa Semom bodovanja

IX razred

1. Datjeizraz
3x%y—xy?

— 3 _ 2 _ 402 3
I = Wiy xiyiys 3x? =3xy“—x“y+y> #0.

a) Pojednostavitiizraz I Sto je viSe mogude.
b) lzradunati vrijednost izrazal zax = V3 + V2 i y = V3 —+2.

Rjesenje.
a) U brojniku moZemo izvuci zajednicki faktor xy, a u nazivniku grupirati prva dva i zadnja dva
¢lana:
[ = 3x%y — xy? 3 xy(3x — y) B xy(3x —y)
3x% —3xy? —x?y+y®  (3x° —3xy?) - (x*y —y®) 3x(x*—-y?) —y(x?-y?)
xyBx—y)  xy

T2 —yN@x—y) A2 —yP
b) Uvrétavanjem x =3 ++/2 i y = v/3 — /2, dobijamo:

_ (VB+V2)(V3-V2) 3-2
(V3+v2) —=(V3-+2)" 3+2V3-V2+2-(3-2V3-V2+2)
1 1
" 542V6-5+2V6 4V6
Napomena: Takoder, vrijednost izraza za x = v/3 + V2 iy = v/3 — V2 smo mogli izraunati

v .. .. . xy
uvrstavajuci te vrijednosti u ——————:
) ) (=) (x+y)

. (V3 +v2) (V3 - V2) 3-2 1
TVt vi-(VB-V2)|[V3+va+ (V3-V2)] 2vZ-2v3 46

Sema bodovanja:
Dio pod a) vrijedi 10 bodova, i to:
e ako ucenik rastavi brojnik kao 3x%y — xy? = xy(3x — y): 2 boda
e ako ucenik grupira ¢lanove u nazivniku tako da se dobije zajedni¢ki faktor (3x3 — 3xy? — x2y +
y3 =3x(x? —y?) — y(x? —y?)ilikao 3x® — 3xy? — x%y + y3 = x2(3x — y) — y2(3x — y)):

3 boda
e nazivnik napisan kao (x? — y2)(3x — y): 3 boda
. . . Xy . _ xy .
e izraz pojednostavljen kao I = o ilikaol = T 2 boda

Dio pod b) vrijedi 10 bodova, i to:
e ako ucenik uvritavanjem x = 3 + /2 iy = v/3 — 2 dobije 3 — 2, tj. 1 u brojniku: 3 boda
e ako ucenik uvrdtavanjem x = V3 + V2 i y = v/3 — /2 u nazivniku dobije 3 + 2v3 V2 + 2 —
(3—2V3-v2+2),ili[V3++v2 - (V3 -+2)|[V3+ V2 + (V3 -V2)|j. 22 - 2v/3: 4 boda
V6

e ako ucenik dobije konacno rjesenje —L_ili ¥% 3 boda
46 24



2. Jednakostrani¢ni trougao ABC i jednakokrako-pravougli trougao DEF imaju jednake obime.
Povrsina trougla DEF iznosi 81 cm?. Izradunati povrsinu trougla ABC.
Rjesenje.

Uocimo da pravougli trougao moze biti jednakokraki samo ako su mu katete jednakih duzina. Ako
oznac¢imo duZine kateta sa b, a duZinu njegove hipotenuze sa ¢, njegov obim i povrsinu raCunamo po
formulama:

. 2
N 0=2b+cP="2="
Posto je povrsina jednakokrako-pravouglog trougla DEF 81 cm?,
slijedi:
; b?
b _— = 81
2

b?=81-2 =162
i posto je b duZina katete (dakle, mora biti pozitivna vrijednost): b =

] " V162 =+81-2=9V2cm.

b

Primjenom Pitagorine teoreme na ovaj trougao dobijamo:
c2=b%+b? 2c?=2b%> >c>=2-162=324 = c =+/324=18cm.
Sad mozemo izracunati obim trougla DEF:
0=2b+c=2-9V2+18=18V2+18 = 18(V2 + 1)cm.
Ako oznacimo duzinu stranice jednakostrani¢nog trougla ABC sa a,
C njegov obim je jednak O = 3a, pa kako trougao ABC itrougao DEF
imaju jednake obime, imamo:

a “ 3-a=18(V2+1) s a=6(V2+1)cm.

a?\3

4 ’

Kako je povrsina jednakostrani¢nog trougla ABC datasa P =
g imamo:

a

P = =
4 4 4 4

2
vz : . 2 : : : :
a?J3 (6( 2+1)) V3 _ 36:(V2+1)"V3 _ 36:(2+2V2+1)-V3 _ 36 (3+iﬁ) V3 _ 9(3 12 /—2) V3 em?

Napomena: Rezultat moZemo ostaviti u ovom obliku ili u nekom od ekvivalentnih, npr.

P =9(3vV3 + 2V6) cm?.

Sema bodovanja:

e izracunata duZina katete trougla DEF: 5 bodova (1 bod za navodenje formule za povrsinu
jednakokrako-pravouglog trougla, te jos 4 boda za pravilno izracunavanje katete)

e izracunata duzina hipotenuze trougla DEF: 4 boda

e izracunat obim trougla DEF: 2 boda

e izracunata duzina stranice trougla ABC: 4 boda

e izracunata povrsina trougla ABC: 5 bodova (1 bod za navodenje formule za povrsinu
jednakostranicnog trougla, te jos 4 boda za pravilno izracunavanje povrsine)



3. Admir ima deset jednakih kuglica i deset jednakih kockica. Poznato je da dvije kuglice i tri
kockice zajedno imaju masu 21,5 grama, a da tri kuglice i dvije kockice zajedno imaju masu 19,5
grama.

a) Odrediti koliku masu imaju svih deset kuglica i deset kockica zajedno.
b) Odrediti pojedinacnu masu kuglice i pojedinacnu masu kockice.

Rjesenje.

Oznacimo sa x masu kuglice, a sa y masu kockice. Prema uslovu zadatka imamo da vrijedi

2x+3y =215
3x + 2y =19,5.
a) Ako saberemo dvije gornje jednadzbe imamo
5x 4+ 5y = 41.
MnoZenjem sa 2 dobijemo da je
10x + 10y = 82.

Dakle, masa svih deset kuglica i deset kockica zajedno iznosi 82 grama.

b) RjesSimo sistem jednadzbi
2x + 3y =215
3x + 2y = 19,5.
MnozZenjem prve jednadzbe sa 2, a druge sa —3, dobijemo
4x + 6y = 43,
—9x — 6y = —58,5.
Zbrajanjem ove dvije jednadzbe dobijemo
—5x = —15,5.
Odavde je x = 3,1. Sada iz npr. 2x + 3y = 21,5 lako dobijemo daje y = 5,1.
Dakle, kuglica ima masu 3,1 gram, a kockica ima masu 5,1 gram.

Sema bodovanja

e ako ucenik napise uslov zadatka u vidu sistema 4 boda

e ako ucenik odredi tac¢an zbir svih 10 kuglica i kockica zajedno 6 bodova

e rjeSavanje sistema i pronalazak ta¢nog rjesenja x = 3,1iy = 5,1 vrijedi 10 bodova
(ukoliko ucenik zapocne ispravno rjesavanje sistema npr. metodom suprotnih koeficijenata,
metodom smjene ili grafickim metodom, ali pogrijesi u racunu i ne dobije ispravno rjeSenje,
moze osvojiti maksimalno 5 od ovih 10 bodova)

Napomena.
Ucéenik/ca moze prvo rijesiti zadatak pod b), pa onda pod a) i to ne utice na njegove/ne bodove.



4. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da vrijedi
x3 +y3 =2024 + x%y + xy2.
Rjesenje.
Imamo sljededi niz ekvivalencija
x3+9y3=2024+x%y+xy? &
(x+Y)(x?—xy+y?) =2024+xy(x+y) &
x+y)(x?—xy+y%2—xy)=2024 &
(x+y)(x? —2xy +y?) = 2024 ©
(x +y)(x —y)? = 2024.

Kako je 2024 = 23 - 11 - 13, primijetimo da su jedini kvadrati koji dijele 2024 brojevi 1 i 4. Zbog
toga imamo sljedece slucajeve:
1) (x—y)2=1lix+y=2024

Medutim, zbog x —y = %1, brojevi x i y su razliCite parnosti, pa im je zbir neparan, te ne

moze biti jednak 2024. Dakle, ovaj slu¢aj nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.
2) (x—y)?=4ix+y=7506

Tada je x —y = £2, paimamo sljedece podslucajeve:

i) x—y=2ix+y=>506
Sabiranjem ovih jednacina dobijamo 2x = 508, odakle je x = 254, pajey =
x —2 =252

ii) x—y=—-2ix+y=>506
Sabiranjem ovih jednadina dobijamo 2x = 504, odakle je x = 252, pajey =
x+ 2 = 254.
Dakle, jedina rjeenja su (x,y) € {(254,252),(252,254)}.

Sema bodovanja
e Svodenje jednatine na (x + y)(x — y)? = 2024 vrijedi 6 bodova
(ukoliko ucenik ne svede jednacinu na gornji oblik, nego na jedan od sljedecih oblika:
(x +y)(x? = 2xy + y?) = 2024 ili (x? — y?)(x — y) = 2024, dobija 4 boda od ovih 6)
e konstatacija da su jedini kvadrati koji dijele 2024 brojevi 1 i 4 vrijedi 5 bodova
e Odbacivanje slu¢aja (x — y)? = 1ix +y = 2024 vrijedi 4 boda
(moguce je da uéenik ovaj slucaj rje$ava kao slu¢aj (x — y)?> = 4ix +y = 506, te pritom
dobije necjelobrojna rjesenja sistema. Ako je taj postupak proveden ispravno, uc¢enik dobija
sva 4 boda. Medutim, ako izostavi jedan od podslu¢ajeva, x —y = 1ix +y = 2024ilix —
y=—1ix+y = 2024, dobija 2 od ova 4 boda)
e Rjedavanje slu¢aja (x —y)? = 4ix + y = 506 vrijedi 5 bodova
(ukoliko ucenik izostavi jedan od podslucajeva, a drugi ispravno rijesi, dobija 3 od ovih 5
bodova)
Napomena:
Broj 2024 se na 8 nacina moZe napisati kao proizvod dva prirodna broja:
1-2024=2-1012=4-506=8-253=11-184=22-92 = 23-88 = 44 - 46.
Zbog toga postoji 16 slucajeva za brojeve x + y i (x — y)?. Konstatacija da su jedini kvadrati koji
dijele 2024 brojevi 1 i 4 nam odbacuje 14 od tih 16 sluéajeva, te smo mi samo ispitali preostala
dva slucaja. Medutim, u¢enik moze redom krenuti ispitivati slucajeve, ali se slu¢ajevi u kojima je
(x — y)? jednak broju koji nije potpun kvadrat lako odbacuju (npr. x + y = 92, (x — y)? = 22).
Kako u Semi bodovanja ovaj korak nosi 5 bodova, ovih 14 slu¢ajeva zajedno nose 5 bodova.
Ako ipak ugenik rjeava jednacinu u obliku (x? — y2)(x — y) = 2024, tada mora posmatrati i
slucajeve kada su oba faktora negativna, te zbog toga ima 32 slucaja. Kako svodenje na oblik
(x? —y?)(x — y) = 2024 nosi 4 boda, to svaki od ta 32 slu¢aja nosi 0.5 bodova.



5. Sara je nacrtala kvadrat ABCD sa stranicom duZine a. Potom je Hana nacrtala trougao AED tako
da su zadovoljeni sljededi uslovi (vidi sliku):
e stranice AE i DE sijeku stranicu BC u tackama F i G, redom;
e povrsina trougla AED je dva puta veca od povrsine kvadrata ABCD.
a) Odrediti povrsinu trougla FEG izrazenu preko a.
b) Odrediti povrsinu ¢etverougla AFGD izrazenu preko a.

D C
pe——————
G
E
F
A B

Napomena: Gornja slika sluzi samo u ilustrativne svrhe, nije za mjerenje.

Rjesenje.

Spustimo visinu trougla AED iz vrha E. Neka ona sije¢e AD u tacki P, a FG u tacki Q. Posto je
ABCD kvadrat, to je stranica AD paralelna sa BC, a kako je EP okomito na AD, to je i EQ
okomito na FG. Dakle, EQ je visina trougla FEG (2 boda) (vidi sliku ispod).

D C
—
G
B B E
=] Q
F
A B

Povrsina kvadrata ABCD iznosi a?, pa je povrsina trougla AED jednaka 2a?. S druge strane,
b - AD-EP _a-EP
AED — 2 - 2 .

Dakle,
a-EP
2

= 2a?,
odakle je
EP = 4a. (3 boda)
Kakoje PQ = AB = aiEQ = EP — PQ, toje EQ = 3a, (2 bod)
pa je povrsina trougla FEG jednaka
FG-EQ 3a-FG
Prpc = ——5—=———(1bod)
Uocimo da je ¢etverougao AFGD trapez (Cije su osnovice duzi AD = a i FG, a visina AB = a), i
njegova povrsina je data sa

AD+FG __ a+FG
Pirgp = T-AB =— *a.(1bod)
Dakle, da bismo nasli povrsine figura koje se traze u zadatku izrazene pomocu a, dovoljno je nadi
duzinu stranice FG izrazenu pomocu a. NalaZenje duZine ove duZi nosi 7 bodova:




I naéin za FG:
Primijetimo da je povrsina trougla AED jednaka zbiru povrsine trougla FEG i povrSine trapeza
AFGD (3 boda), pa je

3a-FG a+FG

2a? st a (2 boda)
MnoZenjem sa 2 i skradivanjem sa a dobijemo 4a = 3FG + a + FG.
Odavde je
—  3a
FG = T (2 boda)
Il nacin za FG:

Koristit cemo Talesov teorem.
Kako je AP || FQ i DP || GQ, (jer leZe na paralelnim stranicama AD i BC), to moZemo primijeniti
Talesovu teoremu (1 bod), pa imamo

4P:FQ = EP:EQ = 4:3,(1 bod)
DP:GQ = EP:EQ = 4:3,(1bod)
Odavde imamo
FO = > 4P, (1 bod)
G0 = >DP,(1bod)
Kakoje FG = FQ + GQ i AD = AP + DP, to je
FG =FQ+GQ = >AP +2DP = > (4P + DP) = 2D = 2. (2 bod
=FO+Go=gAP+ PP =7 =3AD =7 - (2boda)

Il naéin za FG:
Primijetimo da su trouglovi AED i FEG slicni (podudarni uglovi u vrhovima A i F i vrhovima D i
G). (2 boda) Zbog toga se njihove visine odnose kao stranice, pa je
AD:FG = EP:EQ = 4:3,(3 boda)
odakle je

FG =240 = °%. (2 bod
=1 —4.( oda)

Sada lako moZemo izracunati povrsine trazenih figura.
a) Povrsinatrougla FEG jednaka je

- 3a
3a-FG_3a'T 9q?

b) Povrsina Cetverougla AFGD jednaka je
S 3a
a+FG a+7 7a?
Pyrcp = > a= > a= 5 (2 boda)

(Povrsina cetverougla AFGD se mogla izraunati i kao
9a?

2
_ _ 2 _7a
Pyrep = Pagp — Prec = 2a B - &8 )

Napomene:
e Ucenik moZze prvo rijesiti zadatak pod b), pa onda pod a), to ne uti¢e na njegove bodove.
e Za odredivanje duzi FG ucenik moze dobiti bodove samo iz jednog od tri prezentirana
nacina. Na primjer, ako uéenik zaklju¢i da moze primijeniti Talesov teorem na AP || FQ i
DP || GQ (3to vrijedi 1 bod) i sliénost trouglova AED i FEG ($to vrijedi 3 boda), i ne
napravi nikakav daljni progres, dobija 3 boda (a ne 3+1=4 boda) . Dakle, bodovi za I, Il i
Il nacin nisu aditivni.



