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Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
6. marta/ozujka 2023.

VI razred

a) IzraCunati vrijednost broja A4, gdje je
A=(7-67—-3-19)-8—-(24-38—-5-169) - (624 —5-25)

b) Odrediti ostatak koji broj A daje pri dijeljenju sa 13.

Dati su skupovi: 4 = {1,2,3,5,7,9}, B = {2,3,4,5,6,9}, C = {1,2,5,7}.
a) Odrediti (AN C) U (A\ B).

b) Odrediti skup X tako da vrijedi:

XUA=1{1235,7809}, X NB =1{259}, C\X ={1}.

Napomena: Obavezno objasniti kako ste odredili elemente skupa X.

Odrediti sve Sestocifrene brojeve oblika 3ala5b koji su djeljivi sa 15.

Napomena: Cifre a i b ne moraju biti razlicite.

Emil je zamislio neki prirodan broj. Najprije je tom broju dodao 13, zatim je
novodobijeni broj pomnoZio sa 4, te je rezultat saopstio Nori. Ona je od rezultata
najprije oduzela 11, nakon ¢ega je tako dobijeni broj podijelila sa 7. Dobila je broj
123. Koji je broj Emil zamislio?

Tacka M je na stranici AB pravougaonika ABCD takva da je duz AM dvostruko
duZa od stranice BC, dok je duz BM za7 cm duza od duzi AM. Ako je obim
pravougaonika jednak 114 cm, odrediti povrsinu pravougaonika.

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena

upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
6. marta/ozujka 2023.

VIl razred
IzraCunati vrijednost izraza
2051 025+3 (23 1
= b2 - +2

5

U trouglu AABC unutrasnji ugao kod vrha A iznosi 80°. Simetrala ugla £BAC
sijeCe stranicu BC utacki D. Ako vrijedi AD = AC, odrediti vrijednosti unutrasnjih
uglova trougla AABC. Odgovor detaljno obrazloziti!

Direktor skole je planirao da povede odredeni broj u¢enika na izlet. Prijavilo ih se
% viSe nego Sto je planirano. Prije odlaska, % prijavljenih ucenika se razboljelo, pa
nisu mogli otiéi na izlet. Na kraju je na izlet otislo 6 uenika manje od planiranog.
Koliko je ukupno ucenika otiSlo na izlet? Odgovor detaljno obrazloZiti!

Cifre a,b,c su takve da su koli¢nici 6a3b : 36 i 7a4c : 45 prirodni brojevi.
Odrediti koji od ovih koli¢nika je veci i za koliko. Odgovor detaljno obrazloziti!

Napomena: Cifre a, b, c ne moraju biti razlicite.

Dat je trougao 4ABC u kojem je £BCA = 74°. Na produzZetku stranice CA preko
tacke A data je tacka D, a na produzetku stranice CB preko tacke B data je tacka
E tako da vrijedi AD = BE i CD + CE je jednako obimu trougla 4ABC. Ako je
tacka M sredina stranice AB, odrediti vrijednost ugla ZDME. Odgovor detaljno
obrazloziti!

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena

upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
6. marta/ozujka 2023.

VIl razred

Zadatak 1. U sali se nalazi 75 osoba, od kojih su 76% Zene. U salu ulazi jo$ 15 osoba, nakon
Cega se u sali nalazi 70% Zena. Od 15 osoba koje su usle u salu, koliko je
muskaraca, a koliko zena?

Zadatak 2. a) Neka je d > 4 realan broj. Odrediti sve moguce vrijednosti izraza
Jd?2+d—|d|+|d— 4| - 2d.
b) Neka je ¢ < 0 realan broj. Odrediti sve mogudée vrijednosti izraza

Ve +c+ e+ |c— 4] + 2c.

Zadatak 3. Date su tacke 4, B, C, D, E kao na slici, pri ¢emu
su prave BD i CE paralelne. Poznato je da

vrijediZ2 =2, AD - DE = 96, CE = 35.
BC 2
a) Odrediti duzinu duzi AE.

b) Odrediti duzinu duzi BD.

Zadatak 4. Odrediti sve Cetverocifrene brojeve abcd takve da vrijedi:

a + ab + abc + abcd = 2023.

Napomena: Cifre a, b, ¢, d ne moraju biti razlicite.

F
Zadatak 5. U pravougaoniku ABCD duZina dijagonale BD je 8, a
duZina stranice BC je 5. Konstruisan je pravougaonik C
DBEF tako da njegova stranica EF prolazi kroz vrh
C (kao na slici). Odrediti povrsinu petougla ABEFD. E
A B

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena
upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
6. marta/ozujka 2023.

IX razred
Dat je izraz
1 1
A= a_b_. a’b? . ab (ab # 0,a # +b)
- 1. 1(a+b)?*-3ab a?-b? T
a® b3

a) Maksimalno pojednostaviti izraz A.
b) Odrediti znak izraza A u ovisnosti od znaka parametaraa i b.

U rombu ABCD tacka P je na stranici AD takva da je BP L AD ivrijedi AP = 3i
PD = 2.

a) Odrediti povrSinu romba ABCD.

b) Odrediti duZine dijagonala romba ABCD.

Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da vrijedi
x% + 2x = y% — 28.

U pravouglom trouglu AABC sa pravim uglom u vrhu C kateta AC je dva puta
duZa od katete BC. Kvadrat CDEF je upisan u trougao AABC tako da tacka D lezi
na stranici AC, tacka E na stranici AB i tacka F na stranici BC. Odrediti omjer
povrsine kvadrata CDEF i povrSine trougla AABC.

Neka su a i b realni brojevi takvi da vrijedi —3 < a < 2i2b = a — 4. Odrediti
vrijednost izraza

J2a? + 10b2 — 8a + 20b + 18 + 31/10b% — 2a2 + 80b — 16a + 128.

Vrijeme za izradu zadataka je 150 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena

upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

RjeSenja zadataka i Sema bodovanja za VI razred

Zadatak 1. Odrediti skup X takav da vrijede sljededi uslovi:
- Xc<{1,234,5,6,78910}
- Xn{1,34,6,7,910} = {1,4,10}
- Zbir elemenata skupa X je djeljivsa 5
- Skup X sadrzi tacno 5 elemenata
Obavezno obrazloziti kako ste dosli do skupa X.

Rjesenje: Iz prvog uslova imamo da elementi skupa X mogu biti samo brojevi 1,2, ...,10. Iz drugog
uslova zaklju¢ujemo da elementi 1,4,10 pripadaju skupu X, dok elementi 3,6,7,9 ne
pripadaju skupu X.

Dakle, jedino jos treba ispitati da li elementi 2,5,8 pripadaju skupu X. Kako ve¢ imamo tri
elementa u skupu X, a on sadrzZi pet elemenata, to ¢e tacno dva od brojeva 2,5,8
pripadaju skupu X.

Zbir tri elementa u skupu X je 1 + 4 + 10 = 15, Sto je djeljivo sa 5, tako da i zbir dva
preostala elementa mora biti djeljiv sa 5. Primijetimo da 2 + 5 = 7 nije djeljivo sa 5, te
ni 5 + 8 = 13 nije djeljivo sa 5, dok 2 + 8 = 10 jeste djeljivo sa 5.

Dakle, zaklju€ujemo da brojevi 2 i 8 moraju pripadati skupu X, pa je X = {1,2,4,8,10}.

Sema bodovanja:

e zaklju¢ak da elementi 1,4,10 pripadaju skupu X: 4 boda

e zakluéak da elementi 3,6,7,9 ne pripadaju skupu X: 5 bodova

e zakljucak da ta¢no dva od elemenata 2,5,8 pripadaju skupu X: 4 boda

e zakljucak da je jedina mogucnost da brojevi 2 i 8 pripadaju skupu X: 6 bodova
e zapis konac¢nog skupa X: 1 bod



Zadatak 2.

Rjesenje:

Odrediti sve Sestocifrene brojeve oblika 1baa8b koji su djeljivi sa 36.
Da bi broj bio djeljiv sa 36, potrebno je da bude djeljivsa4i9.

S obzirom da broj 1baa8b mora biti djeljiv sa 4, to njegov dvocifreni zavrSetak mora biti
djeljiv sa 4. Kako su 80,84,88 jedini dvocifreni brojevi koji pocinju sa 8, a djeljivi su sa 4,
to zakljuéujemo b € {0,4,8}.

Da bi broj bio djeljiv sa 9, zbir njegovih cifara mora biti djeljiv sa 9, pa u nasem slucaju
brojl1+b+a+a+8+b =9+ 2a+ 2b mora biti djeljivsa 9.

Prvi slucaj: Ako je b = 0, broj9 4+ 2a + 2 - 0 = 9 + 2a mora biti djeljiv sa 9. Kako je a
cifra, t0je9<9+2a <9+ 18 =27,pa9 + 2a € {9,18,27}.Za 9 + 2a = 9 dobijamo
a=0,za9 + 2a = 18 dobijamo 2a = 9, $to je nemogude, aza 9 + 2a = 27 dobijamo
a = 9. Dakle, jedini brojevi u ovom slucaju su: 100080 i 109980.

Drugi slu¢aj: Ako je b = 4, broj9 + 2a + 2 -4 = 17 + 2a mora biti djeljiv sa 9. Kako je a
cifra, toje 17 <17+ 2a <17+ 18 = 35,pa 17 + 2a € {18,27}.Za 17 + 2a = 18
dobijamo 2a = 1, sto je nemoguce, aza 17 + 2a = 27 dobijamo a = 5. Dakle, jedini
broj u ovom slucaju je: 145584.

Tredi slucaj: Ako je b = 8, broj 9 + 2a + 2 - 8 = 25 4+ 2a mora biti djeljiv sa 9. Kako je a
cifra, to je 25 < 25 + 2a < 25+ 18 = 43, pa 25 + 2a € {27,36}.Za 25 + 2a = 27
dobijamo a = 1,a za 25 + 2a = 36 dobijamo 2a = 11, sto je nemoguce. Dakle, jedini
broj u ovom slucaju je: 181188.

Dakle, brojevi koji zadovoljavaju uslove zadatka su 100080,109980,145584,181188.

Sema bodovanja:

e zakljucak da je potrebno da broj bude djeljivsa 4 i 9: 2 boda
e zakljucak da dvocifreni zavrSetak mora biti djeljiv sa 4: 2 boda
e zaklju¢ak da b € {0,4,8}: 3 boda
e rjeSavanje sluc¢aja b = 0: 5 bodova, i to:
o 1bod za zaklju¢ak da zbir cifara mora biti djeljiv sa 9
o 1 bod za racunanje zbira cifara u ovom slucaju
o 3 boda za odredivanje mogucih vrijednosti za a
e rjesavanje slu¢ajab = 4: 4 boda, i to:
o 1bod za zaklju¢ak da zbir cifara mora biti djeljiv sa 9
o 1 bod za racunanje zbira cifara u ovom slucaju
o 2 boda za odredivanje mogudih vrijednosti za a
e rjesavanje slu¢aja b = 8: 4 boda (ista Sema kao za sluéaj b = 4)

Napomena: Ukoliko uéenik ne zakljuci da b € {0,4,8}, ali ipak navede kriterij
djeljivosti sa 9, dobija 2 boda. Ako pri tome izracuna zbir cifara, dobija joS 2 boda.
Konacno, ako zakljuci da broj a + b mora biti djeljiv sa 9, dobija jo$ 3 boda.



Zadatak 3.

Rjesenje:

Dvije prave se sijeku te obrazuju Cetiri ugla: a, 8,7y, 6

(kao na slici). Ako je ugao a za 47° veéi od zbira

uglova f i 6, odrediti vrijednost ugla y. Odgovor w«
obrazloziti! o

Kako su unakrsni uglovi jednaki, to je @ = y i B = 8. Iz uslova zadatka je
B+8+47° = q,
odakle zbog 8 = & dobijamo
2 +47°=a. (%)
Medutim, kako su a i § uporedni uglovi, to su oni suplementni, pa vrijedi « + 3 = 180°,
tj. @ = 180° — B. Uvrstavanjem posljednje relacije u (*) dobijamo
2 +47° =180° — B,
odakle nakon sredivanja dobijamo
38 = 180° —47° = 133°.
Sadaje f = % = 44°20", pajey = a = 180° — 44° 20" = 135°40".

Sema bodovanja:

zakljucak da je bilo koji par unakrsnih uglova jednak: 2 boda

e dobijanje relacije § + 6 + 47° = a: 2 boda

e dobijanje relacije 28 + 47° = a: 3 boda

e zakljucak da vrijedi @ + B = 180°: 2 boda

e dobijanje relacije 28 + 47° = 180° — 3: 4 boda (alternativno, ucenik moze
uvrstiti § = 180° — a u (*) te dobiti 2(180° — a) + 47° = «)

e rjesavanje jednacine i dobijanje vrijednosti y = 135° 40": 7 bodova



Zadatak 4.

Rjesenje:

8 32 10

a) Poredati razlomke 2391’29 od najmanjeg do najveceg. Odgovor obrazloziti!

b) Odrediti sve razlomke vece od % i manje od g Ciji je zbir brojnika i nazivnika jednak 99.

. , 8 v . 8 _ 84 32
a) Kako je 32 = 8-4, to ¢emo razlomak — prosiriti sa 4. Imamo da je — =— = —.
23 23 234 92

032,32, . . . - . . e .32 32
Razlomci o5 |57 IMaju isti brojnik, pa kako prvi razlomak ima veci nazivnik, to je % <or

. 8 _32
. — < —.
23 T’
Razlomke = i > ¢emo svesti na isti brojnik. Kako je najmanji zajednicki sadrzalac brojeva
. . . 8 85 _ 40 .10 _ 104 _ 40 . 40 . 40
8 i 10 jednak 40, imamo — = — = —, kao i — = — = —. Kako razlomci — i —
23 235 115 29 294 116 115 116

e . . L . 40 _ 40 . 8 _ 10
imaju isti brojnik, a prvi razlomak ima manji nazivnik, to je — > —, tj. = > —.
115 7 116’ 7 23 7 29

. .10 _ 8 _ 32
Dakle, vrijedi — < — < —.
29 ~23 91
. y . a v 1 2
b) Neka je na$ razlomak jednak > ProsSirujuéi razlomak 5 sa 11, a razlomak 5 sa 9,
.. 11 _a _18 _ . .. . . ,11.18 . . . S I
dobijamo — < — < —. Primijetimo da i razlomci — i — imaju zbir brojnika i nazivnika
88 b 81 88 81 "
. . v a v . a , ey ;e
jednak 99 (kao i nas razlomak E)' Trazeni razIomak; Ce biti veci od razlomka 35 S@amo ako
. /. .. . . ;. .. . . . .y a ., e ..
ima vedi brojnik (samim tim ¢e imati i manji nazivnik). Slicno, razIomakE ¢e biti manji od
18 . o L
razlomka g1 samo ako ima maniji brojnik (samim tim ¢e imati veci nazivnik). Na taj nacin

zakljuéujemo da su trazeni razlomci —,—,—,—,—i—.
87’86’8584’ 83 82

Sema bodovanja:
e dio pod a) nosi 6 bodova, i to:
. I 8 .32
o ispravno uporedivanje razlomaka 23 o1 2 boda
. _— 8 .10
o ispravno uporedivanje razlomaka 23 1 50" 3 boda
o ispravno redanje razlomaka: 1 bod
e dio pod b) nosi 14 bodova, i to:
S 1.2 11 .18
o zapisivanje razlomaka =i=kao —i—: 6 bodova
8 2 % 12 13 14 15 16.17
o objasnjenje zasto su jedina rjeSenja —=,—,—,—,— i—: 8 bodova

87’86°85°84°83 82

Napomena: U dijelu pod a), ucenik naravno moze uporediti razlomke na neki drugi nacin
(na primjer, svodenjem na zajednicki nazivnik). U dijelu pod b), u¢enik moZe na neki
drugi nacin pronaci trazene razlomke, ali je vazno da objasni zasto su to jedini razlomci
koji zadovoljavaju tvrdnju zadatka.



Zadatak 5.

Rjesenje:

Emil ima 12 Stapova: dva Stapa duZine 2 cm, tri Stapa duZine 3 cm, Cetiri Stapa duZine 4
cm, jedan Stap duZine 5 cm, jedan Stap duZine 6 cm, te jedan Stap duZine 12 cm.

a) Moze li Emil koristeci svih 12 Stapova napraviti pravougaonik kojem je jedna stranica
tri puta duza od druge? Odgovor obrazloziti!

b) Emil je Stap duZine y ostavio sa strane, a od preostalih 11 Stapova je napravio
pravougaonik kojem je jedna stranica tri puta duza od druge. Odrediti sve moguée
vrijednosti za y. Odgovor obrazloZiti! Za svaku od mogudéih vrijednosti za y nacrtati
jednu sliku koja pokazuje kako Emil moZe napraviti traZzeni pravougaonik za to y.

c) Moze li Emil koristec¢i svih 12 Stapova napraviti pravouganik ¢ija je povrsina jednaka
126 cm?? Odgovor obrazloziti!

d) Emil je sada Stap duZine z ostavio sa strane, a od preostalih 11 Stapova je napravio
pravougaonik ¢ija je povrina jednaka 126 cm?. Odrediti sve moguée vrijednosti za z.
Odgovor obrazloziti! Za svaku od mogucih vrijednosti za z nacrtati jednu sliku koja
pokazuje kako Emil moze napraviti pravougaonik povrsine 126 cm? za to z.

a) Neka jedna stranica (na primjer AD) ima duZinu x, a 3x
stranica AB duzinu 3x. Tada je i BC = x,CD = 3x, pa D C
je obim pravougaonika jednak 3x + x + 3x + x = 8x.
S druge strane, obim pravougaonika je jednak zbiru duzina X
svih Stapova, Sto je jednako
A 3X B
2:24+3-34+4-44+1-54+1-6+1-12=52.
Medutim, kako broj 52 nije djeljiv sa 8, to jednacina 8x = 52 nema rjesenje u skupu
prirodnih brojeva, te Emil ne mozZe napraviti pravougaonik koristeéi svih 12 Stapova.
b) Kako obim trazenog pravougaonika mora biti djeljiv sa 8, to broj 52 — y mora biti
djeljivsa8,pajey =4iliy = 12.
D3 3 3 4 5 o
Za y = 4, dobijamo 8x = 52 — 4 = 48, pa je x = 6, 2' * v ¢ d )
tj. AD =6cmiAB = 36 = 18 cm. Trazeni ¢
pravougaonik moZemo napraviti kao na slici desno. 4 4
A6 12 B
De 3 . 4 4 4
Za y =12, dobijamo 8x =52—12=140, pa je { * . * C
x=05, ti. AD =5cmiAB = 3-5 = 15 cm. TraZeni 2 2
pravougaonik moZzemo napraviti kao na slici desno. 3 3
A6 T 5 o 7 B

c) Neka je AB = ai AD = b. Tada je povrsina pravougaonika jednaka a - b, a obim
pravougaonika je jednak 2a + 2b. Dakle, mora vrijeditia - b = 126 i 2a + 2b = 52. Broj
126 moZemo na sljedece nacine zapisati kao proizvod dva prirodna broja:

126 =1-126=2-63=3:42=6-21=7-18=9-14.



Dakle, uz pretpostavku a < b (Sto moZemo pretpostaviti bez gubitka opstosti), imamo
(a,b) € {(1,126),(2,63),(3,42),(6,21),(7,18),(9,14)},

pa2a+ 2b € {254,130,90,54,50,46}.

Kako ni u jednom slucaju obim nije jednak 52, Emil ne moZe napraviti pravougaonik.

d) Primijetimo da je obim manji od 52 samo u slu¢ajevima (a, b) € {(7,18),(9,14)}, te
da je redom jednak 50 i 46 u tim slucajevima. Dakle, z = 2 iliz = 6.

6 4 4 4
. 0 s . . * ° C
U prvom slucaju, Emil ¢e sa strane ostaviti 2
Stap duZine 2 cm, te moZe napraviti trazeni 4
pravougaonik kao na slici desno. PovrSinaje 5
jednaka 18 -7 = 126 cm?. 3
A 12 3 3 B
D. 2 4 4 4
U drugom sluéaju, Emil ¢e sa strane ostaviti ¢ . * * oC
Stap duzine 6 cm, te moZe napraviti trazeni 4 3
pravougaonik kao na slici desno. PovrSina je  } )
jednaka 14 -9 = 126 cm?. 3
5 y
3
. * ®
A 12 2 B

Sema bodovanja:

e dio pod a) nosi 4 boda, i to:
o zaklju€ak da je obim pravougaonika kod kojeg je jedna stranica tri puta
duZa od druge oblika 8 - x: 1 bod
o zaklju€ak da je obim pravougaonika kojeg ¢e Emil napraviti od 12 Stapova
jednak 52 cm: 1 bod
o zakljucak da vrijedi 8x = 52, te da zbog toga nema rjesenja: 2 boda
e dio pod b) nosi 5 bodova, i to:
o zaklju€ak da su jedine opcijey = 4iy = 12: 3 boda
o primjerzay = 4:1 bod
o primjerzay = 12:1bod
e dio pod c) nosi 6 bodova, i to:
o zakljuéivanje (a,b) € {(1,126),(2,63),(3,42),(6,21),(7,18),(9,14)}:
3 boda
o odredivanje vrijednosti obima u svakom od tih slu¢ajeva: 2 boda
o zaklju€ak da zbog toga Emil ne moze napraviti pravougaonik: 1 bod
e dio pod d) nosi 5 bodova, i to:
o zakljucak da su jedine opcije z = 2 iz = 6: 3 boda
o primjerzaz = 2:1bod
o primjerzaz = 6:1bod



Kanton Sarajevo
OPCINSKO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
6. marta/ozujka 2023.

VIl razred
RjeSenja zadataka

1. lzracunati vrijednost izraza

3 /.1
4051 025+7 (23 1

: ——1+2
2 %JFM_ 5,25
Rjesenje.
Imamo,
3 1 1 7
4051 025+7 (23 1 4051 ztz (3 1
- : ——|+2=——— | =2—=)+2=
2 3,14 \525 3 2 3,147\ 1 3
5T Y , 5710 4
4051 7 7 1 4051 1 (28 1
>0 4 (32 +2=———:(———)+2:
2 §+Z 21 3 2 10°'\63 3
575 \4
_ 4051 1(4 1>+ _ 4051 14—3+2_
) 2'\9 3 T2 9 B
4051 11 4051 1 _ 4051 9 B
T2 2°9 2 2 ) 2 -
4042
:T+2:2021+2:2023'

Vrijednost trazenog izraza iznosi 2023.
Ukoliko ucenik nije dobio tac¢an rezultat, bodovi se dodjeljuju prema sljedecoj Semi.

Sema bodovanja.
e ispravno dobijena vrijednost brojnika 0,25 +% = 1 vrijedi 3 boda. Ako je uc¢enik samo

pretvorio 0,25 = % ili 0,25 = i, a nije tacno izraunao vrijednost brojnika, dobija 1 bod.
e ispravno dobijena vrijednost nazivnika % + 1,4 = 2 vrijedi 3 boda. Ako je uéenik samo

. 14 .. 7 .. v . v .. o ..
pretvorio 1,4 = T ili 1,4 = o @ nije tac¢no izracunao vrijednost nazivnika, dobija 1 bod.
1

2_
e ispravno dobijena vrijednost izraza u zagradi 5—235 —% = %vrijedi 6 bodova. Tih 6 bodova se
’ 7
dijeli na 1 bod za 2l = Z, 2 bodaza 5,25 = 5l = E, 2bodaza & = B ii 1 bod za tacan
3° 3 4 4 Z 63 9
Ly 411
izraun-—-= -,
9 3 9

. s ey 119
e ispravno pretvaranje dijeljenja u mnozenje, tj. izracun 39" Evruedl 4 boda.
e ako konacan rezultat nije tacan, bez obzira na vrstu (prirodu) greske koju je napravio, ué¢enik
Y . Lo S oy . . 4046
ne moze dobiti posljednja 4 boda. Ukoliko je konaéno rjesenje ostavljeno u obliku -

uceniku se priznaju svi bodovi.



2. U trouglu AABC unutrasnji ugao kod vrha A iznosi 80°. Simetrala ugla ZBAC sijece stranicu BC
u tacki D. Ako vrijedi AD = AC, odrediti vrijednosti unutrasnjih uglova trougla AABC. Odgovor
detaljno obrazloziti!

Rjesenje.
Kako je AD simetrala ugla £BAC, to je £BAD = £CAD = = 40°. (2 boda)
Kako je AD = AC, to je trougao AADC jednakokraki sa osnovicom CD, pa su uglovi na osnovici
jednaki, tj. ZADC = £ACD. (8 bodova)
Zbir uglova u trouglu AADC je 180°, paje £CAD + £ADC + £ACD = 180°, odnosno
40°+ 2 - 2ACD = 180°,

£LBAC

odakle dobijamo
180° —40° 140°
LACD = > =—= 70°.

Dakle, ZACB = 70°. (5 bodova)

Zbir uglova u trouglu AABC je 180°, pa je ZABC + £ACB + £BAC = 180°. Sada imamo

2ABC =180° — £ACB — £BAC = 180° — 70° — 80° = 30°. (5 bodova)
Ukoliko ucenik izrac¢una vrijednost £ABC iz trougla AABD koristeci vanjski ugao
£LADC = 70°, ili unutrasnji ugao £ADB = 180° — £LADC = 110°, takoder dobija 5
bodova.

Napomena.

Nacrtana skica ne nosi bodove. Takoder, za svaki izracunati ugao potrebno je obrazloZenje kako
je onizracunat. Dakle, ukoliko su vrijednosti uglova oznacene samo na skici, ne dodijeljuju se
bodovi.



Direktor skole je planirao da povede odredeni broj u¢enika na izlet. Prijavilo ih se 11—2 vise

nego $to je planirano. Prije odlaska, 12—3prijavljenih ucenika se razboljelo, pa nisu mogli

otic¢i na izlet. Na kraju je na izlet otiSlo 6 u¢enika manje od planiranog. Koliko je ukupno
ucenika otislo na izlet? Odgovor detaljno obrazloziti!

Rjesenje.

Oznacimo sa x planirani broj u¢enika (2 boda). Tada se za izlet prijavilo x + % ucenika (3 boda).
. 2 X v . . . .y x 2 x

Ukupno se razboljelo ’ (x + E) ucenika (3 boda), tako da je naizlet otislo x + TR (x + E)

ucenika (3 boda), sto je jednako x — 6. Dakle, moZzemo tekst zadatka pretvoriti u jednacinu
X 2 X
x+ﬁ_ﬁ(x+ﬁ) = x — 6 (3 boda)
ili njoj ekvivalentnu jednacinu
11( N X ) . 6
BT T
RjeSavanjem polazne ili njoj ekvivalentne jednacine dobijemo
11 13x 6
13 12 7
Sto je ekvivalentno sa
11x
—_— =X —
12
Odavde je

odakle slijedi da je

x = 72 (4 boda).
Dakle, direktor je planirao na izlet povesti 72 ucenika, pa je na izlet otislo ukupno 72 — 6 = 66
ucenika (2 boda).

Napomena.
e Ukoliko ucenik oznaci sa x planirani broj u¢enika i odmah zapise jednacinu u obliku
s X2 (x+ > )=x-6
SAEVEETICETY i
ili njoj ekvivalentnom obliku
11( N X ) _ 6
13V T2/ T

dobija svih 14=2+12 bodova.

e ZarjeSavanje jednacine nisu mogudi parcijalni bodovi, tj. uenik dobija 0 bodova ako mu
rjeSenje jednacine nije tacno, bez obzira na vrstu (prirodu) greske koju napravi.

e Ako ucenik sa x (ili nekim drugim slovom) oznaci broj ucenika koji su otisli na izlet, ali pri
tome ne formira smislenu jednacinu iz koje se moZe dobiti rjeSenje, i pri tome ne uvede
varijablu broj planiranih ucenika (bilo kao x + 6 ili novu varijablu y), u¢enik ne dobija
bodove.



4. Cifre a, b, c su takve da su koli¢nici 6a3b : 36 i 7a4c : 45 prirodni brojevi. Odrediti koji od ovih
koli¢nika je veci i za koliko. Odgovor detaljno obrazloziti!
Napomena: Cifre a, b, c ne moraju biti razli¢ite.

Rjesenje.

Broj 6a3b je djeljiv sa 36, pa je djeljivs 4 (1 bod) i sa 9 (1 bod).

Broj 7a4c je djeljliv s 45, pa je djeljivs 5 (1 bod) i sa 9 (1 bod).
Ucenik ne dobija bodove ukoliko je konstatovao djeljivost s 2 umjesto 4, odnosno s 3
umjesto 9.

Kako su ovi brojevi djeljivi s 9, njihovi zbirovi cifara su djeljivi s 9 (1 bod). Dakle, brojevi

6+a+3+b=a+b+9i74+a+4+c=a+c+ 11sudjeljivis9.

Broj je djeljiv s 4 ako mu je dvocifreni zavrietak djeljiv s 4 (1 bod), pa je 3b djeljivo s 4, odakle je

b = 2ilib = 6(3 boda).

Akojeb = 2,tadajea+ b+ 9 =a+ 11 djeljivos 9,a a = 7 je jedina cifra za koju to vrijedi.

Akojeb = 6,tadajea+ b+ 9 = a + 15 djeljivos 9, a a = 3 je jedina cifra za koju to vrijedi.

Dakle, da bi prvi koli¢nik bio cijeli broj, mora biti (a, b) = (7,2) ili (a,b) = (3,6) (1 bod)
Ucenik dobija ovaj bod i ako ne napise eksplicitno posljednju recenicu, ali zakljuci da su
to jedine dvije mogucnosti.

Broj je djeljivs 5 ako mu je posljednja cifra djeljiva s 5 (1 bod), paje c = 0ilic = 5 (2 boda).

Akojec =0,tadajea+c+ 11 =a+ 11 djeljivos 9, a a = 7 je jedina cifra za koju to vrijedi.

Akojec =5,tadajea+c+ 11 = a+ 16 djeljivos 9, a a = 2 je jedina cifra za koju to vrijedi.

Dakle, da bi drugi koli¢nik bio cijeli broj, mora biti (a,c) = (7,0) ili (a,c) = (2,5) (1 bod)
Ucenik dobija ovaj bod i ako ne napise eksplicitno posljednju recenicu, ali zakljuci da su
to jedine dvije mogucnosti.

Da bi oba koli¢nika bili cijeli brojevi, mora biti a = 7 (to je jedina zajedni¢ka mogucnost), pa

vrijedia =7,b = 2,c = 0. (4 boda)

Sadaje 6a3b : 36 = 6732 : 36 = 187 i 7a4c : 45 = 7740 : 45 = 172. Dakle, vedi je prvi

koli¢nik, i to za 187 — 172 = 15. (2 boda)

Napomena.
Ukoliko ucenik bez argumenta, ili uz neispravan argument, konstatuje da je prvi koli¢nik vedi, ne
dobija bodove.



5. Dat je trougao AABC u kojem je ZBCA = 74°. Na produZetku stranice CA preko tacke A data je
tacka D, a na produZetku stranice CB preko tacke B data je tacka E tako da vrijedi AD = BE i
CD + CE je jednako obimu trougla AABC. Ako je tacka M sredina stranice AB, odrediti
vrijednost ugla £ZDME. Odgovor detaljno obrazloziti!

Rjesenje.

Uvedimo oznake 2CAB = a i £CBA = . Posto je zbir uglova u trouglu jednak 180°, imamo da
jea+ B =180°— 74° = 106°. Po uslovu zadatka vrijedi CD + CE = CA+ CB + AB. S druge
strane, primijetimo daje CD + CE = (CA+ AD) + (CB + BE) = CA+ CB + 2AD, pa
izjednacavanjem ova dva izraza dobijamo daje CA+ CB + AB = CA+ CB + 2AD, j.

AD = % = AM = BM, jer je M sredina stranice AB. Dakle, vrijedi AD = BE = AM = BM.

2N

Ovo nam govori da su trouglovi AADM i ABEM jednakokraki, tj. vrijedi ZAMD = £ADM i
2BME = £BEM. Kako je £DAM = 180° — «, to je LAMD = £ADM = % Sli¢no, kako je

2EBM = 180° — 8, to je £BME = £BEM = g Sada je £DME = 180° — £AMD — £BME =

180° - azi = 180°— % = 180° — 53° = 127°.

Sema bodovanja.
e zaklju¢akdajea + 8 = 106°: 1 bod
e dokazdaje AD = BE = ATB: 5 bodova
e zakljucak da iz druge stavke slijedi da je trougao AMD jednakokraki (ili ako uéenik napise
samo £LAMD = £ADM ili AM = AE): 2 boda
e zakljucak da iz druge stavke slijedi da je trougao BME jednakokraki (ili ako ucenik napise
samo £BME = £BEM ili BM = BE): 2 boda



e zakljutak daje ZAMD = £ADM = g: 3 boda
e zakljutak daje .BME = +BEM = §: 3 boda

e zakljuak daje ZAMD + £BME = # = 53°: 3 boda
e nakraju, zaklju¢ak da je ZDME = 127°: 1 bod

Napomena.
Samo nacrtana skica vrijedi 0 bodova.



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

RjesSenja zadataka i Sema bodovanja za VIl razred

Zadatak 1. U unutrasnjosti pravougaonika ABCD nalazi se tacka M takva da je AM = 3cm, BM = 4cmi

Rjesenje.

CM = 5cm. Kolika je udaljenost tacke M od vrha D?

Oznac¢imo nepoznatu udaljenost tacke M od vrha D sa d. Posto je d udaljenost tacke M od
vrha D (i tacke M i D su razli¢ite), mora bitid > 0.

Ako povucéemo normalu kroz tacku M na stranice AB i CD datog pravougaonika i ozna¢imo
presjecne tacke normale i stranica AB i CD redom sa E i F, dobit ¢emo Cetiri pravougla
trougla: AEM, BME, MCF i FDM.Oznac¢imo duZinu duzi ME sa x, a duZinu duZi MF sa y, te
uocimo da je AE = DF i EB = FC (jer su AEFD i EBCF takoder pravougaonici).
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Primjenom Pitagorine teoreme na trougao AEM dobijamo:
AE? + x? =32 (1),

a primjenom Pitagorine teoreme na trougao BME dobijamo:
EB? + x? =42 (2).

Ako iz (1) i (2) izrazimo x2 kao x? =9 — AE? i x? = 16 — EB? redom, te izjednagimo,

dobijamo:
9 — AE? = 16 — EB?,
ti. EB2 — AE? =7 (3).

Primjenom Pitagorine teoreme na trougao MCF dobijamo FC? + y? = 52, tj. (sjetimo se da
je FC = EB):

y? =25—EB? (4),



a primjenom Pitagorine teoreme na trougao FDM dobijamo DF? + y? = d?, tj. posto je
DF = AE:

y? =d?— AE? (5).

1z (4) i (5) sad slijedi 25 — EB? = d? — AE?, tj. 25 — d? = EB? — AE? (6). 1z (3) i (6) sad
slijedi:

7 =25 —d?
d? =18

Posto je d > 0 to je rjedenje ove jednatine d = V18 = 3v/2cm.

Sema bodovanja:

e Povlacenje normale kroz tacku M na stranice AB i CD (ili analogno, na stranice BC i
AD): 1 bod

e Uocavanje 4 pravougla trougla: 2 boda
e Uocavanjedaje AE = DFiEB = FC: 3 boda

e Primjena Pitagorine teoreme na dobijene pravougle trouglove i dobijanje jednacina
AE? + x? =32, EB? + x? = 42, EB? + y?> = 52, AE? + y%2 = d? (ovih ili analognih
jednacina, ako je ucenik povukao normalu na stranice BC i AD): 8 bodova

e Svodenje problema na dvije jednacine EB? — AE? = 7125 — d? = EB? — AE?: 3 boda
e Dobijanje jednacine d? = 18 : 2 boda

e Dobijanje rje$enja d = v/18 = 3v/2cm: 1 bod



Zadatak 2.

Rjesenje.

Napomena:

Na tabli je napisano 100 razlicitih proizvoljnih prirodnih brojeva. Emin je svaki napisani
broj zaokruzio jednom od tri boje: plavom, Zutom ili bijelom. Dokazati da postoji barem
12 brojeva zaokruZenih istom bojom, koji pri dijeljenju sa 3 daju isti ostatak.

Posto je napisano 100 brojeva i zaokruzeni su sa tri boje, te posto je 100 = 3-33 4 1,
po Dirichletovom principu slijedi da su barem 34 broja zaokruZena istom bojom (dakle,
34 ili vise brojeva je zaokruzeno istom bojom). Oznacimo sa S skup tih brojeva.

Brojevi u skupu S su ili djeljivi sa 3 (pa pri dijeljenju sa 3 daju ostatak 0), ili pri dijeljenju
sa 3 daju ostatak 1 ili daju ostatak 2. Postoje samo ove 3 opcije za ostatak. Skup S ima
minimalno 34 elementa, te posto je34 =3-11+41, to po Dirichletovom principu
postoji barem 12 brojeva u skupu S koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3. Ti brojevi su
svakako zaokruZeni sa istom bojom (jer su svi iz skupa S), $to znaci da u pocetnom skupu
od 100 brojeva postoji barem 12 brojeva koji su zaokruZeni istom bojom i daju isti
ostatak pri dijeljenju sa 3.

Moglo se na analogan nacin prvo zakljuciti da postoje barem 34 broja na tabli koji daju
isti ostatak pri dijeljenju sa 3, a zatim da medu tim brojevima postoji barem 12 brojeva
koji su zaokruzeni istom bojom.

Sema bodovanja:

Zaklju¢ak da su po Dirichletovom principu barem 34 broja zaokruzena istom bojom: 9
bodova

Zakljucak da postoje samo 3 opcije za ostatak pri dijeljenju sa 3: ostatak O, ostatak 1 i
ostatak 2: 2 boda

Zakljucak da je po Dirichletovom principu onda barem 12 brojeva zaokruzeno istom
bojom i daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3: 9 bodova

Analogno bodovanje je u sluc¢aju ako ucenik prvo zakljuci da postoje barem 34 broja na
tabli koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3 (to je 2 boda + 9 bodova), a zatim da je
barem 12 tih brojeva zaokruZeno istom bojom (9 bodoval).



Zadatak 3.

Rjesenje.

Ako je x? +y? +xy =32 6x — 14y + xy = 90, izraCunati 5x + 2y (x,y su realni
brojevi).

Uocimo da se u obje date jednacine pojavljuje xy, pa éemo izraziti xy iz obje:

xy =32—x?—y?
xy =90 — 6x + 14y

Lijeve strane u ovako zapisanim jednacinama su jednake, pa moraju biti jednake i desne
strane, ¢ime dobijamo sljedecu jednacinu:

32 —x%2—y2=90—6x + 14y
—x2—y2+6x—14y—58=0
x2+y?2—6x+14y+58=0

Uo&imo da je izraz x? — 6x dio kvadrata razlike (x —3)2 = x2 —6x + 9, a izrazy? +
14y je dio kvadrata zbira (y + 7)? = y? + 14y + 49. Sad lijevu stranu gornje jednacine
moZemo zapisati ovako:

x2+y?2—6x+14y+9+49=0
(x2—6x+9)+ (y?+14y+49) =0
(x=32+@+7)2=0

Na lijevoj strani jednacine imamo zbir kvadrata realnih brojeva, i on je jednak nuli ako i
samo ako je svaki od kvadrata jednak nuli, tj. ako je (x —3)2 =0i(y + 7)2 =0, a ovo
vrijedisamozax =3iy = —7.

Sad mozZemo izraCunati traZzenu vrijednost: 5x + 2y =5-3+2:(=7) =15-14 = 1.

Sema bodovanja:

e Izraziti xy iz obje date jednacine te izjednaciti odgovarajuce strane (ili na neki drugi
nacin dobiti novu jednacinu, sa eliminisanim xy): 3 boda

e Srediti dobijenu jednacinu: 1 bod

e Prepoznati i zapisati kvadrate binoma (x — 3)2i(y + 7)2: 6 bodova (ako uéenik
uoti samo jedan kvadrat binoma, npr. prepozna (x — 3)?, ali ne i (y + 7)?, to su
onda 3 boda od navedenih 6 bodova)

e Dobiti jednacinu (x — 3)% + (y + 7)? = 0: 2 boda

e Zakljugiti da je ovo moguce samo kadaje (x —3)2 =0i(y + 7)? = 0: 4 boda

e Dobitix =3iy =—7:2boda

e Tacno izraCunati trazenu vrijednost 5x + 2y = 1: 2 boda



Zadatak 4. U trouglu ABC tezisSna duz BD je dva puta kraéa od stranice AB. Ugao £ZABD iznosi 40°.
Odrediti veli¢inu ugla £ ABC.

Rjesenje. I nacin:
Produzimo tezisnu duz BD u smjeru poslije tacke D za njenu duzinu tj. dobivamo tacku
E tako da je BD = DE kao na narednoj slici.

B

Zbog AD = CD i BD = DE, novodobiveni ¢etverougao ABCE je paralelogram (jer mu se
dijagonale polove). Poznato svojstvo paralelograma je da su mu naspramne stranice
paralelne i jednake duzine.
Trougao ABE je jednakokraki jer je BE =2 -BD = 2 -% = AB.
U tom jednakokrakom trouglu je: <BAE = <AEB = ~> _;ABE = 1802_40 =70".
Zbog BC || AE (naspramne stranice paralelograma) i zajednic¢ke duzi BE (s tackom D na
njoj) je *DBC = <AEB = 70° (uglovi sa paralelnim kracima).
Finalno, #ABC = <ABD + «DBC = 40" + 70" = 110"
Napomena: Zaklju¢ak da je *xDBC = 70° se moZe dobiti i iz podudarnosti trouglova
BDCiADE.

Sema bodovanja:

e Dodati tacku E na produZetku teZisSne duzi BD tako da je BD = DE: 3 boda

e  Zakljuciti da je ¢etverougao ABCE paralelogram: 4 boda

Zakljuciti da je trougao ABE jednakokraki: 3 boda

IzraCunati XAEB: 3 boda

Zakljuciti da su <DBC i X¥AEB podudarni kao uglovi sa paralelnim kracima: 4 boda
Izracunati veli¢inu traZzenog £ABC: 3 boda



Il nacin:

Na stranici AB trougla ABC dodamo tacku E tako da je AE = BE (tacka E je na sredini
te stranice) kao na narednoj slici.

C

Trougao BED je jednakokraki jer je BE = % = BD.

180°—<ABD _ 180°—40 o

U tom jednakokrakom trouglu je: «BED = <BDE = > > =70.

DuZ DE spaja sredista dvije stranice trougla ABC (stranice AB i AC). Takva duzZ se naziva
srednjom linijom trougla i njeno poznato svojstvo je da je ona paralelna s trecom
stranicom istog trougla (stranicom BC).

Zbog BC || DE i zajedni¢ke duzi BD je *BDE = <DBC = 70° (uglovi sa paralelnim
kracima).

Finalno, #ABC = <ABD + <DBC = 40" + 70" = 110°.

Sema bodovanja:

e Dodati tacku E na stranici AB trougla ABC tako da je AE = BE: 3 boda

e  Zakljuciti da je trougao BED jednakokraki: 3 boda

e lzracunati <BDE: 3 boda

e Zakljuciti da je DE srednja linija trougla ABC i konstatovati da je ona paralelna sa
stranicom trougla BC: 4 boda

e Zakljuciti da su «<DBC i <BDE jednaki kao uglovi s paralelnim kracima: 4 boda

e Izracunati veliinu trazenog 2ABC: 3 boda



Zadatak 5. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da jea+ b =ab —bcic+ 1je kvadrat prostog
broja. Dokazati da je barem jedan od brojeva ab ili a + b potpun kvadrat.

Rjesenje. Oznatdimo ¢ + 1 = p? (gdje je p prost broj) = ¢ = p? — 1.

Uvrstimo navedeno u zadanu jednakost a +b = ab — bc, a zatim istu dodatno
transformisemo kako slijedi:

a+b=ab-b(p*-1)
a+b=ab—bp®+b
bp? =a(b—1)
Primijetimo da je b # 1, jer bi onda desna strana bila 0, a lijeva strana prirodan broj.

Kako su ocigledno brojevi b — 1i b relativno prosti (NZD(b — 1,b) = 1), ¢lan (b — 1)
koji se nalazi s desne strane jednakosti mora biti djeljitelj lijeve strane bp?, odnosno
zbog NZD(b —1,b) = 1, b — 1 mora biti djeljitelj od p?. Kvadrat bilo kojeg prostog
broja ima tri djeljitelja: 1,p i p2.

Ukolikojeb—1=1 = 2p?=a = ab=2p%-2=4p%=(2p)%
Ukolikojeb—1=p = (p+ Dp?=ap = a=p*+p
> a+b=p*+p+p+1=p*+2p+1=(p+1)*
Ukolikojeb —1=p? = (p?+ Dp? =ap? 2a=p*+1
= ab=@*+D@P*+1) = (P*+1)°

¢ime je dokazana tvrdnja i u ovome slucaju, te samim time sumarno dokazana i tvrdnja
zadatka.

Sema bodovanja:

e Transformisati zadanu jednakost u oblik bp? = a(b — 1): 3 boda

e Dokazati da slucaj b = 1 nema rjesenja: 1 bod

e Objasnitidaje NZD(b —1,b) = 1za b > 2, te da zbog toga b — 1|p?: 5 bodova
(alternativno, u¢enik moze jednacinu zapisati u obliku p? + (b — 1)p? =
a(b — 1), te odatle zakljugiti da b — 1|p?, medutim, ukoliko u¢enik pogresno
zaklju¢i da da b — 1 dijeli p? iz razloga $to b — 1 ne dijeli b, ne dobija ovih 5
bodova, ali mu se priznaju dalji zakljucci)

e Zaklju¢iti da b — 1 moZe uzimati vrijednosti 1, p i p?: 3 boda

e Dokazati da je ab potpun kvadratzab — 1 = 1: 2 boda

e Dokazati da je a + b potpun kvadrat za b — 1 = p: 3 boda

e Dokazati da je ab potpun kvadrat zab — 1 = p?: 3 boda



Kanton Sarajevo
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IX razred
RjeSenja zadataka

Dat je izraz
1 1
A= a_b_. a’h? . ab (ab #0,a # *b)
_i+i'(a+b)2—3ab a?—b?’ ’ -
a® b3

a) Maksimalno pojednostaviti izraz A.
b) Odrediti znak izraza A u ovisnosti od znaka brojeva a i b.

Rjesenje.
a) Uz date uslove (ograni¢enja za a i b) imamo:
1 1 b—a
27D a’b? ab b a?b? ab
A= . . = : . -
1, 1(a+b)?~3ab a?-b? " a®+b3 a?+2ab+b?—3ab a?—b?
a® b3 3D3
_(b—a)a*p*  a’b? ab
a3+ b3 ‘a’—ab+b? a?-b2
B (b — a)a®b? _ a’b? ab B
"~ (a+b)(a?—ab+b2) a?—ab+b? (a—b)(a+b)
B (b — a)a’b? a’—ab + b? ab B
~ (a+b)(a?-ab+b2)  a?b?  (a—b)(a+b)
_b-a) ab ab

" (a+b) (a=b)a+b)  (a+Db)?
Dakle, maksimalno pojednostavljen izraz A glasi:
ab
~ (a+b)?
Tacan rezultat uz tacan postupak u dijelu a) se vrednuje sa 14 bodova.
Ukoliko uéenik ne dobije ta¢no rjeSenje, ili pogrijesi u postupku, moguci su parcijalni bodovi
prema sljedecoj Semi.

Sema bodovanja za a).
1 1

. . 2D a’b?-(b-a)
e ako napise prvi razlomakaiﬁbi3 kao —=—-=—3 boda
e ako faktorise a3 + b3 kao (a + b)(a?—ab + b?) 3 boda
. . a’p? a’p?
e ako napise drugi razlomak @by 34D kao —— — 2 boda

e ako faktori$e razliku kvadrata a?—b? = (a — b)(a + b) 1 bod

e ako pretvori dijeljenje razlomaka u mnozenje reciprio¢nim razlomkom 1 bod
ab

(a+b)?

e ako ispravno skrati do oblika — 4 boda. Greska u minusu se kaznjava

oduzimanjem 2 boda.



b) Primijetimo da je uz uslove koji su dati u zadatku u oblik koji smo dobili u a) nazivnik
izraza uvijek pozitivan (3 boda). Stoga, znak izraza A ovisi samo od brojnika. Zbog
minusa, vidimo da je izraz A negativan ako su parametri a i b oba istovremeno pozitivni
ili oba istovremeno negativni, a izraz A je negativan ako su parametri a i b razliCitog
znaka (3 boda).

Napomena.

Ukoliko uéenik ne zakljuci da je nazivnik uvijek pozitivan, ali konstatuje da znak izraza A ovisi
samo od brojnika dobija sva 3 boda jer je ocigledno da ucenik razumije/podrazumijeva da je
nazivnik pozitivan.



2. Urombu ABCD tacka P je na stranici AD takva daje BP L AD ivrijedi AP = 3iPD = 2.

a) Odrediti povrsinu romba ABCD.
b) Odrediti duzine dijagonala romba ABCD.

Rjesenje.

a) Kako je ABCD romb, to su mu sve stranice jednake, pa vrijedi AB = AD = AP+ PD =3+
2 = 5. Iz Pitagorine teoreme u pravouglom trouglu ABP imamo AB? = PB? + PA?, tj.
52 = BP? + 32, iz ¢ega slijedi da je BP = 4. Kako je BP visina iz vrha B na stranicu AD
romba ABCD, to je povrsina romba jednaka AD - BP =5 - 4 = 20.

b) Iz Pitagorine teoreme u pravouglom trouglu BPD imamo BD? = BP? + PD? = 42 + 22 =
20, tj. BD = /20. Za izratunavanje druge dijagonale AC prikazat ¢emo dva nacina.

| nacin
AC-BD

Kako je povrsina romba jednaka

. . . . 40 40
jednaka 20, to onda imamo da je AC - BD = 40,tj. AC = B0 = 20 2v20.

, a udijelu pod a) smo izrac¢unali da je povrSina romba

Il nacin
Oznacimo sa O presjek dijagonala romba. Poznato je da se dijagonale romba polove i sijeku
pod pravim uglom. Sada primjenjujuci Pitagorinu teoremu na trougao AOB imamo

o= 10"+ 08 = (5 + (2,4 (5 = ane - (2) =5~ (2 =25
20

i 20, paje AC = 2v20.

Sema bodovanja.
e zakljucak da je AB = 5: 2 boda
e dokazivanje da je BP = 4: 4 boda

Dio a)
e izracunavanje povrsine romba kao AP - BP = 20: 3 boda

Dio b)
e izraCunavanje dijagonale BD: 4 boda



e izracunavanje dijagonale AC: 7 bodova od ¢ega:

o 3 boda se mogu dodijeliti ukoliko u¢enik kao u nacinu I napise da vrijedi AC = %,

gdje je P povrsina romba ABCD ILI

2
o 3 boda se mogu dodijeliti ukoliko u¢enik kao u nacinu Il napise da vrijedi (AZ—C) =

avt - ()

Ucenik ne moZe dobiti 6 bodova ako napise obje stavke, u tom slucaju i dalje dobija 3
boda. Ova tri boda se mogu dodijeliti i ako ucenik nade neku drugu formulu za
izracun visine preko poznatih elemenata romba (npr. ucenik moZe spustiti visine iz
vrhova C i D na pravu AB i dalje pomocu Pitagorine teoreme racunati AC). Ako
ucenik na ovaj ili neki drugi nacin izracuna dijagonalu AC, dodijeliti svih 7 bodova.

Napomena.
e prve dvije stavke iz Seme se mogu dodijeliti neovisno u kojem dijelu zadatka se zakljuce



3. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da vrijedi
x? +2x =y%—28.

Rjesenje.
Dodavanjem broja 1 lijevoj i desnoj strani (1 bod), dobijemo
x2+2x+1=y2-27,

odakle koristeci formulu za kvadrat zbira dobijemo

(x +1)? = y? — 27.(3 boda)
Posljednju jednaéinu moZzemo napisati u obliku

y? —(x +1)? = 27, (1 bod)
odakle koristec¢i formulu za razliku kvadrata dobijemo

y—x—1Dy+x+1)=2 7.(3boda)
Kako prema uslovu zadatka mora biti y + x + 1 prirodan broj, to broj 27 mozemo napisati kao
proizvod dva prirodna broja na sljedece nacine
27=1-27=27-1=3-9=9-3,

Takoder, kako su prema uslovu zadatka x i y prirodni brojevi,tojey —x—1<y+x+ 1, paje
dovoljno posmatrati sljedece slucajeve (6 bodova):

1°
y—x—-1=1
y+x+1=27
RjeSenje ovog sistema jednacina je (x,y) = (12,14). (3 boda)
2°
y—x—1=3
y+x+1=9

RjeSenje ovog sistema jednacina je (x,y) = (2,6). (3 boda)
Neposrednom provjerom se uvjeravamo da su (x,y) € {(2,6), (12,14)} rjeSenja koja
zadovoljavaju uslove naseg zadatka.
Ukoliko ucenik ne izvrsi provjeru ovih rjeSenja, ne oduzimaju mu se bodovi.
Dakle, na$ zadatak ima dva rjesenja (x, y) € {(2,6), (12,14)}.
Ukoliko ucenik ne navede posljednju recenicu eksplicitno, ne oduzimaju mu se bodovi.

Napomena.
Ukoliko ucenik nije zakljucio da je dovoljno posmatrati samo dva slucaja, onda se 6 bodova moze
dodijeliti samo za razmatranje svih mogudih slucajeva:
30
y—x—1=27
y+x+1=1
RjeSenje ovog sistema jednacina je (x,y) = (—14,14), §to je nemoguce jer x i y moraju biti
prirodni brojevi.
4°
y—x—1=9
y+x+1=3
Rjesenje ovog sistema jednacina je (x,y) = (—4,6), Sto je nemoguce jer x i y moraju biti
prirodni brojevi.
Slucajevi 5° - 8° su kada u slucajevima 1° — 4° brojeve na desnoj strani zamjenimo negativnim
brojevima —1,—27,—3,—9 i opet pokaZzemo da ti slucajevi nisu moguci.



4. U pravouglom trouglu AABC sa pravim vrhom u uglu C kateta AC je dva puta duZa od katete
BC. Kvadrat CDEF je upisan u trougao AABC tako da tacka D leZi na stranici AC, tacka E na
stranici AB i tacka F na stranici BC. Odrediti omjer povrsSine kvadrata CDEF i povrsSine trougla
AABC.

Rjesenje.
Oznacimo duzinu duzi BC sa a, a duzinu stranice kvadrata CDEF sa x. Tadaje AC = 2-BC =
2a, BF=BC—-FC=a—xiAD = AC — CD = 2a — x. (2 boda)
Ukoliko ucenik ovakve oznake ne uvede u tekstu rjesenja nego samo na skici, dobija ova
2 boda. Pri tome moraju biti jasno oznacene duZine duzi BF i AD i duZina stranice
kvadrata ABCD.
AC-BC _ 2a-a __ 2a?

Povrsina trougla ABC iznosi —— === ==~ = a?. (2 boda)

I nacin

Kako je CDEF kvadrat, to je ED 1 AC, a kako je trougao ABC pravougli, to jei BC L AC. Prave

ED i BC su obje okomite sa AC, paje ED || BC. (2 boda)
Ukoliko ucenik na analogan nacin zakljuci EF || AC, takoder dobija 2 boda. Medutim,
ukoliko zakljuci obje paralelnosti ED || BC i EF || BC, ne dobija 4 nego 2 boda — bodovi
za ove paralelnosti se ne sabiraju.

Sada iz Talesove teoreme zbog ED || BC imamo % = %. (8 bodova)

Ukoliko ucenik iz EF || BC na osnovu Talesove teoreme dobije i—i = ?—5, takoder dobija 8

bodova. Dalje, ukoliko ucenik zakljuci slicnost trouglova AADE i AEFB, te iz nje dobije
% = % dobija 10 bodova. Medutim, ukoliko ucenik dobije dvije ili tri od relacija
ED _ AD EF _ BF AD _ EF
BC ~ AC’ AC  BC’ED  BF
sabiraju.

i dalje dobija 10 bodova — bodovi za ove relacije se ne

Uvrstavajuéi u dobivenu relaciju duZine duZi izraZene preko a i x dobijamog = Zi;x
Imamo
x 2a—x
- = o
a 2a
2ax = 2a® —ax &
3ax = 2a’ ©
2a
X =—
3
(4 boda)
Ucenik dobija ova 4 boda ukoliko dobije x = Z?a iz bilo koje od relacija % = ‘:—g,
EF _ BF AD _ EF
AC ~ BC’ED ~ BF ,
2
Sada je povrsina kvadrata CDEF jednaka x? = (2?a) = 4%, pa je trazeni odnos povrsina
4q?
Peper _ 9

2
Paape @ 9

(2 boda)

Ucenik dobija ova 2 boda i ako dobije % =2

CDEF 4



Il naéin

Vrijedi da je zbir povrsina trougla AADE, trougla AEFB i kvadrata CDEF jednak povrsini trougla
AD-DE _ (2a—x)x

AABC. Imamo Pyapg = 22 2%, Pagen =20 = S5 i Popge = %, paje
Qa-x)-x x-(a—x) )
x°=a
2 2
(10 bodova)

MnoZenjem prethodne relacije sa 2 dobijamo
Ra—-x)'x+x-(a—x)+2x*>=2a’ o
2ax —x®> +ax —x?+2x? =2a*> &
3ax = 2a’ ©
2a
S
(4 boda)

Sada je traZzeni odnos povrsina
4q?
Pcper 79

O

2
Paape @

(2 boda)

Ucenik dobija ova 2 boda i ako dobije % =2

cDEF 4

Qa—T

20 —x



5. Nekasu aib realni brojevi takvi da vrijedi —3 < a < 2i 2b = a — 4. Odrediti vrijednost izraza
V2a? + 10b2 — 8a + 20b + 18 + 3/10b2 — 2a2 + 80b — 16a + 128.

Rjesenje:
Neka je A = V2a? + 10b2 — 8a + 20b + 18 i B = 3v10b% — 2a2 + 80b — 16a + 128. Iz
uslova zadatka imamo da je a = 2b + 4.

Primijetimo da vrijedi

A=+/2a? + 10b% — 8a + 20b + 18 = \/2(a? — 4a + 4) + 10(b% + 2b + 1)
=2(a—2)2+10(b + 1)2 = /2(2b + 2)2 + 10(b + 1)2
=/8(b+1)2+10(b +1)2 = /18(b + 1)2 = 3V2|b + 1|.

Kako je iz uslova zadatka b = ‘%4, avrijedia < 2,tojeonda b = aT_‘} < Can —1, tj. vrijedi da

2
jeb+1<0.0voznatidaje|b+ 1| = —(b + 1), odnosno imamo da je A = —3v2(b + 1).

Slicno, primijetimo da vrijedi

B = 3y/10b% — 2a? + 80b — 16a + 128 = 3,/10(b? + 8b + 16) — 2(a? + 8a + 16)
=3,/10(b + 4)%2 — 2(a + 4)? = 3,/10(b + 4)2 — 2(2b + 8)2
=3J10(b + 4)2 — 8(b + 4)2 = 3y/2(b + 4)2 = 3V2|b + 4.

Kako je iz uslova zadatka b = ‘%4, avrijedia > —3,tojeonda b = a%t = _77, tj. vrijedi da je
b+4> —§+4 =%> 0.0Ovoznacidaje |b + 4| = b + 4, odnosno imamo da je B =

3V2(b + 4).
Konaéno, imamo daje A+ B = —3v2(b + 1) + 3v2(b + 4) = 9V2.

Sema bodovanja.

e zapis dijela izraza A ispod korijena kao 2(a — 2)?: 1 bod

e zapis dijela izraza A ispod korijena kao 10(b + 1)?: 1 bod

e zapis dijela izraza B ispod korijena kao 2(a + 4)?: 1 bod

e zapis dijela izraza B ispod korijena kao 10(b + 4)?: 1 bod

e uvrstavanje a = 2b + 4 uizraz A i dobijanje da je A = /18(b + 1)? (ili ekvivalentno

— —2)2
uvrStavanje b = aT4 i dobijanje A = @ ): 3 boda
e uvrstavanje a = 2b + 4 u izraz B i dobijanje da je B = 3./2(b + 4)? (ili ekvivalentno

uvrsStavanje b = aT_‘L i dobijanje B = ’% ): 3 boda

e pravilan zakljutak da je /(b + 1)2 = —(b + 1) (ili ekvivalentno da je 1/ (a — 2)? =
—(a — 2) uz obrazloZenje zasto: 4 boda (0 bodova se dodjeljuje ako ucenik samo napise
navedenu jednakost bez obrazloZenja zasto to vrijedi)

e pravilan zaklju¢ak da je /(b + 4)2 = b + 4 (ili ekvivalentno daje/(a + 4)2 = a + 4 uz
obrazloZenje zasto: 4 boda (0 bodova se dodjeljuje ako uc¢enik samo napiSe navedenu
jednakost bez obrazloZenja zasto to vrijedi)



e taanizratun A — B = 9v/2: 2 boda

Napomena.
e ako ucenik samo skrati korijen i kvadrat, bez razmatranja da li je izraz unutar kvadrata
pozitivan ili ne, ne priznaje mu se ostatak rjesenja (i dalje moZe dobiti odreden broj
bodova do tog dijela)



