5 Kanton Sarajevo 5 5
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
4. marta/ozujka 2025.

Irazred
. Neka je dat izraz
a®+a* —2a |1 — 2a|
= — , e R\ {-2}.
ala+2| —a?+4 4 ¢ V=2
Odrediti sve realne vrijednosti a za koje vrijedi W = —}1.

. Data je kocka dimenzija 9 x 9 x 9 koja se sastoji od 729 jedini¢nih kockica. Tri strane
kocke su obojene plavom, a tri crvenom bojom, tako da svaka od kockica u vrhovima

kocke ima dvije strane razlic¢ite boje. Koliko ima kockica koje imaju dvije strane razlicite
boje?

. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takvih da je a***® + b djeljiv sa ab.

. U kruznici k tetive AC'i BD su okomite i sijeku se u tacki G. Prave py, ps, ps, ps prolaze
kroz G i okomite su na AB, BC,CD, DA, redom. Neka je py NCD = {X;},po N DA =
{Xo},p3 N AB = {X3} i py N BC = {X,}. Dokazati da je ¢etverougao X;X,X3X,
pravougaonik.

. Neka je f(x) koli¢nik dva polinoma drugog stepena sa realnim koeficijentima. Ako vrijedi
da je f(n) =n3 zasve n € {1,2,3,4,5}, izratunati koliko je f(0).

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!



5 Kanton Sarajevo 5 5
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
4. marta/ozujka 2025.

II razred

. Jednacina z* — 2022 + 16 = 0 ima Cetiri realna rjeSenja , < zo < 13 < x4. Za svaki od
brojeva @ + x4, T - 24 1 (T2 — x4)? odrediti da li je racionalan ili iracionalan.

. Katete pravouglog trougla se razlikuju za 48. U njega E D
je upisan kvadrat povrsine 2025, kao na slici. Odrediti
povrsinu tog trougla.

B E c

. Dali postoje kvadratni polinomi (sa realnim koeficijentima) P(z) i Q(x) takvi da polinom
R(xz) = P(Q(x)) ima Cetiri realne nule xy, xs9, x3, x4, pri ¢emu je:

(a) 1 = 1,29 = 2,23 = 4,24 = 87

(b) &1 =1,29 = 3,23 = 6,24 = 87

. Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva za koje je broj (a + b)* — 2a® — 2b* stepen
broja 2.

Napomena: Stepen broja 2 je broj koji se moZe napisati u obliku 2%, gdje je k nenega-
tivan cijeli broj.

. Dato je k > 2 kutija, te se u njima nalazi redom x1, xs, ..., x; olovaka. U jednom potezu
je dozvoljeno izabrati dvije kutije, te ako prva ima a, a druga b olovaka, pri ¢emu je a > b,
prebaciti b olovaka iz prve kutije u drugu (nakon prebacivanja ¢e prva kutija imati a — b,
a druga 2b olovaka). Za k—torku (z1,xs,...,x) prirodnih brojeva kazemo da je lijepa
ako se nakon kona¢no mnogo ovakvih poteza moze postié¢i da su sve olovke u istoj kutiji.
Odrediti sve lijepe k—torke.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!



5 Kanton Sarajevo 5 5
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
4. marta/ozujka 2025.

111 razred

. Neka su a, b, c realni brojevi i posmatrajmo kvadratnu funkciju y = ax® + bx + ¢ sa
razli¢itim nulama x; i 5. Neka su A i B tacke presjeka grafika ove funkcije sa x osom.

(a) Ako su tangente u tackama A i B na grafik funkcije okomite jedna na drugu, dokazati
da je diskriminanta kvadratne jednacine az? + bz + ¢ = 0 jednaka 1.

(b) Ako je M = (££22.0) i T presjek tangenti u A i B na grafik funkcije, odrediti
povrsinu trougla AATM.

. Odrediti sve realne brojeve 0 < x < 7 za koje je izraz
cos(x) + isin(x) — cos(2z) — isin(2z) + cos(3x) + i sin(3z)
jednak nuli (pri ¢emu je ¢ imaginarna jedinica).

. Oznac¢imo sa S broj uredenih parova (a,b) cijelih brojeva 1 < a < 100 i b > 0 za koje
se polinom x? + ax + b moze faktorisati kao (z + ¢)(x + d) za neke cijele brojeve ¢ i d.
Odprediti vrijednost S.

. Neka su a i b prirodni brojevi za koje vrijedi a > b i
NZD(a—b,ab+1) = NZD(a+b,ab— 1) = 1.
Dokazati da broj (a — b)? + (ab + 1)? nije kvadrat prirodnog broja.

. Neka je O centar opisane kruznice raznostrani¢nog trougla ABC' i neka je T teziste tog
trougla. Tacka M je sredina stranice AB. Dokazati da je OT okomito na teziSnicu C'M
ako i samo ako vrijedi BC? + AC? = 2AB2.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!



5 Kanton Sarajevo 5 5
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
4. marta/ozujka 2025.

IV razred

1. Odrediti sve prirodne brojeve n > 4 takve da vrijedi

1 |
50m - n+ _(n + .
n—4 3
2. U koordinatnom sistemu oznacene su sve tacke ¢ije su obje koordinate cijeli brojevi izmedu

115, ukljuéujuéii1ib. Koliko postoji trouglova sa tjemenima u oznacenim tackama ¢ija
je povrsina veca od 0 (tj. ¢ija tjemena ne leze na jednoj pravoj)?

3. Dat je trougao AABC. Na stranicama BC i C'A date su tacke D i E, redom. Duzi
AD i BFE sijeku se u T. Pretpostavimo da vrijedi AT = CD = 2-BT =2-CFE i

Prapr = Paceb-

(a) Dokazati da je ¢etverougao C ETD tetivan.
(b) Odrediti odnos gﬁﬂ.

BTC

Napomena: sa Pxxyz oznaCavamo povrsinu trougla AXY Z.

4. (a) Odrediti sve prirodne brojeve a sa sljedecom osobinom: za svaki neparan prost broj
p postoji prirodan broj n takav da p istovremeno dijeli brojeve a™ —n i a"*' — (n+1).

(b) Odrediti sve prirodne brojeve a sa sljede¢om osobinom: za svaki neparan prost broj p
postoji prirodan broj n takav da p istovremeno dijeli brojeve a” —n? i "™ — (n+1)2.

5. Neka je n neparan prirodan broj, i neka su p, ¢ racionalni brojevi za koje vrijedi p*+¢* = 1.
Dokazati da je broj
n—1
> (p+iq)
=0

racionalan, gdje ¢ oznacava imaginarnu jedinicu.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.
Sretno!
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KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
4. marta/ozujka 2025.

I razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. Neka je dat izraz
a®+a®—2a |1 — 2a|

= — e R\ {-2}.
ala+ 2| —a®+4 ;s V=2
Odrediti sve realne vrijednosti a za koje vrijedi W = —}1.
Rjesenje:
Kako je
a—+ 2, zaa—+22>0,tj. a> -2,
la+ 2| = .
—l(a , Zaa <01). a<—2
(a+2) +2<0t 2

1—2a, zal-—2a2>0, tj.aﬁ%,
1— 24 = hass
20 —1, zal—-2a<0, tj. a> 3,

te a # —2, to ¢emo razlikovati sljedeca tri slucaja:

I. ako a € (—o0, —2), imamo

a4+ ad® -2 1—2a  a(a®*+a—2) 1—2a
T —ala+2)—a2+4 4 —a®?—2a—a?+4 4
~ala—1)(a+2) 1-2a ala—1)(a+2) 1—2a
T 2@ +a-2) 4 2a-1(a+2) 4

a 1 a 1

2 42 ¥
Dakle, za sve a € (—o00, —2) vrijedi da je W = —

1
i

II. ako a € (-2, 3), imamo

ala—1)(a+2) 1-2a ala—1)(a+2) 1-2a
ala+2)—a>+4 4 a®+2a—-a>+4 4
_ala—1)(a+2) 1-2a afa—1) 1-2a

T 20+2) 4 2 4
_2a2—2a—1+2a_2a2—1.

B 4 4

A:

Jednakost % = —}l vrijedi samo za a = 0, $to pripada intervalu (-2, %)



I11. ako a € [4,+00), imamo

ala —1)(a+2) 20—1 afla—1) 2a—1 2a*—-2a—2a+1

T ala+2)—al+d4 4 2 4 4
_20° —4da+1
= 7 _
Jednakost Z“Qj# = _411 se nakon sredivanja svodi na (a — 1)? = 0, te ona vrijedi

samo za a = 1, §to pripada intervalu [, +00).
Dakle, trazene vrijednosti su a € (—o0,—2) U {0, 1}.
Sema bodovanja:

e Oslobadanje od apsolutnih vrijednosti ........... ... ... ... ... ... ... 2 boda

Pravilna podjela na slucajeve ........ .. ... . . . i 3 boda

*

Ukoliko uc¢enik ukljuci broj —2 u neki od slucajeva ili zaboravi ukljuciti neki drugi
broj (npr. %) dobija 2 od ova 3 boda, pod uslovom da je osim toga podjela dobra

e Rjesavanje svakog od slucajeva ............................... 3 x 5= 15 bodova

Ukoliko u sluc¢ajevima II i IIT ucenik dobije rjesenje, ali ne konstatuje da to rjesenje
pripada intervalu za taj slucaj, dobija 4 od ovih 5 bodova

*



2. Data je kocka dimenzija 9 x 9 X 9 koja se sastoji od 729 jedini¢nih kockica. Tri strane
kocke su obojene plavom, a tri crvenom bojom, tako da svaka od kockica u vrhovima
kocke ima dvije strane razli¢ite boje. Koliko ima kockica koje imaju dvije strane razlicite
boje?

Rjesenje:

Posmatrajmo vrh C' kocke na slici ispod. Prema uslovu zadatka, jedini¢na kockica koja
sadrzi vrh C' mora imati dvije strane razlic¢ite boje. Stoga, bez umanjenja opcenitosti,
mozemo pretpostaviti da se u tom vrhu sastaju dvije crvene strane i jedna plava strana
kocke. Neka je strana ABC'D obojena u plavu boju, a strane BCFG i CDEF u crvenu
boju. Kako strane BCFG i CDEF imaju zajednicki vrh F' to strana EFF'GH mora biti
obojena plavom bojom da bi kockica u vrhu F' ispunjavala uvjete zadatka. Na ovaj nacin
preostaje jos da obojimo strane ABGH i ADEH.

Strane ABGH i ADEH moraju biti obojene razli¢itim bojama, jer u protivnom kockica
u nekom od vrhova A ili H ne bi zadovoljavala uslove zadatka. Bez umanjena opcenitosti,
neka je strana ABGH obojena crvenom bojom, a strana ADFEH plavom bojom.
Trazene kockice se nalaze na ivicama koje su zajednicke za plave i crvene strane. Takvih
ivica ima 8 (sve ivice osim ivica BG,CF, EH i AD), i ukupni broj kockica na njima je
8-9 = 72. Na taj nac¢in smo svaku od kockica i vrhovima kocke ABCDEFGH prebrojali
dva puta, pa je ukupan broj kockica sa dvije strane obojene razli¢itim bojama jednak
72 — 8 = 64.

Sema bodovanja:

e konfiguracija kako strane kocke moraju biti obojene ................... 12 bodova

e brojanje kockica koje zadovoljavaju uvjet zadatka ...................... 8 bodova



3. Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva takvih da je a?°?° + b djeljiv sa ab.

Rjesenje:

Posto treba da vrijedi ab | a**?® + b, to nam daje da treba vrijediti a | b. Odavde vidimo
da b mora biti oblika b = ab;. Zamjenom dobijamo a?b; \ a®?® + aby, pa ab, \ a®? 4+ b,.
Ponovno dobijamo da treba vrijediti da a | by, pa by mora biti oblika b; = abs. Zamjenom
dobijamo a?by | a?°** + aby, pa aby | a?°?® + by. Ponovno dobijamo da treba vrijediti da
a | by, pa by mora biti oblika by = abs.

Nastavljajuci ovako, ako imamo ab; | a®**°~* +b;, tada a | b;, pa mora vrijediti b; = ab; 1,
odakle slijedi ab;y1 | a2~ 4 b, . Nastavljajuéi ovaj postupak, dolazimo do toga da
abagzs | 1+ bagas.

Posljednje je moguée samo ako je bagas = 1, te kako je b = a?925byg9s, slijedi da je b = a2925.
Dakle, treba da vrijedi a®% | 2a?°%, tj. a | 2, odakle zakljutujemo da je a = 1 ili a = 2.
Ako je a =1, onda je i b = 1, pa dobijamo par (a,b) = (1, 1).

Ako je a = 2, onda je b = 22925 pa je drugi par za koji vrijedi tvrdnja zadatka (a,b) =
(2, 22025) )

Dakle, rjesenja su (a,b) € {(1,1), (2,22°%°)}.

Sema bodovanja:

o zakljutak daa|bidajeb=aby ... 3 boda
o zakljufak da abogas | 14 02025 « v vvnern 10 bodova
o zakljuCak da je bogos = 1 oo 2 boda
e zakljucak dajea=11ilia=2 ... ... . . . . 3 boda

o rjeSenja (a,b) € {(1,1),(2,220%5) ) oo 2 boda



4. U kruznici k tetive AC'i BD su okomite i sijeku se u tacki GG. Prave pi, ps, p3, ps prolaze
kroz G i okomite su na AB, BC,CD, DA, redom. Neka je py NCD = {X;},poNDA =
{Xo},p3s N AB = {X3} i ps N BC = {X,}. Dokazati da je Cetverougao X;X2X35X)
pravougaonik.

Rjesenje:
Neka prava p; sijece AB u E. Trouglovi AABG i ABGE su pravougli, pa je
/BGE =90° — ZEBG =90° — ZABG = Z/BAG.

Kako je /BAG = Z/BAC = /BDC = /ZGDX; (jednakost ZBAC = /ZBDC vrijedi
jer su to periferijski uglovi nad istom tetivom), imamo /DGX; = /BGFE = /BAG =
/GDXq, odakle je X;D = X;G. Na isti nac¢in pokazujemo da je i GX; = C Xy, pa je
DX, =GX; = CXy, tj. Xi je sredina stranice C'D.

Analogno se pokazuje da su Xs, X3, X, sredine stranica DA, AB i BC', redom.

Dokazimo sada da je ugao £ X, X7 X, prav. Kako su Xy, X5, X} sredine stranica CD, AD, BC,
redom, to je XX srednja linija trougla AACD, a X; X, je srednja linija trougla ABCD.
Odavde je X1 X, || AC 1 X3X, || BD. Kako su AC i BD okomite prave, to su i X;Xs

i X7.X, okomite, pa je ugao £ X, X, X, prav. Analogno se pokazuje da su i ostali uglovi
cetverougla X; X, X3X, pravi, pa je ovaj ¢etverougao pravougaonik.

Sema bodovanja:

e zakljucak da vrijede obje jednakosti /BDC = ZCAB = /BGE .......... 2 boda

* Da bi dobio ova 2 boda ucenik mora imati obje jednakosti, pri ¢emu je dovoljno da
su odgovarajuéi uglovi na slici oznaceni

e zakljucak da je X1D = X1G ..o 3 boda
e zakljucak da je X sredina stranice BC' ........... ... ... ... .. 4 boda
e zakljucak da su i Xy, X3, Xy sredine odgovarajué¢ih stranica ................ 1 bod
e zakljucak da su X; X5 i X;.Xy srednje linije i da su paralelne sa AC'i BD .2 boda
e zakljucak da je ugao £ Xo X1 Xy prav ... 5 bodova

e zakljucak da su i ostali uglovi pravi i da je X;X5X3X, pravougaonik ...... 3 boda



5. Neka je f(z) koli¢nik dva polinoma drugog stepena sa realnim koeficijentima. Ako vrijedi
daje f(n) =n3 zasve n € {1,2,3,4,5}, izratunati koliko je f(0).

Rjesenje:
Neka je f(x) = %, pri ¢emu su p(x) i ¢(x) polinomi drugog stepena. Primijetimo da bez
umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je vodeci koeficijent polinoma ¢(z) jednak
1, jer ako je vodeéi koeficijent jednak a, mozemo ¢itav razlomak prosiriti sa % Kako je
f(n) = n? za sve n € {1,2,3,4,5}, to vrijedi da je fz% =n?® za sve n € {1,2,3,4,5},
odnosno

n3q(n) — p(n) =0 za sve n € {1,2,3,4,5}.

Tada polinom 7(x) = 23¢(x) — p(z) ima korijene 1,2, 3,4, 5, a kako je vode¢i koeficijent
polinoma ¢(x) jednak 1, to je i vodec¢i koeficijent polinoma r(z) jednak 1, pa vrijedi

r(z)=(r—1)(x —2)(x — 3)(z — 4)(z — 5), tj.
wq(x)—p(x) = (2 —1)(x—2)(x—3)(x —4)(z —5) = 2° — 152" + 852> — 22522 + 2742 — 120.

Odavde dobijemo ¢(z) = x? — 15z + 85 i p(x) = 22522 — 274z + 120, pa je ¢(0) = 85 i
p(0) = 120. Prema tome, imamo da je

p(0) 120 24

O)="45=—=—.
J(0) q(0) ~ 85 17
Sema bodovanja:
e zakljucak da polinom r(z) = z3q(x) — p(x) ima korijene 1,2,3,4,5 ..... 6 bodova
e zakljucak da to znaéi r(z) = (x — 1)(z = 2)(x = 3)(x —4)(x —5) .......... 2 boda

* Ova dva boda ucenik dobija i ako nije izvrsio normalizaciju, te je zakljucio r(z) =
a(x —1)(x — 2)(z — 3)(x — 4)(x — b), pri ¢emu je a vodedi koeficijent polinoma ¢(x)

e jednakost z°q(z) — p(x) = 2° — 152* 4 852® — 22522 + 2742 — 120 ........ 2 boda

x Ova dva boda udenika dobija i ako dobije sljede¢u jednakost z3q(x) — p(z) = ax® —

15az* 4 85ax3 — 225ax? 4 274ax — 120a, pri ¢emu je a # 0
e zakljudak da je q(z) = 22 — 152 + 85 i p(x) = 22522 — 2742 + 120 ...... 7 bodova

 Isti broj bodova dobija ucenik ako dobije da je ¢(r) = ax?® — 15ax + 85a i p(x) =
225az% — 274ax + 120a

e Dobijanje rezultata f(0) = % =L 3 boda

Napomena: Ako ucenik oznaci ¢(r) = ax?® + bz + ¢ i p(r) = dz* + ex + f, te pravilno
postavi odgovaraju¢ih pet uslova, dobija 3 boda. Ako pri tome izvrsi normalizaciju, tj.
zaklju¢i da moze bez umanjenja opstosti pretpostaviti a = 1 (ili nesto sli¢no), dobija jos
3 boda (jer je tako dobio sistem 5 jednacina sa 5 nepoznatih). Ukoliko ucenik radi na
ovaj nacin, broj bodova ¢e zavisiti od progresa u rjesavanju tog sistema.



5 Kanton Sarajevo 5 5
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
4. marta/ozujka 2025.

II razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. Jednacina x* — 2022 + 16 = 0 ima Cetiri realna rjeSenja x; < x5 < o3 < 4. Za svaki od

brojeva xy + x4, Ty - ¥4 1 (x9 — 24)? odrediti da li je racionalan ili iracionalan.
Rjesenje:
Uvedimo smjenu y = 2%. Tada se data jednacina svodi na kvadratnu jednac¢inu 3% — 20y +
16 = 0. Ova jednacina ima dva rjeSenja y; o = 20EV20-—416 ”32’4‘16 =10 £ 2v/21.
Primijetimo da se ova rjeSenja mogu napisati u obliku y; » = TH2V7V3+43 = (\/7 + \/§) g
Odavde su rjeSenja za x jednaka =+ (\/7 + \/3), odnosno x; = —v/7— \/3, To = T+ \/3,
3 =7 — V3 iz, =7+ 3. Sada imamo:

e ot 1i=—VT+V3+VT+V3= 2\/§, Sto je iracionalan broj,

o 1y -Xy = (—\/7—1— \/§) (\/7—1— \/§) =3 — 7 = —4, §to je racionalan broj,

o (15— x4)2 = (—VT+V3—-V7T—-3)?2 = (—2\/7)2 = 28, §to je racionalan broj.

Sema bodovanja:

e dobijanje rjeSenja y10 = 10 £ 2v21 ... .. 5 bodova
e svodenje rjeSenja na oblik y; o = (\/7 + \/3)2 ........................... 5 bodova

e dobijanje rjeSenja za x i njihov ispravan poredak 1 = —v/7 — /3, 15 = —/T7 + /3,

£E3:\/7—\/§1374:\/7+\/§ .......................................... 4 boda

e rafunanje z, + x4 = 2v/3 i zakljucak da je to iracionalan broj ............. 2 boda
e racunanje xs - r4 = —4 i zakljucak da je to racionalan broj ................ 2 boda
e rac¢unanje (xg — x4)2 = 28 i zakljucak da je to racionalan broj ............ 2 boda

Napomena: Ukoliko uc¢enik ne svede rjesenja na oblik j:(\ﬁ + \/3), veé radi sa oblikom

+v 10 £ 24/21, tada se 4 od 5 bodova za svodenje na pomenuti oblik prebacuje na dokazi-
vanje da je x9 + x4 iracionalan broj (tako da taj dokaz vrijedi 6 bodova), a preostali bod
se prebacuje na dokaz da je (x9 — x4)? racionalan broj ($to onda vrijedi 3 boda).



2. Katete pravouglog trougla se razlikuju za 48. U njega E D

je upisan kvadrat povrsine 2025, kao na slici. Odrediti
povrsinu tog trougla.

Rjesenje:
Oznacimo duzine kateta BC' i AC sa a i b, redom. Iz uslova teksta zadatka imamo
a — b = 48 (bez umanjenja opstosti mozemo uzeti a > b).

Ako duZzinu stranice kvadrata CDEF ozna¢imo sa d, tada je d*> = 2025, odnosno d = 45.

Trouglovi BFE i BC' A su sli¢ni, pa vrijedi % = g—i, odnosno %i =3

Sredivanjem izraza i uvrStavanjem vrijednosti za d, dobijemo ab — 45(a + b) = 0. Ako
sada uvrstimo a = b + 48, dobit éemo kvadratnu jednacinu b> — 42b — 2160 = 0, ¢ije je
jedino pozitivno rjesenje jednako b = 72.

Odavde je a = 120, pa je povrsina trougla ABC jednaka P = % = 12072 — 4320,

Sema bodovanja:

e dobijanje duzine stranice kvadrata d =45 ... ... .. . oL 1 bod
e zakljucak da su trouglovi BFE i BCAsliéni ......................... 4 boda
e dobijanje relacije ab =45(a +b) ... .. 6 bodova
e dobijanje kvadratne jednacine po b (ilipoa) ..............ooiiiiL. 4 boda
e izracunavanje stranica a 1 b ........ ... 3 boda

e izracunavanje povrsine trougla ............ 2 boda



3. Da li postoje kvadratni polinomi (sa realnim koeficijentima) P(x) i Q(z) takvi da polinom

R(z)

(a)
(b)

= P(Q(x)) ima Cetiri realne nule 1, xq, x3, x4, pri Cemu je:

r1=1,200=2,03 =4,24 =87

1:173:2:371'3:671'4:8?

8

Rjesenje:

a)

Pretpostavimo da postoje takvi polinomi P(z) i @(z). Tada polinom P(x) mora
imati realnu nulu. Neka su y; < yo realne nule polinoma P(x). Da bi vrijedilo
R(w) = 0, mora vrijediti Q(w) € {y1,v2}. Neka je Q(z) = az?+bxr+c. Kako je Q(z)
kvadratni polinom, to za maksimalno dvije vrijednosti w moze vrijediti Q(w) = y;
i za maksimalno dvije vrijednosti w moze vrijediti Q(w) = y,. Dakle, jedini na¢in
da za Cetiri razli¢ite vrijednosti wy, wq, w3, wy vrijedi R(w;) = R(wy) = R(ws) =
R(wy) = 0 je da za dvije vrijednosti (recimo wy i we) vrijedi Q(wy) = Q(w2) = y1, a
za preostale dvije da vrijedi Q(ws3) = Q(w4) = Y.

S druge strane, ako je Q(wy) = Q(wz), tada su w; i wy simetriéni u odnosu na apscisu
tjemena parabole, tj. vrijedi “1t%2 — —%. To znaci da ako je Q(wy) = Q(wz) = ¥
1 Q(ws) = Q(wy) = yo, vrijedi “’17“2 = —% = %, odakle je wy + wo = w3 + wy.
Kako se brojevi 1,2,4,8 ne mogu podijeliti u dva para sa jednakim zbirom, dosli
smo do kontradikcije, pa ne postoje takvi polinomi P(z) i Q(x).

Neka je Q(z) = 2* — 9z. Tada je Q(1) = Q(8) = =81 Q(3) =
za P(x) = (x + 8)(z + 18) imamo da vrijedi R(1) = R(3) = R(6

ovom slucaju trazeni polinomi postoje.

= —18. Sada
R(9) =0, pau

Q(6)
) =

Sema bodovanja:

zakljucak da ako je R(w) = 0, tada mora vrijediti Q(w) € {y1, 92}, gdje su y1 i o
nule polinoma P(T) ... 4 boda

zakljucak da za najvise dvije vrijednosti w moze vrijediti Q(w) = y; (ili y2) 3 boda

zakljucak da te dvije vrijednosti moraju biti simetri¢ne u odnosu na apscisu tjemena
parabole ... 3 boda

zakljucak da se to ne moze desiti u dijelu pod a) ............ ... ... .. 3 boda

konstrukcija polinoma za dio pod b) i dokaz da oni zadovoljavaju uslov .7 bodova

Napomena: Zadatak se mogao uraditi i pisanjem P(r) = ax®+br+c, Q(x) = dr’+ex+f,
te zakljuckom da je R(z) = t(x — 1)(z — 2)(x — 4)(x — 8) (ili R(z) =t(x — 1)(z — 3)(x —

6)(x — 8)), a onda izjednacavanjem koeficijenata do¢i do istih zakljucaka.



4. Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva za koje je broj (a + b)® — 2a® — 20 stepen
broja 2.

Napomena: Stepen broja 2 je broj koji se moze napisati u obliku 2*, gdje je k& nenega-
tivan cijeli broj.

Rjesenje:
Razmotrimo najprije slu¢aj kada je NZD(a,b) = 1. Imamo
(a+b)?—2a%—2b3 = (a+0b)((a+0)?—2(a®—ab+ %) = (a+b)(dab — a* — V).

Kako je a + b > 0, to mora vrijediti i 4ab — a® — b*> > 0. Da bi proizvod ovih brojeva bio
stepen dvice, oba broja a + b i 4ab — a? — b? moraju biti stepeni dvice. Kako je a+b > 1,
to je a 4+ b parno, pa su a i b neparni (jer su relativno prosti). Medutim, kako kvadrat
neparnog broja daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 4, to je 4ab — a? — b* = —2 = 2 (mod 4).
Jedini stepen dvice koji daje ostatak 2 pri dijeljenju sa 4 je broj 2, pa mora vrijediti
dab — a* — b* = 2, §to mozemo zapisati kao 6ab = 2 + (a + b).

S druge strane, ako je a + b = 2*, prethodna jednakost postaje 6ab = 2 + 2%, pa nakon
dijeljenja sa 2 i uvrstavanja b = 2¥ — @ imamo 3a(2* —a) = 1 + 2% tj. 3a -2~ =
3a% 4+ 1 + 2%~ Kako kvadrat neparnog broja daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 8, to za
k > 3 prethodna jednakost nije moguca, s obzirom da je lijeva strana djeljiva sa 8, a
desna daje ostatak 4 pri dijeljenju sa 8. Dakle, imamo sljedeca dva slucaja:

1) a+b=2. Ovo je moguce samo za a = b = 1, §to lako provjeravamo da jeste rjesenje
zadatka.

2) a+b=4. Ovo je moguce samo za (a,b) € {(1,3),(3,1)}, sto takoder jeste rjesenje
zadatka.

Neka je sada NZD(a,b) = d. Kako je broj (a + b)®> — 2a® — 2b3 ocigledno djeljiv sa
d, to d mora biti stepen dvice. Neka je a = dzr,b = dy. Tada je NZD(z,y) = 11i
vrijedi (a + b)® — 2a® — 20* = d3((z + y)® — 22° — 2y3). Kako je d stepen dvice, to mora i
(z+y)3—2x3—213 biti stepen dvice. Medutim, ve¢ smo vidjeli da su jedini parovi relativno
prostih brojeva koji to zadovoljavaju (1,1), (1,3) 1 (3,1). Posto d moze biti bilo koji stepen
dvice (ukljucujuéii 1), to su rjesenja (a,b) € {(2%,2%), (2%,3 - 2%), (3 - 2%, 2%) | k € Ny}.

Sema bodovanja:

e zakljucak da je NZD(a,b) stepen dvice i svodenje zadatka na slucaj kad su a i b

relativiio prosti . ... 4 boda
e zakljucak da su a + b i 4ab — a® — b? stepeni dvice ........................ 3 boda
e zakljudak da je dab —a? — b =2 ... ... . 4 boda
e zakljucak da je nemoguée da vrijedi a +b=2Fza k>3 ................ 6 bodova
e rjeSavanje slucajevaa+b=2ia+b=4 ... ... . ... 2 boda

e dobijanje kona¢nih rjeSenja ... 1 bod



5. Dato je k > 2 kutija, te se u njima nalazi redom z1, x», ...,z olovaka. U jednom potezu
je dozvoljeno izabrati dvije kutije, te ako prva ima a, a druga b olovaka, pri ¢emu je a > b,
prebaciti b olovaka iz prve kutije u drugu (nakon prebacivanja ¢e prva kutija imati a — b,
a druga 2b olovaka). Za k—torku (1, xs,...,x;) prirodnih brojeva kaZemo da je lijepa
ako se nakon kona¢no mnogo ovakvih poteza moze postié¢i da su sve olovke u istoj kutiji.
Odrediti sve lijepe k—torke.

Rjesenje:

Neka je a; = % za sve i € {1,2,...,k}, gdje je d najveci zajednicki djelilac brojeva
X1, T, ...,T,. Tada brojevi aq,as,...,ar nemaju zajednickog faktora. Primijetimo da je
k—torka (xq,xs,...,xx) lijepa ako i samo ako je k—torka (ai,as,...,ax) lijepa (jer ako
vrSimo odgovarajuce poteze u drugoj k—torci, uvijek ée elementi druge k—torke biti d
puta manji). Zbog toga ¢emo posmatrati k—torku (ai,as,...,a;). Dokazat ¢emo da je
ona lijepa ako i samo ako je a; 4+ ay + - -+ + ax stepen dvice (3to znadi da je k—torka
(1,9, ..., x1) lijepa ako i samo ako je W% stepen dvice, gdje je d najveéi zajed-
nicki djelilac brojeva xy, zo, ..., zx).

Pretpostavimo da je aq, as, . . . , ay lijepa k—torka. Kako je NZD(a,b) = NZD(a—b,b), to
je NZD(a—0b,20b) jednak ili NZD(a,b) ili 2- NZD(a,b). Kako je NZD(ay,as,...,a;) =
NZD(NZD(ay,as),as,...,a), to se u svakom koraku najveéi zajednicki djelilac svih
brojeva ili udupla ili ostane isti. Kako je on na kraju jednak a; + as + - - - + ax, to mora
vrijediti da je a; 4+ as + - - - + a stepen dvice.

Obrnuto, neka je a; + as + - - - + ap = 2". Kako brojevi ay, as, . . ., ax nemaju zajednickog
djelioca, ne mogu biti svi parni, a kako im je zbir paran, to medu njima ima paran
broj neparnih brojeva. Uparimo na proizvoljan nacin te neparne brojeve i u svakom paru
izvrS§imo dozvoljenu operaciju. Kako je razlika dva neparna broja paran broj, na taj nacin
¢emo dobiti sve parne brojeve. Neka smo nakon izvrSsavanja ovih poteza dobili brojeve
2by,2bs, . . ., 2b; (neki od ovih brojeva mogu biti jednaki 0). Dakle, vrijedi by+by+- - -+by, =
2"~1. Takoder, ne mogu svi brojevi b; biti parni, jer su neki od njih jednaki 2a; za
neko neparno a;, te kako se u svakom koraku najveci zajednicki djelilac svih brojeva ili
udupla ili ostane isti, to brojevi by, b, ..., br nemaju zajednickog faktora. Dakle, dobili
smo istu situaciju kao za brojeve ay,as, ..., a; (osim §to je zbir prepolovljen), a znamo
da je k—torka (2b1,2bs,...,2b;) lijepa ako i samo ako je k—torka (b1, bs, ..., b;) lijepa.
Nastavljajuc¢i ovaj postupak, doé¢i ¢emo do situacije da je zbir brojeva jednak 2, a da su
oni relativno prosti, Sto znaci da imamo dvije jedinice i k — 2 nula, te jednim potezom
prebacujemo sve u jednu kutiju. Dakle, ako je a; 4+ as + - - - + a; stepen dvice, moguée je
prebaciti sve olovke u jednu kutiju. Ovim je dokaz zavrsen.

Sema bodovanja:

e svodenje zadatka na slucaj kad brojevi nemaju zajednickog djelioca ....... 2 boda
e dokaz da je a3 +ag+ - -+ a, = 2" potreban uslov da bi k—torka (a, ag, ..., ax) bila
5] 0 P 7 bodova
e dokaz da je a; +as + - - - + ax = 2" dovoljan uslov da bi k—torka (as, as, ..., ax) bila
DA . 11 bodova

Napomena: Ako ucenik ne radi zadatak za sluc¢aj kad brojevi nemaju zajednickog dje-
lioca, ve¢ generalno, onda koraci koji slijede umjesto 7 i 11 vrijede 8 i 12 bodova, redom.
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Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. Neka su a,b, c realni brojevi i posmatrajmo kvadratnu funkciju y = az? + bxr + ¢ sa
razli¢itim nulama x; 1 5. Neka su A i B tacke presjeka grafika ove funkcije sa x osom.

(a) Ako su tangente u tackama A i B na grafik funkcije okomite jedna na drugu, dokazati
da je diskriminanta kvadratne jednacine az? + bz + ¢ = 0 jednaka 1.

(b) Ako je M = (#4%£2,0) i T presjek tangenti u A i B na grafik funkcije, odrediti
povrsinu trougla AAT M.

Rjesenje:

Oznacimo diskriminantu ove kvadratne jednacine sa D = b?> — 4ac. Neka je bez gubitka

opstosti 1 < w5 i neka tactke A i B imaju koordinate A = (21,0) i B = (22,0). Zbog

simetrije tacka T ima x koordinatu jednaku z koordinati tjemena ove kvadratne funkcije,
b _ xitao

odnosno z koordinata tacke T je jednaka —o- = #5

(a) Neka je jednacina tangente u tacki A data sa y = kx 4+ n. Kako prava prolazi
kroz tacku A(zy,0), to je n = —kx,. Prava y = k(z — 1) i parabola y = az? +
bx + ¢ ¢e imati jednu zajednicku tacku (tj. prava ée biti tangenta na parabolu)
ako jednacina k(z — x;) = ax?® + bz + ¢ ima jedno rjeSenje. Ovo je kvadratna
jednacina az? + x(b — k) + ¢ + kzy, te njena diskriminanta mora biti jednaka 0, tj.
mora vrijediti (b — k)? — 4a(c + kx1) = 0, $to je ustvari kvadratna jednacina po
k: k? — (2b+ 4axy)k + b* — 4ac = 0. Njena diskriminanta je jednaka 4b* + 16abx; +
16a®z? — 40 + 16ac = 16a(ax? + by + ¢) = 0 (jer je x1 rjeSenje kvadratne jednacine



ar®+bxr+c = 0). Dakle, k = — =249 — 9¢q, + b. Sliéno je koeficijent tangente u
tacki B jednak 2axs + 0. Kako su ove tangente okomite, to znaci da im je proizvod
nagiba jednak —1, odnosno vrijedi

b
—1 = (2ax;+b)(2aw2+b) = 4a*w 25 +2ab(z) +12) +b° = 4025 —2ab- +1* = 4ac—b*,
a a

odnosno D = b% — 4ac = 1, §to je i trebalo dokazati. Ovdje smo koristili Vijetova

pravila po kojima je
b

T1+ T = —E,xle = —.

@)

Q

(b) Po definiciji je tacka M sredina duzi AB, pa je AM = ? = |25%|. Imamo da je
Lo —T1 = \/(952—351)2 = \/($2+$1)2—4$19€2 = Z—i - %C = % = \/GIQZ ‘L‘Ua
pa je AM = %]

Takoder znamo da je MT okomito na AB. Kako je M sredina hipotenuze pravouglog
trougla AAT B, imamo da je AM = MB = MT, pajei MT = AM = |i|
Sada je povrsina trougla AAT B jednaka:

AM -MT | - 5 1

Paarm = 5 5 " 82
Sema bodovanja:
© DO () ottt 10 bodova
— zakljucak da je nagib tangente 2ax; + b, odnosno 2axs +b ............ 3 boda
— postavljanje uslova da je proizvod nagiba tangenti jednak —1 ......... 3 boda
— kraj dokaza ... 4 bodova
© DI0 (b)) oo 10 bodova
— izracun x koordinate tacke T ...... ... .. ... 1 bod
— zakljucak da je trougao AATM pravougli ............................. 1 bod
— igracun stranice AM .. ... 3 boda
— dzracun stranice M1 ... ... 4 boda

— tacno izratunavanje POVISITIE . ... .......uuettteeeen e 1 bod



2. Odrediti sve realne brojeve 0 < z < 7 za koje je izraz
cos(x) + isin(x) — cos(2z) — isin(2z) + cos(3x) + i sin(3z)
jednak nuli (pri ¢emu je ¢ imaginarna jedinica).
Rjesenje:
Rijesimo jednacinu
cosx +isinx — cos 2x — ¢sin 2z + cos 3z + i sin 3x = 0.
Realni dio izraza sa lijeve strane mora biti nula, pa je

cosx — cos 2x + cos3r = 0

cosz — (2cos’x — 1) + cos 2z cosx — sin 2z sinx = 0

1+ cosz —2cos’x + cosx(2cos’x — 1) — 2cos wsin®z = 0
4cos®xr —2cos’x —2cosx +1=0

(2cos’z —1)(2cosz — 1) = 0.

3

Jedina rjeSenja posljednje jednacine u intervalu [0, 7] su xz = %, %, 5F. Ako se izjednaci

imaginarni dio sa nulom dobije se

sinrx —sin2x + sin3x =0

sinz — 2sinx cosz + sin x cos 2x + sin 2z cosx = 0

sinz — 2sinz cos + sinz(1 — 2sin®z) 4+ 2sin (1 — sin® ) = 0
—4sin®z + 4sinx — 2sinzcosz = 0

sinz(2 — 2sin®x — cosx) = 0.

Za x = % je lijeva strana posljednje jednakosti jednaka je nuli, dok z = 7 iz = %” ne

daju rjesenje.

Dakle, jedino rjesenje je x = 3.

Sema bodovanja:
e izjednacavanje realnog ili imaginarnog dijela jednac¢inesa 0 ............... 2 boda
e dokaz da je (2cos?z — 1)(2cosx —1) =0 ..ot 10 bodova
* u ovom koraku moguce je osvojiti parcijalne bodove u zavisnosti koliko je ucenik /ica

napredovao/la u dokazu

e zakljuCak da su jedina moguca rjeSenja x = 3,7, %% ... 3 boda
e dokaz da je jedino rjeSenje x = § ... 5 bodova



3. Oznacimo sa S broj uredenih parova (a,b) cijelih brojeva 1 < a < 1001 b > 0 za koje
se polinom x? + ax + b moze faktorisati kao (z + ¢)(x + d) za neke cijele brojeve c i d.
Odprediti vrijednost S.

Rjesenje:

Dokazat ¢emo da je S = 2600. Imamo da je
(z+c)(x+d) =2 +z(c+d)+cd,

pa da bi vrijedilo 2* + ax + b = (z + ¢)(x + d) mora vrijediti a = ¢ +d i b = cd.
Fiksirajmo sada neko 1 < a < 100 i pretpostavimo bez gubitka opstosti da je ¢ < d. Zbog
c+d=a>0icd=0>0imamo dasuic>0,d>0. Sada za ¢+ d = a imamo rjeSenja
(c,d) € {(0,a),(1,a —1),...,(|5],a — [5])}. Pretpostavimo da za dva razli¢ita rjeSenja
(x,a—x)i(y,a —y) vrijedi x - (a — x) =y - (a —y). Dobijamo da je

ar — 22 = ay — 1°

a(z —y) — (z* —y°)
(z—y)a—(z+y) =

0

Kakojex+y < [§|+[5] —1<2-5—1 < a, dobijamo da je x = y, 3to je kontradikcija.
To znaci da nam svako nabrojano rjesenje daje drugaciju vrijednost za b = c¢d. Odnosno,
za fiksno 1 < a < 100 imamo |§ | 4 1 rjeSenja za b, za koje postoje trazeni c i d.

Sumirajuéi ovo za sve a € {1,2,...100} dobijamo

S=142424+3+3+...+50+50+51=2-(1+2+...50)+ 50 = 2600.

Sema bodovanja:

e dokaz da za fiksno a postoji [§| + 1 rjeSenjaza b ..................... 15 bodova

® IZTACUNAVAIE S ..ottt 5 bodova



4. Neka su a i b prirodni brojevi za koje vrijedi a > b i

NZD(a—b,ab+1) =NZD(a+b,ab—1) = 1.

Dokazati da broj (a — b)? + (ab + 1)? nije kvadrat prirodnog broja.

Rjesenje:
Vrijedi

(a—b)?+ (ab+1)? = a® —2ab+b* + a*b* +2ab+ 1 = a®> + a*b* +b* +1 = (a®* +1)(b* + 1).

Neka je d = NZD(a? 4+ 1,0* + 1). Tada d|a® — * = (a — b)(a + b). Ukoliko d # 1 postoji
prost broj pld.

Pretpostavimo p|a — b, tada

pl(a® +1)(b* +1) = p|(a—b)*+ (ab+1)* = plab+1,

oto je kontradikcija sa NZD(a — b,ab+ 1) = 1.

Ako pretpostavimo pla + b tada imamo

p\(a2+1)(62+1) = 10|(0L—b)2—i-(ab+1)2 — p[(a+b)2—|—(ab—1)2 = plab—1,

sto je kontradikcija sa NZD(a + b,ab — 1) = 1. Dakle d = 1.

Sada ukoliko je (a—b)?+(ab+1)? = (a®>+1)(b*+1) potpun kvadrat, posto su a®+11i b*+1
relativno prosti to su oba izraza potpuni kvadrati prirodnog broja. To je kontradikcija jer
a® + 1 nikada nije potpun kvadrat kada je a prirodan broj (ako pretpostavimo a? +1 = ¢?
dobijamo (¢ — a)(c + a) = 1, 8to je nemoguce).

Sema bodovanja:

zapis datog izraza kao (a® + 1)(B% + 1) .ooiiiiiiii i 3 boda
uvodenje prostog broja p koji dijeli a®> +1i 0> +1 ........................ 2 boda
dokaz da p | (@ —=b)(@4D) oooei 3 boda
rjeSavanje slucaja p | (@ —0) ..o 5 bodova
rjeSavanje slucaja p | (@ +b0) ..o 5 bodova

kraj dokaza ....... ... 2 boda



5. Neka je O centar opisane kruznice raznostrani¢nog trougla ABC' i neka je T teziSte tog
trougla. Tacka M je sredina stranice AB. Dokazati da je OT okomito na tezisnicu C'M
ako i samo ako vrijedi BC? + AC? = 2AB?.

Rjesenje:
Oznacimo ugao ZOTC = t. Ako se iskoristi kosinusna teorema na trougao OT'C dobije

se
O0C?=CT?>+0T?*—-2-CT -OT - cost.

Vrijedi da je

cos(ZOTM) = cos(180° — t) = cos(180") cos(t) + sin(180°) sin(t) = — cos't.

Zbog toga, ako se iskoristi kosinusna teorema na trougao OT M se dobije
OM? = MT? + OT? +2- MT - OT - cost.
Sada oduzimanjem dobijamo
OC? — OM? = CT? — MT? — 20T cost(CT + MT).

Trougao MOA je pravougli, pa koristeé¢i Pitagorinu teoremu lijeva strana posljednje jed-
nakosti jednaka je

AB?

OC? —OM? = OA? — OM? = AM? = T

Ako oznac¢imo duzinu teziSnice sa t, = CM, poznato je da vrijedi CT = %tc iMT = %tc.
Sada se dobije jednakost

2
AB” %ti — 20T cos(t)t. (x).




Lema: Vrijedi da je 2BC? 4+ 2AC? = AB? + 4t2.
Dokaz:
Primjenjujuéi kosinusnu teoremu na ugao ZABC' u trouglovima ABC i M BC' dobijamo

AB?+ BC? — AC?*  MB*+ BC? — CM?
AB - BC - MB - BC

2cos(LABC) =

Iz posljednje jednakosti lagano slijedi tvrdnja leme.

Dakle, iz leme imamo da je

5o 2BC?+24C — AP’
c 4 .

Uvrstavajuéi u (x) dobijamo

AB*  2BC?*+2AC? — AB?
4 12

— 20T cos(t)t.,

odnosno

2AB? = AC? + BC?* — 1207 cos(t)t...

Dakle vrijedi 2482 = AC? + BC? ako i samo ako je cost = 0, odnosno ako i samo ako je
t = 90°, §to je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e dokaz da vrijedi jednakost OC? — OM? = CT? — MT? — 20T cost(CT + MT) (ili

neki ekvivalentni izraz) ............. i 8 bodova
o dokaz da vrijedi jednakost 4B% = 2BC*+2ACT-AB _ 9T cog(t)t, (ili neki ekvivalentni
LZEAZ) o 5 bodova
e izracunavanje t. kao u dokazu ....... .. ... 5 bodova

o kraj dokaza ...... ... 2 boda
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IV razred

Rjesenja zadataka i Seme bodovanja

1. Odrediti sve prirodne brojeve n > 4 takve da vrijedi
n+1 n?+1
o0n - = :
G- ()
Koristeéi simetri¢nost binomnih koeficijenata imamo

n+1 n+1 n+1
50 * :50 . :50 .
! (n—4> ! (n+1—<n—4>) ! ( 5 )

(n+1)nn—1)n-2)(n—-3) 5
. ' =15 " (n+1)(n—1)(n—2)(n — 3).

RjesSenje:

= 50n

S druge strane je

(n ;1) NG +1>§!<n -1 :é-ng(n+1)(n—1)(n2+1)’

gdje je u posljednjem koraku ¢lan n? — 1 faktorisan kao razlika kvadrata. Sada imamo

n+1 n?+1
50n-(n_4):< . ><:>
D2 (n 4 1) (n = 1)(n — 2)(n —3) :%-nz(n—i—l)(n—l)(nQ—l)@

12
5(n—2)(n—3)=2(n*-1) &
3n% —25m +28 =0

Rjesenja posljednje kvadratne jednacine su

254252 -4-3.28 25417
- 2.3 6

ny2

25417

& = 7. Kako je n prirodan broj, jedino rjeSenje je

odnosno n; = = 21ng =

2517 4
6 3
n==".



Sema bodovanja:

Zakljugak ("7)) = ("F') L 4 boda
Primjena formule za binomni koeficijent na lijevu i/ili desnu stranu ....... 3 boda
Dobijanje kvadratne jednac¢ine pomn ... 7 bodova

— Skradivanje €lana n2 ... ... 2 boda

— Skracivanje lana n? — 1 (ili (n —1)(n+1)) ..ooooieiiiii ... 5 bodova
Rjesavanje kvadratne jednacine .......... ... ... .. i 4 boda
Dobivanje rjeSenja n = 7 ... 2 boda



2. U koordinatnom sistemu oznacene su sve tacke ¢ije su obje koordinate cijeli brojevi izmedu
115, uklju¢ujucéii1i 5. Koliko postoji trouglova sa tjemenima u oznacenim tackama ¢ija
je povrsina veca od 0 (tj. ¢ija tjemena ne leze na jednoj pravoj)?

Rjesenje:
U nastavku pod trojka uvijek podrazumijevamo neuredenu trojku, odnosno troc¢lani skup.
Tako svaka trojka oznacenih tacaka odreduje jedan trougao.

Ukupan broj oznacenih tacaka je 5 -5 = 25, pa je broj trojki oznacenih tacaka jednak
(235). Od ovog broja potrebno je oduzeti one trojke koje ¢ine trougao povrsine 0, tj. Cija
su tjemena kolinearna.

Najprije odredimo koliko ima trojki koje leze u istom redu ili istoj koloni. Imamo 5
redova i 5 kolona, te u svakom redu ili koloni trojku tacaka mozemo odabrati na (g)

nacina. Dakle, ovakvih trojki ima 10 - (g)

Odredimo sada koliko ima trojki kolinearnih oznacenih tacaka koje nisu u istom redu ili
koloni. Neka su A(za,ya), B(xp,yp) i C(xc,yc) tri oznacene tacke na istoj pravoj, i
neka je x4 < rp < x¢. Pretpostavimo da prava ima pozitivan koeficijent. Tada je i
ya < yp < yYc. Zbog kolinearnosti imamo

Y —Ya Yo —Yp
Tp—TA To—Tp

Zbog 1 <xy <xp<zec <5il<ys<yp<yc <5 brojnici i nazivnici u posljednjoj
relaciji su jednaki 1,2 ili 3, te je zbir brojnika, kao i zbir nazivnika, cijeli broj izmedu 1
i 4. Vidimo da su jedine mogucnosti za koeficijent prave %, 11 2. Analogno dobijamo da

su jedine mogucnosti za negativan koeficijent prave —%, —11i-2.

Posmatrajmo trojke oznacenih tacaka koje leze na pravoj s koeficijentom 1. Ovakvih
pravih koje sadrze barem tri oznacene tacke ima 5 - po jedna za svaku od tacaka (1,3),
(1,2),(1,1),(2,1),(3,1). Ove prave sadrze redom 3,4, 5,4, 3 oznacenih tacaka, pa je broj
odgovarajucih trojki 2 - (g) +2- (g) + (g) Zbog simetrije broj trojki oznacenih tacaka
koje leze na pravoj s koeficijentom —1 je isti.

Posmatrajmo sada trojke oznacenih tacaka koje leze na pravoj s koeficijentom 2. Ovakvih
pravih koje sadrze barem tri oznacene tacke ima 3 - po jedna za svaku od tacaka (1,1),
(2,1),(3,1). Svaka od njih sadrzi tacno po tri oznacene tacke, pa dobijamo tri trojke.
Zbog simetrije broj trojki oznacenih tacaka koje leze na pravoj s koeficijentom —2,% ili
—1 je isti.

Sada zaklju¢ujemo da je ukupan broj trazenih trouglova jednak

() o () o () () o a-



Sema bodovanja:

e Odredivanje ukupnog broja trojki .......... ... ... 2 boda
e Ideja oduzimanja kolinearnih trojki od ukupnog broja .................... 4 boda
e Odredivanje broja trojki koje leze u istom redu ili koloni .................. 3 boda
e Odredivanje mogucih koeficijenata prave kroz barem tri oznacene tacke ...3 boda

x Ovi bodovi se dodjeljuju i ukoliko ucenik navede moguée koeficijente bez dokaza

e Odredivanje broja trojki s koeficijentom +1 .............................. 3 boda
* Odredivanje broja trojki za jedan od koeficijenata 1 i —1 nosi 2 od 3 boda

e Odredivanje broja trojki za koeficijente £5 142 ................. ... ..., 3 boda
* Odredivanje broja trojki za jedan od ovih koeficijenata nosi 2 od 3 boda

e Dobijanje tatnog rezultata ....... ... ... i 2 boda

* Ovi bodovi se dodjeljuju i ako ucenik ne izrac¢una broj, nego rezultat predstavi
preko binomnih koeficijenata



3. Dat je trougao AABC. Na stranicama BC' i C'A date su tacke D i E, redom. Duzi
AD i BFE sijeku se u T. Pretpostavimo da vrijedi AT = CD = 2-BT =2 -CFE i

Prapr = Paceb-

(a) Dokazati da je ¢etverougao CET D tetivan.
(b) Odrediti odnos ?ﬂ.

ABTC

Napomena: sa Paxyz oznacavamo povrsinu trougla AXY Z.

Rjesenje:

Ozna¢imo BT = CE = z. Tada je AT = CD = 2z. Imamo
1
Prapr = 3 AT - BT -sin ZATB = z? - sin ZATB,

te
1
Progp = 5 CE-CD -sin/ECD = 2% -sin ZECD.

Sada iz Paapr = Pacep dobijamo sin ZATB = sin ZECD, odakle slijedi ZECD =
ZATB ili ZECD + ZATB = 180°. Prvi slucaj otpada jer je tacka T u unutrasnjosti
trougla AABC, pa vrijedi ZECD + ZATB = 180°. Kako je ZETD = /AT B, dobijamo
ZECD+/FETB = 180°, odakle slijedi da je ¢etverougao C ET D tetivan. Ovim je dokazan
dio (a).

Imamo Paarc = % AT - CT -sin ZATC', a kako je sin ZATC = sin ZCTD = sin ZCED
(prva jednakost slijedi iz ZATC + ZCTD = 180°, a druga iz tetivnosti Getverougla
CETD), to je Prarc = % - AT - CT - sin ZCED. Analogno dobijamo Pagrc = % - BT -
CT -sin ZC'DFE. Sada imamo

Pparc _ 1 AT -CT -sin ZCED _ AT sinZCED 99—y
Papre  §-BT-CT-sinZCDE BT sinZCDE ’
jer je % = 2 po uslovu zadatka, a :Eéggg = g—g = 2 iz sinusne teoreme na trougao

ACED.



Sema bodovanja:

© DO (A) ot 7 bodova
— Izrazavanje Paapr i PArcgp Na nadin iz rjeSenja ...................... 2 boda
— Zakljucak sin ZATB =sin ZECD ... .. i 2 boda
— Zakljuéak ZATB 4+ ZECD = 180° .. ..o 2 boda
— Zakljucak da je ¢etverougao CETD tetivan ............................ 1 bod
© Di0 (b)) oo 13 bodova
— Relacija Paarc = % - AT - CT -sin LZATC (ili ekvivalentna za Paprc) 2 boda
— Zakljucak $247¢ = 2. SRZATC 3 boda
— Zakljucak sin ZATC = sin ZCED (ili ekvivalentan za ZBTC') ........ 3 boda
— Zakljucak S228TC — 2 4 boda

Dobijanje rezultata ........... 1 bod



4.

(a) Odrediti sve prirodne brojeve a sa sljede¢om osobinom: za svaki neparan prost broj
p postoji prirodan broj n takav da p istovremeno dijeli brojeve a” —n i a"™ — (n+1).

(b) Odrediti sve prirodne brojeve a sa sljede¢om osobinom: za svaki neparan prost broj p
postoji prirodan broj n takav da p istovremeno dijeli brojeve a™ —n? i "™ — (n+1)2.

Rjesenje:
Dio (a)
a = 1 o¢igledno ne zadovoljava uslov, jer je tada a” —n = —(n—1)ia"™ - (n+1) = —n.

Pretpostavimo da a ima neparan prost faktor ¢q. Tada po uslovu zadatka postoji n takav
dag|a®—nigq|a"™ —(n+1), odakleslijedi ¢ | niq|n+1 (jer ¢ | a). Ovo je nemoguée
jer su uzastopni cijeli brojevi relativno prosti. Dakle, a nema neparan prost faktor, pa je
a = 2% zaneki k € N.

Pretpostavimo da je k > 2. Tada je a — 1 neparan broj veéi od 1, pa ima neparan prost
faktor r. Vrijedia =1 (mod r), pajea”—n =1-n (mod r)ia" " —(n+1) = 1—(n+1) =
—n (mod r). Po uslovu zadatka postoji n takav da je a"—n = a"™'—(n+1) =0 (mod r),
odnosno 1 —n = —n = 0 (mod r). Odavde slijedi 1 = 0 (mod r), §to je kontradikcija.
Dakle k = 1, odnosno a = 2.

Pokazimo sada da a = 2 zadovoljava uslov zadatka, tj. da za svaki neparan prost broj p
postoji n € N takav da je a” =n (mod p) i "™ =n+ 1 (mod p). Dovoljno je uzeti n
takav da vrijedin =0 (mod p—1)in =1 (mod p), $to je mogucée po Kineskom teoremu
o ostacima, jer su brojevi p — 1 i p relativno prosti. Naime, iz Male Fermatove teoreme
imamo 277! = 1 (mod p), pa vrijedi i 2" = 1 (mod p) jer p—1 | n. Kakojein =1
(mod p), vrijedi 2" =n (mod p). Imamo i 2" =2.2"=2.1=2=n+1 (mod p), pa
navedeni broj n zadovoljava uslov.

Dio (b)

Pretpostavimo da a = 1 zadovoljava uslov zadatka. Tada za svaki neparan prost broj p
postoji n € N takav da p |n? —1ip| (n+1)? — 1. Iz prve relacije p dijeli barem jedan
od brojevan — 1 in+ 1, a iz druge p dijeli barem jedan od brojevanin+2. Zap > 5
ovakav n oc¢igledno ne postoji, pa a = 1 ne zadovoljava uslov. Dakle, a > 2.

Na isti na¢in kao u dijelu (a) dobijamo da a nema neparan prost faktor (dobili bismo
q|n?iq| (n+1)2% 8to je nemoguce). Zato je a = 2F zaneki k € N. Za k = 1jea = 2, §to
ne zadovoljava uslov. Naime, tada za p = 3 ne postoji n takav da je a” = n* (mod p) i
a"™ = (n+1)? (mod p), jer je medu brojevima a™ = 2" i a™** = 2"™! jedan kongruentan
2 po modulu 3, a n? i (n+ 1)% ne mogu biti kongruentni 2 jer su potpuni kvadrati. Dakle,
k> 2.

Sada a — 1 ima neparan prost faktor r. Tada je a =1 (mod r). Po uslovu zadatka postoji
n takav da je a” = n? (mod r) i "™ = (n + 1)? (mod r), odnosno n? = 1 (mod r) i
(n+1)>=1 (mod r). Odavde slijedi 7 | n* —11ir | (n+1)*> — 1, pa r dijeli barem jedan
od brojevan —11in+ 11 barem jedan od brojeva n i n + 2. Ovo je moguce samo ako je
r = 3. Dakle, jedini neparan prost faktor od a — 1 je 3, a kako je a — 1 = 2¥ — 1 neparan
broj, vrijedi 2¥ — 1 = 3! za neki t € N.

Posmatrajudi jednacinu 2% — 1 = 3! po modulu 3 dobijamo da je 2 =1 (mod 3), odakle
slijedi da je k paran broj. UvrStavajuéi k = 2 i faktorisuéi lijevu stranu kao razliku
kvadrata dobijamo (2! —1)(2" + 1) = 3!, pa su 2! — 11 2! + 1 stepeni broja 3. Kako se ovi



brojevi razlikuju za 2, jedina moguénost je 2! —1 =11 2! +1 = 3, odakle dobijamo [ = 1,
tj. k=2ia=4.

neparan prost broj p postoji n € N takav da vrijedi 2" = n (mod p) i 2" = n +1
(mod p). Kvadrirajuéi ove kongruencije dobijamo 4" = n? (mod p) i 4" = (n + 1)?
(mod p), pa je zadovoljen uslov dijela (b) za a = 4.

Pokazimo da a = 4 zadovoljava uslov zadatka. U dijelu (a) smo dokazali da za svaki
2

Sema bodovanja:

e Zaklju¢ak da a nema neparan prost faktor (za oba dijela (a) i (b)) ........ 3 boda

« Ukoliko je ovaj zaklju¢ak donesen samo u jednom od dijelova (a) i (b), vrijedi 2
od 3 boda

Posmatranje neparnog prostog faktora od a — 1 (za oba dijela (a) i (b)) ...3 boda

* Ukoliko je on posmatran samo u jednom od dijelova (a) i (b), vrijedi 2 od 3

boda
e Dokaz da su a = 2 i a = 4 rjeSenja za dijelove (a) i (b) redom ............. 4 boda
« Ukoliko je ovaj dokaz sproveden za samo jedan od dijelova (a) i (b), vrijedi 3 od
4 boda
e Ostatak dijela (&) ... 3 boda
— Zakljudak da je a = 2% za k > 1 (odbacivanje slucaja k =0) ........... 1 bod
— Zakljucak da a — 1 nema neparan prost faktor .......... ... ... ... ... 2 boda
e Ostatak dijela (b) ... ... . 7 bodova
— Zakljutak dajea =2 za k> 2 ... ... ... .. 4 boda

* Odbacivanje svakog od slucajeva k = 01 k = 1 vrijedi po 2 boda
— Zakljucak da je a — 1 stepen broja 3 ....... ... ... . L 2 boda
— Zakljucak da je jedina moguénost a =4 ....... ... .. 1 bod



5. Neka je n neparan prirodan broj, i neka su p, ¢ racionalni brojevi za koje vrijedi p*+¢* = 1.

Dokazati da je broj
—1

S0+ iay

7=0

racionalan, gdje 7 oznacava imaginarnu jedinicu.
Rjesenje:

Zbog p?+¢*> = 1 kompleksni broj p+ig ima modul 1. Predstavimo ga u eksponencijalnom
obliku p + ig = €. Tada imamo

—_

n—1 n—

Sptic =Y () =

J=0

(e) —1
el —1 7

<
I
=)

gdje smo koristili formulu za sumu geometrijskog niza. Dalje je

(¥ —1 et g (e — 1) _ e (e — 1)

. h— 'LP .gp I . .
et — 1 els — e7is 21 sm%

Y

gdje smo u prvom koraku progirili razlomak sa e %, a u drugom iskoristili identitet

e’ = cosf + isinf. Sada dobijamo

n—1

(p +iq)’

e—ig(eincp o 1) B |67i%} ’eimp o 1| B |ein<p o 1’
B |2z’sin§| N 2sin £

%
2281112

Primijetimo da vrijedi

| — 1| = |cosny — 1 +isinng| = \/(cosng — 1)% + (sinngp)? =

V/ (cosnp)? + (sinng)? —2cosng + 1 = /2 — 2cosnp = \/2—2(1 — 2sin2n§) =

~/4sm n— =

pa je

sin n—’

|smn“°|

sin “"

—1
Zpﬂq
7=0

Kako je e = p+iq, to je p = cosp i ¢ = sinp, tj. cos¢ i sin ¢ su racionalni. Dokazat

inn?

, . sinn¥t . . . . . o , L.

¢emo da je ——Z racionalan broj za svaki neparan prirodan broj n, ¢ime ¢e dokaz biti
2

zavrsen.

Dokazimo najprije indukcijom po n da je su cosny i sin ny racionalni za svaki n € N. Za
n = 1 tvrdnja slijedi iz uslova zadatka (p = cos ¢ i ¢ = sin ¢ su racionalni), Sto prestavlja
bazu indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1, te dokazimo da vrijedi za n.
Imamo

sinng = sin((n — 1)p + ¢) = sin(n — 1)pcos ¢ + cos(n — 1)psin p,



Sto je racionalan broj jer su sin(n—1)¢ i cos(n—1)¢p racionalni po induktivnoj pretpostavei,
a cos @ 1 sin @ racionalni po uslovu zadatka. Analogno dokazujemo da je cos ny racionalan,
¢ime je indukcija zavrSena.

- . .. . sinn¥ . . . .
Dokazimo sada indukcijom po n da je —— racionalan broj za svaki neparan prirodan
2

innf in £ .
broj n. Baza indukcije je oCigledna: zan =1 je —ssin”; = ;né =1 € Q. Pretpostavimo
2

da tvrdnja vrijedi za n — 2, i dokazimo da vrijedi za n. Imamo

sinng  sin(n—2)§ 1 . o\
— ——— = — (sinng —sin(n —2)+ ) =
sin & sin § sin & 2 2
ne+n—-2%2  nf—-(n—-2)% 1
- 2cos —2 ( )zsin 3~ ( )2: w-ZCOS(n—l)—sinf:
sin & 2 2 sin & 2
-1
2 cos(n — 1)% = 2cos ©
i P i —_NEL
Sto je racionalan broj jer je n — 1 paran, pa je ”T’l cio broj. Dakle, S;?nng — Smg; %2)2 je
N, z
racionalan, a po induktivnoj pretpostavci je % racionalan, pa je i S;?nng racionalan.

Ovim je dokaz zavrsen.

Sema bodovanja:

e Predstavljanje broja p + iq u trigonometrijskom ili eksponencijalnom obliku 1 bod
e [zracunavanje sume geometrijskog reda ....... ... ... oL 3 boda
e Dobijanje oblika e;:;—gﬂ ............................................... 5 bodova
e Dobijanje oblika |S;?nn§ TR UTRRRRRR 3 boda
e Dokaz da su cosnyp i sinnp racionalni zasven e N ............... ... ... 3 boda
e Dokaz da je % racionalan .......... .. 5 bodova



