Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

| razred

Zadatak 1. Dat je petougao ABCDE sa sljedeéim osobinama:
i. <EAB = £ABC = £BCD = 90°,
ii. AB =53,CD =37,DE =20,AE = 28.

Odrediti povrsinu datog petougla.

D 37 C
>
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E
28
A 53 B

Zadatak 2. Dati su prirodni brojevi a, b, ¢ za koje vrijedi jednakost
a’?—a—-c b®*-b-c
b
Dokazati da je broj a + b + ¢ kvadrat prirodnog broja.

=a+b+ 2.

Zadatak 3. Na hokejaskom turniru ucestvuje 6 ekipa. Svaka ekipa je igrala sa svakom drugom ekipom ta¢no
jednom. U jednom mecu ekipa dobija 3 boda ako pobijedi, 0 bodova ako izgubi i 1 bod ako je nerijesen
rezultat (tj. u slu¢aju nerijeSenog rezultata obje ekipe dobijaju po 1 bod). Na kraju turnira ekipe su
rangirane po broju bodova. Ispostavilo se da nikoje dvije ekipe nemaiju isti broj bodova, kao i da svaka
ekipa (osim posljednje) ima ta¢no 2 boda vise od ekipe koja se nalazi jedno mjesto ispod na rang listi.
Dokazati da je Cetvrta ekipa na rang listi pobijedila tacno dva meca.

Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve a, b, ¢ za koje su zadovoljena sljedeéa tri uslova:
i.  (a®+b?)(c? +2024%) = (ab + 2024c)?,
i. (a®+20242)(b% + c?) = (2024a + bc)?,
iii. najveci zajednicki djelilac brojeva a, b i ¢ jednak je 1.

Zadatak 5. Date su kruznice k4 i k, sa centrima u tackama 0O, i O,, redom, koje imaju razli¢ite poluprecnike i
koje se dodiruju izvana u tacki A. Neka je t zajednicka tangenta te dvije kruZznice koja ne prolazi kroz
tacku A. Okomica iz tacke A na pravu t sijece simetralu duZi 0, 0, u tacki B. Dokazati da je 0,0, = 2AB.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

Il razred

Zadatak 1. Ako su a i 8 rjeenja kvadratne jednadibe x? + 2x + 3 = 0, odrediti realne parametre a i b tako da

(a - 1)2 i (ﬁ - 1)2 budu rjesenja jednadzbe x2 +ax + b =0
o 7 ] Ja | :

Zadatak 2. Koliko ima cetverocifrenih prirodnih brojeva kojima je zbir prve dvije cifre jednak zbiru zadnje dvije
cifre? Obrazloziti!

Zadatak 3. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra k za koje postoji polinom P(x) treceg stepena takav da je
istovremeno djeljiv sa polinomima Q(x) = —x? + 2k —3)x + k + 13iR(x) = 2x?2 — (k— 1x — 13 — k.

Zadatak 4. Odrediti sve parove (x, y) cijelih brojeva za koje vrijedi
x*—2y? =1.

Zadatak 5. Na pre¢niku AB kruZnice k; proizvoljno je izabrana tacka C razli¢ita od tacaka A i B, i povuéena je
kruZnica k, koja dodiruje duz AB u tagki C i kruznicu k; iznutra u tacki D. Neka je E tacka presjeka duZi BD i
prave okomite na AB u ta¢ki C. Ozna&imo sa F sredinu kruznog luka AB na kojem je tatka D. Dokazati da su
tacke A, E, F kolinearne.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

Il razred
Zadatak 1. Odrediti jednacine zajednickih tangenti kruznica x? + y? = 2x i x? + y? = 2y.

Zadatak 2. Neka su a, 3, y uglovi trougla.
a) Dokazati da vrijedi jednakost: Sln,2a+51_nzﬁ+s,m 2 — 8sinZsin
sina+sin f+siny 2

sin 2a+sin 2B +sin 2y <1

B

2

Y

sin—.
2

b) Dokazati da vrijedi nejednakost

sina+sin f+siny

Zadatak 3. Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi, te neka je p prost broj. Dokazati da vrijedi

l,akopta

2 2y —
NZD(ab,a* + pb*) = {p,akop la

Zadatak 4. Neka je ABC jednakostrani¢ni trougao, te neka je P tacka u njegovoj unutrasnjosti. Dalje, neka su
D, E, F podnozja normala iz tacke P na stranice BC, CA, AB, redom. Dokazati:

a) AF +BD + CE = AE + BF + CD.

b) Paapr + Pagpp + Pacre = Paape + Papr + Pacep-

Zadatak 5. Data je mreza 2024 X 2024 (na slici je prikazana
mreza 10 X 10). Donji lijevi ugao je tacka X, a gornji desni
tacka Y. Puz dolazi odozdo u tacku X, te Zeli da izade iz
mreze u tacki Y i to tako Sto ée iz nje otici desno (slika). Puz
se moze kretati samo ivicama mreZe, te se uvijek kre¢e samo
gore i desno. U bilo kojem korneru mreZe on moze
promijeniti smjer kretanja (tj. iz desno u gore ili obratno), ali
nakon Sto promijeni smjer, ne moZe odmah prilikom
narednog kornera opet promijeniti smjer. Na koliko nacina

puz moze na Zeljeni nacin izaci iz mreZe tako da napravitacno

777 promjena smjera? Pri tome, prvu promjenu smjera

moze (ali ne mora) napraviti odmah u tacki X, a posljednju
promjenu smjera moZze (ali ne mora) napraviti u tacki Y.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2023.

IV razred

Zadatak 1. Neka je a4, a,, as ... beskonacan aritmeticki niz realnih brojeva.
a) Ako postoje prirodni brojevi m i n takvi da je ‘Z:T’: = —1, dokazati da niz sadrZi cijeli broj.
b) Navesti primjer niza koji ne sadrZi niti jedan racionalan broj, a za koji postoje prirodni brojevim i
n takvi da je Z—j: = —1.
Zadatak 2. Data je ploca dimenzije 8 X 8. Za skup polja plo¢e kazemo da je lijepo rasporeden ako nikoja dva
polja nisu u istom redu niti u istoj koloni.
a) Na koliko nacina je moguce odabrati skup od 8 lijepo rasporedenih polja?
b) Ukoliko se sa ploc¢e uklone gornje lijevo i donje desno polje, na koliko nacina je moguce od
preostala 62 polja odabrati skup od 8 lijepo rasporedenih?
c) U polja ploce upisani su brojevi 5,10, 15, 20, ... 320 u rastu¢em poretku slijeva nadesno i odozgo
prema dole (tj. u prvom redu su redom brojevi 5,10,15, ...,40, u drugom redu redom brojevi
45,50,55, ...,80 itd.). Odrediti sve vrijednosti koje moZe uzeti suma brojeva na skupu od 8 lijepo
rasporedenih polja.

Zadatak 3. Odrediti sve parove (a, b) cijelih brojeva za koje vrijedi
(8a—b)2=2-(a—2)- b2

Zadatak 4. U kruZnicu poluprecnika 1 upisan je kvadrat ABCD i jednakostrani¢ni trougao XY Z, pri cemu je
dozvoljeno da se tjemena kvadrata i trougla podudaraju. Koja je najveéa povrsina koju moZe imati
mnogougao Cija su tjemena tacke A, B, C, D, X, Y, Z (ovaj mnogougao moZe imati manje od 7 tjemena
ako se neke tacke podudaraju)?

Zadatak 5. Odrediti sve funkcije f: Ny = N, takve da je f(1) > 0idazasve x,y € N, vrijedi
2 2
fG?+3y%) = (f())" +3(f1)"

Napomena: N, oznacava skup nenegativnih cijelih brojeva.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/ozujka 2024.

RjesSenja zadataka za | razred
Zadatak 1. Dat je petougao ABCDE sa sljedeéim osobinama:

i. <4EAB = £ABC = +£BCD =90°,
ii. AB=053,CD=37DE =20,AE =28.

Odrediti povrsinu datog petougla.

28

A 53 B
Rjesenje:

Dodajmo tacku F tako da je ¢etverougao ABCF pravougaonik.

F D 7 C
20
E
28
L)
A 53 B

Sadaimamodaje FD = FC — DC = AB — DC = 53 — 37 = 16. Iz Pitagorine teoreme u

trouglu AEDF imamo EF = VED? — FD? = 12. 1z toga slijedidaje BC = AF =28+ 12 =

40. Povrsina petougla ABCDE jednaka je razlici povrsina ¢etverougla ABCF itrougla AEDF,

odnosno povrsina petougla jednaka je 53 - 40 — % = 2024.

Sema bodovanja

dodavanje tacke F: 5 bodova
izraCunavanje stranice FD: 3 boda
izraCunavanje stranice EF (ili AF): 7 bodova

O O O O

izraCunavanje povrsine petougla: 5 bodova

Napomena: Zadatak je moguce uraditi i podjelom petougla na neke manje dijelove umjesto
dodavanja tacke F. Takva rjesenja ili pokusaji rjesenja ¢e biti adekvatno bodovani na nacin koji
je konzistentan sa gore opisanom Semom (tj. sli¢ni postupci u takvim rjesenjima ce vrijediti
slican broj bodova kao u datoj Semi).



Zadatak 2. Dati su prirodni brojevi a, b, ¢ za koje vrijedi jednakost
a’?—a—-c b*’-b-c
b
Dokazati da je broj a + b + ¢ kvadrat prirodnog broja.

=a+b+ 2.

Rjesenje:

Nakon mnozenja jednakosti sa ab, uzevsi u obzir da je a + b # 0, slijede ekvivalentne

jednakosti:

a® —a%?—ac+ b3 —b?—bc =a’b + ab? + 2ab
a>+ b3 =(a+b)?>+ab(a+b)+c(a+b)
a>+b3=(a+b)(a+b+c+ab)
(a+b)(a?—ab+b?) =(a+b)(a+b+c+ab)
a’?—ab+b>=a+b+c+ab
a+b+c=(a-b)?
Dakle, broj a + b + c je potpun kvadrat.
Sema bodovanja:

o faktorizacija izraza na (a + b): 15 bodova (ovdje je moguce dobiti parcijalne bodove ako
uenik neki dio izraza faktorise na (a + b), ali ne i cijeli izraz)
o dobijanjea + b + ¢ = (a — b)? i zaklju¢ak: 5 bodova



Zadatak 3. Na hokejaskom turniru ucestvuje 6 ekipa. Svaka ekipa je igrala sa svakom drugom
ekipom tac¢no jednom. U jednom mecu ekipa dobija 3 boda ako pobijedi, 0 bodova ako
izgubii 1 bod ako je nerijeSen rezultat (tj. u slucaju nerijeSenog rezultata obje ekipe dobijaju
po 1 bod). Na kraju turnira ekipe su rangirane po broju bodova. Ispostavilo se da nikoje dvije
ekipe nemaiju isti broj bodova, kao i da svaka ekipa (osim posljednje) ima tacno 2 boda vise
od ekipe koja se nalazi jedno mjesto ispod na rang listi. Dokazati da je Cetvrta ekipa na rang
listi pobijedila tacno dva meca.

Rjesenje:

Neka su bodovi ekipa jednaki s,s + 2,5 + 4,s + 6,5 + 8 i s + 10 za neki nenegativni cijeli
broj s. Neka je T ukupan broj dodijeljenih bodova. Dakle imamo T = 6s + 30, iz ¢ega slijedi

da 6|T. Ukupan broj odigranih meceva jednak je 62;5 = 15. Neka je g broj meceva ¢iji je
rezultat bio nerijesen. U mecu u kojem je nerijeSen rezultat broj podijeljenih bodova jednak
je 14+ 1 = 2, ausvim ostalim mecevima je broj podijeljenih bodova jednak 3. Dakle imamo i
dajeT =2g+ 3(15 — g) = 45 — g, odakle slijedidaje 30 < T < 45 (jerje 0 < g < 15).
Kako je T broj djeljivsa 6 opcijesuT = 30, T = 36,T = 42.

1°Akoje T = 30, onda je g = 45 — 30 = 15. To zna¢i da su svi mecevi bili nerijeseni, tj. sve
ekipe su imale jednak broj bodova, sto je kontradikcija. Dakle, slu¢aj T = 30 nije moguc.
2°AkojeT = 36,imamodajeg =45—-36=9is = T%jo = 1. Dakle brojevi bodova ekipa
su 1,3,5,7,9,11. Ekipa koja je osvojila 1 bod morala je izgubiti 4 meca, a u 1 mecu igrati
nerijeSeno. Ekipa koja je osvojila 3 boda morala je izgubiti bar 2 meca (jer najvise 3 meca
nije izgubila). Ekipa koja je osvojila 11 bodova morala je pobijediti bar 3 meca (inace bi njen
maksimalan broj bodova bio3 4+ 3 + 14 14 1 = 9). Dakle, pored ekipa sa 1i 3 osvojena
boda, bar jedna druga ekipa je izgubila neki mec. Dakle, ukupno je ubarem4 +2+1=7
meceva u kojima je neka ekipa izgubila, $to je u kontradikciji sa ¢injenicomda 15 — g =

15 — 9 = 6 meceva nije zavrsilo sa nerijeSenim rezultatom. Dakle, slu¢aj T = 36 nije mogud.
3°AkojeT = 42,imamo daje g = 3,s = 2 i brojevi bodova ekipa su 2,4,6,8,10,12. Kako je
za svaku ekipu broj bodova koji su dobili od pobjeda djeljiv sa 3, ekipe su redom morale
igrati bar 2,1,0,2,1,0 meceva nerijeSeno. Dakle, ukupno je moralo biti dodijeljeno bar 2 +
14+0+4+ 2+ 1+ 0= 6bodovaumecevima sa nerijesenim rezultatom. Kako je ukupno
tatno g - 2 = 6 bodova dodijeljeno u mecevima sa nerijeSenim rezultatom, zaklju¢ujemo da
su ekipe tacno igrale po 2,1,0,2,1,0 meceva nerijeSeno. To nam govori da je ekipa na
cetvrom mjestu (sa 6 bodova) igrala tacno 0 meceva nerijeSeno, Sto znaci da je pobijedila
tacno 2 meca i izgubila tacno 3 meca, sSto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

o zakljuéakdaje T = 6s + 30 = 45 — g: 4 boda (umjesto broja nerijeSenih meceva moze
se posmatrati i broj meceva koji nisu bili nerijeseni)

zaklju€ak da su opcije T = 30,T = 36iliT = 42:1bod

rjeSavanje slu¢aja T = 30: 1 bod

rjeSavanje slu¢aja T = 36: 7 bodova

O O O O

rjeSavanje slu¢aja T = 42: 7 bodova



Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve a, b, ¢ za koje su zadovoljena sljedeéa tri uslova:
i.  (a®+b?)(c? +2024%) = (ab + 2024c)?,
i. (a®+20242)(b% + c?) = (2024a + bc)?,
iii. najveci zajednicki djelilac brojeva a, b i ¢ jednak je 1.

Rjesenje:
Nakon oduzimanja jednakosti i) i ii) te faktorisanja, dobivamo:
(a? — c?)(b? — 2024%) = 0.
Odatle slijedia = cilib = 2024.
Uvrstavajuéi a = c u i) ili i) usloy, slijedi:
(a? —2024b)% = 0,
odakle je
a? =2024b = 23 -11-23b.
Odavde imamo
11la = ¢ = 11?%|a? = 11|b.
tj. NZD(a, b, c) = 11, sto je kontradikcija s uslovom iii). Dakle, ne moze bitia = c.
Uvrstavajucéi b = 2024 dobivamo:
(a? +20242)(c? + 2024?%) = (2024a + 2024c)?
(ac —2024%)2 =0
ac = 2024% = 26112 - 232

Kako je NZD(a,c,2024) = 1, odavde slijedi da je NZD(a, c) = 1 (jer ako neki prost broj p|a
i p|c onda iz gornje relacije slijeda i da p?|20242, odnosno p|2024, $to je kontradikcija).
Sada dobivamo rjesenja (uz b = 2024):

(1,20242), (26,112 - 232), (112, 26 - 232), (232,26 - 112), (26 - 112, 232),}

) S
(@) { (26 -232,112), (112 - 232, 26), (20242, 1)

Sema bodovanja:

o dobijanje jednakosti (a? — c?)(b? — 20242) = 0 i ispravan zaklju¢ak koji su
slucajevi: 6 bodova

u sluéaju a = c¢ dobijanje jednakosti (a? — 2024b)? = 0: 3 boda

dokaz da u sluéaju a = ¢ nema rjeSenja: 4 boda

u sluéaju b = 2024 dobijanje jednakosti (ac — 20242)? = 0: 3 boda
ispravno rjesavanje slucaja b = 2024: 4 boda

o O O O



Zadatak 5. Date su kruZnice k4 i k, sa centrima u tackama O, i O,, redom, koje imaju razli¢ite
poluprecnike i koje se dodiruju izvana u tacki A. Neka je t zajednicka tangenta te dvije
kruZnice koja ne prolazi kroz tacku A. Okomica iz tacke A na pravu t sijeCe simetralu duzi
0,0, u tacki B. Dokazati da je 0,0, = 2AB.

Rjesenje:

Neka je M sredina duzi 0,0,, tacke E i F dodirne tacke tangente t sa kruznicama k; i k,
redom, i neka je N presjecna tacka duzi EF sa tangentom iz tacke A na kruZznice k4 i k,. Sada
imamo da je £0,EF = £0,FE = 2£0,AN = 2£0,AN = 90°. Cetverougao E0, AN je deltoid
(jer O4E = 0,Ai L0 EN = £0,AN = 90°), pa slijedi da je NE = NA. Analogno,
Cetverougao AO,FN je deltoid, pa slijedi da je NF = NA. Dakle, N je sredina duZi EF.

Takoder, imamo da je Z01NO, = £01NA + £0,NA = “=2% + =250 = 2220 = 90°. Kako je

sada NM teZisnica pravouglog trougla AO; O, N, imamo da je 0,0, = 2NM. Dakle, dovoljno
je dokazatida je NM = AB.

Posto je Cetverougao E0,0,F trapez (EO,||EO,), a MN srednja linija tog trapeza, slijedi da
je MN||EO4||EO,, odnosno MN 1 EF.Kakojei AB L EF,imamo da je MN||AB.S druge
strane, imamoidaje AN 1 0,0, i MB L 0,0,, paje AN||MB. Dakle, zaklju¢ujemo da je
Cetverougao ABMN paralelogram. Sada imamo da je AB = NM, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

dokaz da se presjek tangente iz A sa duzi EF i sredina duzi EF poklapaju: 7 bodova
dokaz da je 0,0, = 2NA: 5 bodova

dokaz da je NM||AB: 4 boda

zakljucak da je ¢etverougao ABMN paralelogram: 3 boda

krajnji zaklju¢ak da je 0,0, = 2AB: 1 bod

O O O O O



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

Il razred

Zadatak 1. Ako su a i 8 rjeenja kvadratne jednadibe x? + 2x + 3 = 0, odrediti realne parametre a i b tako da

(a - 1)2 i (ﬁ - 1)2 budu rjesenja jednadzbe x2 +ax + b =0
o 7 ] Ja | :

Zadatak 2. Koliko ima cetverocifrenih prirodnih brojeva kojima je zbir prve dvije cifre jednak zbiru zadnje dvije
cifre? Obrazloziti!

Zadatak 3. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra k za koje postoji polinom P(x) treceg stepena takav da je
istovremeno djeljiv sa polinomima Q(x) = —x? + 2k —3)x + k + 13iR(x) = 2x?2 — (k— 1x — 13 — k.

Zadatak 4. Odrediti sve parove (x, y) cijelih brojeva za koje vrijedi
x*—2y? =1.

Zadatak 5. Na pre¢niku AB kruZnice k; proizvoljno je izabrana tacka C razli¢ita od tacaka A i B, i povuéena je
kruZnica k, koja dodiruje duz AB u tagki C i kruznicu k; iznutra u tacki D. Neka je E tacka presjeka duZi BD i
prave okomite na AB u ta¢ki C. Ozna&imo sa F sredinu kruznog luka AB na kojem je tatka D. Dokazati da su
tacke A, E, F kolinearne.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

Il razred

RjeSenja zadataka

Zadatak 1. Ako su a i 8 rjeenja kvadratne jednadibe x? + 2x + 3 = 0, odrediti realne parametre a i b tako da

(a — 1)2 i ([3 - 1)2 budu rjedenja jednadibe x? + ax + b = 0
p 7 J ja ) .

Rjesenje 1: Najprije odredimo rje$enja kvadratne jednadibe x? + 2x + 3 = 0. Koriste¢i formulu za trazenje
rjeSenja kvadratne jednadzbe dobijamo

—Zi\/4—4-3_—Zi\/—8_—212i\/§_

_ 1402,
xl/z ) ) > _l\/_

2 2
Stavimoa = —1 — iv2i 8 = —1 + iv/2. Sada moZemo izratunati (a — %) i (,[)’ — %) . Imamo:

1\2 1 2 1 1
(a——) =a’+—5-2=(-1-iV2) +———-2=—-1+2i24+———=-2=
a a (—1—i\/§) -1+ 2iV2
1+ 2iv2 —94+18iV2—-1-2iv2—-18 —28+ 16iV2 4
=-142iV2—-———-2= = =——(7-4iV2),
9 9 9 9
i
1 1 1 1
-2 =p+—=-2=(-1+iV2)?+—————-2=-1-2i2—————-2=
* ﬁ) B B? ( ) (-1 + iV2)? 14 2iV2
1-2iV2 —9—-18ivV2—-1+42ivV2—-18 —-28-16iV2 4
=—1—2i\/§—T—2= 5 = 5 =—§(7+4i\/§).

Jednadzba ciji su korjeni (a — é)z i(B— %)2 je data sa
2
<x—<a—é) ><x—(ﬁ—%)2) =0e <x+g(7—4i\/§)><x+§(7+4i\/§)> =0 &
& x2 +3(7 +4iV2)x +5(7 — 4iV2)x + 22 (7 — 4iV2)(7 + 4iV2) = 0 =

4 16
xz+§(7+4i\/§+7—4i\/§)x+a(49+32):0(:>
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x2+—x+16 =0.
9
Odavde zakljuéujemo da je a = % ib=16.

Sema bodovanja
e PronalaZenje rje$enja jednadibe x2 + 2x +3 =0 vrijedi 3 boda.

e Racunanje svake od vrijednosti (a — —) (ﬁ — —) vrijedi po 5 bodova. Ukoliko uéenik napravi manju

racunsku gresku u nekom od izracuna, onda za taj izracun dobiva 3 boda.
e Formiranje jednadzbe ¢ija su rjeSenja (a - —) (ﬁ - —) vrijedi 4 boda.
e Dobivanje jednadibe x? + —x + 16 = 0, odnosno zaklju¢ak da je a = % i b = 16 vrijedi 3 boda.

Napomena: Ukoliko ucenik nakon racunanja izraza (a — —) (,[)’ — —) iskoristi Vietove formula da izracuna a i

b, onda za tacan izracun ucenik dobiva preostalih 7 bodova (3 boda za Viteove formule i po 2 boda za svaki
tacno izraCunat a i b).

Rjesenje 2: Koristeci Vieteova pravila, imamo da je
a+f=-21iaf =3.

Da bi (a - —) (ﬁ - —) bila rje$enja jednadibe x? + ax + b = 0 mora vrijediti
1\2 1\? 1\? 1\?
-2 s(o=3 =1 (=3 03 -»
( a B B
Odavdeiiza+f =—2 i aff = 3,imamo
1 1 1 a? + p?
[(a_a) ()] = (e -2v 2 )= (@ )

(a+B)? —2ap 4-6 56
<(a+/3)2—2 af + s —4>=—<4—6+——4)=—9,
2

o=(o= (02 ~[(e- o) = (one -85 = om0 -2

~ 1 (@+p)?-2a8\" (. 1 4-6\
—<aﬁ+@— - ) —<3+———) - 16.

Dakle, a = %ib = 16.

Sema bodovanja:
e Zakljuéakdajea + f = —2 i aff = 3 vrijedi 3 boda.
e TacnoizraZzavanje a i b preko a i § vrijedi 3 boda.
e Tacan izracun svake od vrijednosti a i b vrijedi 7 bodova, od ¢ega ucenik dobiva 3 boda ako dobije a =

a’+p? 2

a’+p? oy . . .
a za ostatak izracuna ucenik dobiva 4

(.2 2 _ — 1
(a +p°+ 252 4)odnosnob—(a’,b’+aﬁ B
boda.



Zadatak 2. Koliko ima cetverocifrenih prirodnih brojeva kojima je zbir prve dvije cifre jednak zbiru zadnje dvije
cifre? Obrazloziti!

Rjesenje: Oznacimo sa n zbir prve dvije, odnosno posljednje dvije, cifre trazenih brojeva. Kako su cifre 0,1,2,...,9
zaklju€¢ujemo da mora vrijediti 1 < n < 18. Dalje razlikujemo dva slucaja.

Prvi slucaj: Ako je 1 < n < 9 onda prve dvije cifre moZemo izabrati na n nacina a posljednje dvije cifrenan + 1
nacina jer se cifra 0 ne moZze nalaziti na prvom mjestu. Odavde zaklju¢ujemo da je ukupan broj trazenih brojeva
u ovom slucaju jednak

> ° > 9:10-(2:9+1) 9-10
Zn(n+1)=2n2+2n= +— = 285 + 45 = 330.

6

n=1 n=1 n=1
Drugi slucaj: Ako je 10 < n < 18 onda oba para cifara mozemo izabrati na 19 — n nacina. Odavde zakljucujemo
da je ukupan broj trazenih brojeva u ovom slucaju jednak

18 9
Z (19 —n)? = an — 285,
n=10 n=1

Konacno, ukupan broj ¢etverocifrenih prirodnih brojeva kojima je zbir prve dvije cifre jednak zbiru posljednje
dvije cifre je 330 4+ 285 = 615.

Sema bodovanja:

e Zakljuc¢ak da mora vrijediti 1 < n < 18 vrijedi 2 boda.

e Zakljuéak da u prvom slucéaju prve dvije cifre moZemo izabrati na n nacina vrijedi 3 boda.

e Zaklju€ak da u prvom slu¢aju posljednje dvije cifre moZemo izabrati nan + 1 nacina vrijedi 3 boda.
e Pravilno izraCunata suma u prvom slucaju vrijedi 4 boda.

e Zakljucak da u prvom slucéaju parove cifara mozemo izabrati na 19 — n nacina vrijedi 5 bodova.

e Racunanje sume u drugom slucaju vrijedi 2 boda.

e Zbrajanje rezultata iz oba slucaja vrijedi 1 bod.

Napomena: Nakon zakljuc¢ka da je 1 < n < 18, ukoliko je u¢enik posmatrao posebno slu¢ajeven = 1,n = 2, ...
onda zakljucak da je 1 < n < 18 vrijedi 2 boda | svaki od 18 slu¢ajeva vrijedi 1 bod. Ukoliko ucenik ta¢no dobije
rezultate u svakom od slucajeva ali ih na kraju ne sabere oduzima se 1 bod.



Zadatak 3. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra k za koje postoji polinom P(x) treceg stepena takav da je
istovremeno djeljiv sa polinomima Q(x) = —x%2 + 2k —3)x + k + 13iR(x) = 2x? — (k — D)x — 13 — k.

Rjesenje: S obzirom da oba polinoma Q(x) i R(x) istovremeno dijele polinom P(x), to znaci da oni moraju imati
bar jednu zajednicku nulu, jer u protivnom bi polinom P (x) morao biti bar ¢etvrtog stepena. Ako bi ovi polinomi
imali dvije zajednicke nule, onda bi oni bili jednaki do na multiplikativnu konstantu, tj. postojala bi realna

konstanta ¢ # 0 takva da vrijedi Q(x) = ¢ - R(x). To je nemoguce jer koeficijenti uz odgovarajuce stepene
k+13
—k—13
polinom treceg stepena sa trazenom osobinom, polinomi Q(x) i R(x) moraju imati ta¢no jednu zajednicku
nulu. Oznaéimo tu nulu sa a. Tada mora vrijediti Q(a) = 0, R(a) = 0 odakle dobijamo sistem jednacina

promjenjive x u polinomima Q(x) i R(x) nisu proporcionalni, odnosno _71 #=—1= . Dakle, da bi postojao

—a’+QRk—-3)a+k+13=0
202 —(k—1Da—-13 -k =0.
Sabiranjem jednacina dobijenog sistema imamo
>+ QRk—-3-k+Da=0=a’+k-2a=0=ala+k—-2)=0.
Odavde zaklju¢ujemo dajea =0ilia + k—2 = 0.

Ako je @ = 0, uvrStavanjem u prvu jednacinu sistema dobijamo k + 13 = 0 odakle zaklju¢ujemo da je k = —13.
Ako je a + k — 2 = 0 onda dobijamo a = 2 — k. UvrStavanjem u prvu jednacinu sistema dobijamo jednacinu

-2-k)?+QRk-3)2-k)+k+13=0.

Nakon sredivanja i mnoZenja sa —%jednaéina postaje
k?—4k—-1=0.
Primjenjujuéi formulu za rjeSavanje kvadratne jednacine dobijamo

4+J16 +4 4++20 4+2v5

Konacno zaklju¢ujemo da k € {—13, 2—-+5,2+ \/E}
Sema bodovanja:

e  Zakljuéak da polinomi Q(x) i R(x) imaju bar jednu zajedni¢ku nulu vrijedi 7 bodova.

e  Zaklju¢ak da polinomi Q(x) i R(x) nisu jednaki i da imaju tacno jednu zajednicku nulu vrijedi 1 bod.

e Uvodenje oznake za zajednicku nulu i postavljanje odgovarajuéeg sistema vrijedi 2 boda.

e Zakljucak da iz dobivenog sistema slijedia = 0 ili @ = 2 — k vrijedi 3 boda.

e Zakljucak da iz @ = 0 slijedi k = —13 vrijedi 2 boda.

e Uvrstavanje a = 2 — k u neku od jednacina sistema i dobivanje rjeSenja k,/, = 2 £ /5 vrijedi 5
bodova.



2

Napomena: Ukoliko ucenik rjesi sistem eliminiSuéi x“ iz sistema ili na neki drugi nacin onda

e lzrazavanje «a ili k iz sistema vrijedi 3 boda.
e PronalaZzenje rjesenja k = —13 vrijedi 2 boda.
e Pronalazenje rie$enjak = 2 —V/5 i k = 2 4+ /5 vrijedi 5 bodova.

Dodatak: lako se u zadatku nije trazilo, moZemo u svakom od slu¢ajeva napisati kako glasi polinom P(x).

1) Zak = —13, polinomi Q(x) i R(x) glase: Q(x) = —x? — 29x i R(x) = 2x? + 14x. Oba polinoma imaju
zajednicku nulu x; = 0, druga nula polinoma Q(x) je x, = —29, a druga nula polinoma R(x) je x3 =
—7. Polinom P(x) ima oblik

P(x) = c(x — x1)(x — x3)(x — x3) = cx(x + 29)(x + 7) = cx® + 36¢x? + 203cx,
pri ¢emu je ¢ proizvoljna realna konstanta razlicita od nule.

2) Zak = 2 —+/5, polinomi Q(x) i R(x) imaju zajedni¢ku nulu x; = v/5, druga nula polinoma Q(x) je x, =
1 — 3+/5, a druga nula polinoma R(x) je x3 = %(1 — 3\/3). Polinom P(x) ima oblik

PO) = cx = 1) = ) = x3) = = ¥8) (x = (1 - 398)) (=3 (1 - 3¥6)

( , 3-7V5 , 1-3V5
=c|x°——x*+——
2
pri ¢emu je c proizvoljna realna konstanta razli¢ita od nule.
3) Zak =2 ++/5, polinomi Q(x) i R(x) imaju zajedni¢ku nulu x; = —/5, a druga nula polinoma Q(x) je
1

x, = 14 3+/5, a druga nula polinoma R(x) je x5 = 5(1 + 3v/5). Polinom P(x) ima oblik

P(x) = o = x)(x = 1)x — x3) = (x +VB) (x = (1 + 3v5)) (x L+ 3@))

<3 3+7V5 , 1+3V5
=c|{x*————x*+—F—

x+ 15— 23\/§),

2
pri ¢emu je c proizvoljna realna konstanta razli¢ita od nule.

x+ 15+ 23x/§>,



Zadatak 4. Odrediti sve parove (x, y) cijelih brojeva za koje vrijedi
x*—2y% =1.

Rjesenje 1: Datu jednadzbu moZemo napisati u obliku
x*—1=2y%4.(x — D(x + D(x? +1) = 2y

Odavde vidimo da mora biti x neparan broj jer je desna strana uvijek paran broj. Stavimo dajex = 2n + 1 za
neki cijeli broj n. Uvrstavanjem u posljednju jednadzbu i sredivanjem dobijemo

8n(n +1)(2n?% + 2n + 1) = 2y?,
tj.

ann+1)2n(n+1) +1) =y2
Primijetimo da je desna strana potpun kvadrat nekog cijelog broja, pa takva mora biti i lijeva strana. Kako su
n(n+ 1)i2n(n + 1) + 1 uzajamno prosti brojevi, to mora biti n(n + 1) potpun kvadrat. To je jedino moguce
akojen =0ilin = —1.
Zaista, ako je n > 0 cijeli broj, onda je

n?<nn+1)<(m+1)>?
pa n(n + 1) ne moze biti potpun kvadrat.
Ako je n < —1 cijeli broj, onda postoji prirodan brojm > 1 takavdajen = —mi
nn+1)=-m(-m+1)=m-1m.
Kako je
(m-1)?<(m-1)m<m?

to (m — 1)m ne moZe biti potpun kvadrat, pa ni n(n + 1) ne moze biti potpun kvadrat nekog cijelog broja.
Sada,zan =0imamodajex =1,y=0,azan =—1jex = —1,y = 0. Dakle, rjeSenja su

(x,y) € {(1,0),(-=1,0)}.
Sema bodovanja:

e Napisati jednadibu u obliku (x — 1)(x + 1)(x? + 1) = 2y? 2 boda.

e Zakljucak da x mora biti neparan 2 boda.

e Svodenje jednadzbe na oblik 4n(n + 1)(2n(n + 1) + 1) = y? 1 bod.

o Zakljuéakdasun(n + 1) i2n(n + 1) + 1 uzajamno prosti brojevi 4 boda.

e  Zakljuéak da mora biti n(n + 1) potpun kvadrat 5 bodova.

e Dokazdajen(n+ 1) potpun kvadrat samo u slu¢ajun = 0ilin = —1 4 boda.
e Pravilno izraunata rjiesenja (x, y) € {(1,0),(—1,0)} 2 boda.

RjeSenje 2: Datu jednadZzbu moZemo napisati u obliku

x*=2y%2+1,
pa vidimo da x mora biti neparan broj. NapiSimo jednadzbu sada u obliku
x*—1=2y2%

Posmatrajmo posljednju jednadzbu po modulu 4. Kako je x neparan, to imamo da je
x*—1 =0 (mod 4).
To znaci da mora biti
2y%2 =0 (mod 4),
odakle slijedi da y mora biti paran broj. Stavimo x = 2n + 1 iy = 2m za neke cijele brojeve n i m.
Jednadzba x* — 1 = 2y? sada postaje
n(n+1)(2n% +2n+1) = m2



Kako su brojevin,n + 1i2n? + 2n + 1 uzajamno prosti i njihov proizvod potpun kvadrat, tada je ili jedan od

njih jednak nuli, tj. n = 0 ilin = —1 (treci faktor nema realnih nula), ili svaki od njih mora biti sam po sebi
potpun kvadrat ili dva od njih potpuni kvadrati pomnozeni sa —1. Kako je 2n% + 2n + 1 > 0 za sve cijele n, ne
umanjujuéi opéenitost mozemo stavitin = p?2in+ 1 = q?ilin = —p? in+ 1 = —q? za neke cijele brojeve p i
q

Akojen =p?in+1=q? ondaje
1=q*-p*=(qa—p)(q+p).
Ovo je moguce jedino ako je
g—-prp=1q+p=1ilig—p=—-1,q+p=-1
RjeSenje prvog sistema je g = 1,p = 0, a rjeSenje drugog sistema je ¢ = —1,p = 0. Oba rjeSenja dajun = 0.

Akojen = —p?in+1=—q? ondaje
1=p*’~-¢* =@ - @+ 9.
Ovo je moguce jedino ako je
p—q=Lp+tq=1ilip-q=-1Lp+q=-1.

RjesSenje prvog sistemajep = 1,q = 0, a rjeSenje drugog sistema je p = —1,q = 0. Oba rjeSenja dajun = —1.
Dakle, polazna jednadzba ima rjesenje u skupu cijelih brojeva samo ako jen = 0ilin = —1.
Sada,zan =0imamodajex =1,y =0,azan =—1jex = —1,y = 0. Dakle, rjeSenja su

(xl }’) € {(1I0)I (_1FO)}
Sema bodovanja:

e Zakljucak da x mora biti neparan 2 boda.

e Zaklju¢ak da y mora biti paran broj 2 boda.

e Svodenje jendadZbe na oblik x* — 1 = 2y2 1 bod.

e Svodenje jednadzbe na oblik n(n + 1)(2n? + 2n + 1) = m? 1 bod.

e Zakljuéak dasun,n + 1i2n? + 2n + 1 uzajamno prosti brojevi 4 boda.

e Zakljucéak da mora bitin = 0 ilin = —1 (treci faktor nema realnih nula), ili svaki od njih mora biti sam po
sebi potpun kvadrat ili dva od njih potpuni kvadrati pomnoZeni sa —1 5 bodova

e Razmatranje slutajevan =p?,n+1=q%in=—p? n+1=—q* 3 boda. Uenik gubi 1 bod ukoliko
izostavi jedan od ova dva sistema.

e Pravilno izracunata rjesenja (x, y) € {(1,0),(—1,0)} 2 boda.



Zadatak 5. Na pre¢niku AB kruZnice k; proizvoljno je izabrana tacka C razli¢ita od tacaka A i B, i povuéena je
kruZnica k, koja dodiruje duz AB u tagki C i kruznicu k; iznutra u tacki D. Neka je E tacka presjeka duZi BD i
prave okomite na AB u tacki C. Oznadimo sa F sredinu kruznog luka AB na kojem je tacka D. Dokazati da su
tacke A, E, F kolinearne.

RjeSenje: Oznacimo sa S i S, centre kruznica k4 ik,, redom. Tacke D, Sy, S, leze na istoj pravoj (jer centri

kruZnica leZze na pravoj okomitoj na zajedni¢ku tangentu kruznica u tacki dodira D). Tacka S, takoder lezi na

pravoj okomitoj na pravu AB u tacki C, tj. S, € CE. Trougao AS; F je jednakokrako-pravougli trougao sa pravim

uglom u vrhu S; (4S; = FS; kao polupreénici kruznice k; i tacka F je sredina kruinog luka nad pre¢nikom AB).
To znadi da je dovoljno dokazati da je
LBAE =45’

Oznacimo sa G sredinu kruznog luka

2 AB na kojem nije ta¢ka D. Tada su
tacke F, S1, G kolinearne, pa je S,G

c okomita na AB. Tadaje CS, Il GS,, pa
je £DS,C = £DS;G. Trouglovi DS,C i
DS; G su jednakokraki, a kako je
2DS,C = £DS; G, to oni imaju sve
uglove podudarne, pa su sli¢ni. To
znaci da su tacke D, C, G kolinearne.

Cetverougao ADEC je tetivni (jer je
£ADE = £ADB = 90" kao ugao nad
preénikom i ZACE = 90°), pa je
£CAE = £CDE = £GDB = 45 jer je
£GDB ugao nad cCetvrtinom kruga.

Dakle, ZBAE = £CAE = 45", pasu
tacke A, E, F kolinearne, $to je i
trebalo dokazati.

Napomena: Slicnost trouglova DS,C i DS;G se mogla dokazati posmatranjem homotetije sa centrom u tacki D
koja prevodi kruznicu k, u kruZnicu k;. Tom homotetijoms se tacka S, slika u tacku S;, a tacka C u tacku G.

Sema bodovanja:

e Zaklju¢ak da je dovoljno dokazati da je ZBAE = 45°. 4 boda.

e Uvodenje tacke G 2 boda i dokaz da su tacke D, C, G kolinearne. 5 bodova.

e Zakljucak da je ¢etverougao ADEC tetivni 5 bodova i da je ZCAE = 2CDE 2 boda.
e Zakljutak daje 2GDB = 45’ 2 boda.



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

Ill razred - rjeSenja zadataka i Sema bodovanja

Zadatak 1. Odrediti jednacine zajednickih tangenti kruznica x? + y? = 2x i x? + y? = 2y.

RjeSenje 1: Poznato je (i lako se dokazuje) da je pravay = kx + n tangenta kruznice (x — p)? +
(y — @)% = r? ako i samo ako vrijedir?(k? + 1) = (=kp + ¢ — n)?.
Jednatina prve kruZnice se moZe napisati u obliku (x — 1)? + y? = 1, pa iz dobijenog
uslova imamo
k?+1 = (k +n)2

Jednatin druge kruznicu moZemo napisati u obliku x? + (y — 1)? = 1, odakle se dobije
k?+1=01-n)

Kakoje(k+n)?=k?*+1=(1—-n)%, tojek+n=1—nilik+n=n—1.U prvom
sluéaju uvrstavanjem k =1 —2n u prvu jednadinu dobija se 3n? —2n+1 =0, $to
nema realnih rjeenja. U drugom slu¢aju dobijamo k = —1, a odatlen = 1 + /2.

Dakle, tangente imaju jednaciney = —x + 1 +V2iy = —x +1 —+/2.

Napomena: Uslovom r2(k? + 1) = (—kp + q — n)? nisu obuhvadene prave paralelne
sa y osom, ali zajednicke tangente ovih kruZnica ocigledno nisu paralelne sa y osom.
Ucenik nece gubiti bodove ako ne navede ovu napomenu.

Sema bodovanja:

e Zapisivanje uslova dodira tangente i kruznice: 4 boda

e predstavljanje jednacine prve kruznice u obliku (x — 1)? + y? = 1: 2 boda
e predstavljanje jednacine druge kruznice u obliku x? + (y — 1)? = 1: 2 boda
e dobijanje jednatine k? + 1 = (k + n)?: 2 boda

e dobijanje jednatine k? + 1 = (1 — n)?: 2 boda

e rjedavanje sistema i dobijanje rje$enjak = —1, c = 1 + v/2: 8 bodova



Rjesenje 2: Iz jednacina kruznica napisanih u obliku (x — 1)2 +y%2 = 1i x? + (y — 1)? = 1 vidimo
da obje kruznice imaju poluprecnik 1, sa centrima u tackama (1,0) i (0,1) respektivno.
Jasno je da se ove kruznice sijeku u tackama (0,0)i(1,1), pa nemaju unutrasnjih
zajednickih tangenti, ve¢ samo imaju vanjske zajednicke tangente. Vanjske zajednicke
tangente ovih kruznica su paralelne pravoj koja prolazi kroz centre dvaju kruznica, pa
imaju koeficijent pravca k = —1. Dakle, jednacine tangenti imaju obliky = —x + n.
Uvrstavanjem dobijene jednacine tangente u jednacinu neke od kruznica dobijemo

2x2—=2(n+ Dx+n?=0.

Da binasa prava dodirivala kruznicu, dobijena kvadratna jednacina mora imati samo
jedno (dvostruko) rjeSenje, tj. diskriminanta joj mora biti jednaka nuli. Imamo D =

4(n + 1)? — 8n?% = 0, odakle dobijamon = 1 + /2.
Dakle, tangente imaju jednainey = —x + 1 + V2i y=—x+1- V2.

Sema bodovanja:

e predstavljanje jednacine prve kruznice u obliku (x — 1)? + y? = 1: 2 boda

e predstavljanje jednatine druge kruinice u obliku x? + (y — 1)? = 1: 2 boda

e zakljucak da je tangenta paralelna pravoj koja prolazi kroz centre dvaju kruznica i
dobijanje m = —1: 5 bodova

e dobijanje jednacine 2x% — 2(c + 1)x + c¢? = 0: 4 boda

e zaklju¢ak da je y tangenta ako jednacinaima 2x? — 2(c + 1)x + ¢? = 0 ima samo
jedno rjeSenje: 2 boda

e jednatinaD = 4(c + 1)?> — 8¢? = 0: 3 boda

e dobijanjec = 1 ++/2: 2 boda



Zadatak 2. Neka su a, 8, ¥y unutrasnji uglovi trougla.
. . in 2a+sin 28+sin 2 . .
a) Dokazati da vrijedi jednakost: 2 a+51_n B+S_m Y — 8sinZsin
sina+sin f+siny 2

sin 2a+sin 23 +sin 2y

B

2

sinZ.
2

b) Dokazati da vrijedi nejednakost

sina+sin f+siny
Rjesenje 1:

a) Koristedi sinx = —sin (2m — x) imamo
sin2a + sin2f + sin 2y = sin2a + sin 2 — sin 2(a + B)
=sin2a + sin2f — sin 2a cos 28 — sin 2f8 cos 2a
=sin2a(1 —cos2f) +sin2f(1 —cos 2a) =
2sin2a sin? B + 2sin2f sin? @ = 4 sina sin B (cos a sin § + cos f§ sin a)
=4sinasinfsiny. (1)

Koristeci sin x = sin (r — x) imamo

sina +sinf +siny =sina + sinf + sin(a + f) = sina +sinf +sina cos § + sinf§ cos a

a
=sina(1 +cosp) +sinB(1 +cosa) = 2sina c052§+ 2sinf coszi

_ 4cost (.a /3+.ﬁ a)
= C052C052 Sln2COS2 Sln2COS2

4 a Ca+ _4 a B v 5
= 4coszcososin——= coszcoszcosz.()

Koristenjem sina = 2 sin%cos% (analogno za i y), te jednakosti (1) i (2) dobijamo

sin2a +sin2f +sin2y  sinasinfsiny

a By

. . . = = 8sin—sin=sin—.

sina+sinf +siny o5 %cos? cost 27272
2 2 2

Napomena: Jednakosti (1) i (2) su se mogle dokazati tako Sto najprije prva dva sabirka
pretvorimo u proizvod, a treéi sabirak napiSemo preko formule za dvostruki ugao.

b) Zbog dokaza pod a), dovoljno je dokazati da vrijedi sin%singsingsg. Kako je

singsiné =1 (cos (g - E) — CoSs (g + E)) =1 (cos (g - E) - sinz), to se pocetna
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
nejednakost svodi na 4(cos (% —g) — sing) . sing < 1, §to se moZe zapisati kao

2
cos? (% - g) —-1< (2 sing — cos (% — g)) . Posljednja nejednakost je ocigledno

tacna, jer je lijeva strana nepozitivna, dok je desna nenegativna. Ovim je dokaz zavrsen.
Sema bodovanja:
Dio pod a) nosi 12 bodova, i to:

e izvodenje izraza sin 2a + sin 2 + sin 2y = 4 sina sin § siny: 4 boda

e izvodenjeizrazasina +sinf +siny = 4 cos%cos g cos %: 4 boda
e zavrSetak dokaza: 4 boda
Dio pod b) nosi 8 bodova (mogu se dobiti parcijalni bodovi u slucaju znacajnog progresa)



RjesSenje 2: Zadatak ¢emo rijesiti tako Sto ¢emo se osloboditi uglova i izraziti sve preko stranica trougla.

a) Neka je O centar opisane kruZznice ostrouglog trougla ABC. Tada je njegova povrsina jednaka

R?(sin 2a + sin 2 + sin 2y)
P = Prppo + Pppco + Pacao = > )

2P 1 8p?
pazbog P = —dobljamo sin2a +sin2f +sin2y = =R Rabc-( )

Medutim, ako je npr. ugao «a tupi (ili pravi), tada je P = Pagpo — Pagco + Pacao. ali zbog
2AOB = 2(180 — a) = 360 — 2a i sinx = —sin (27 — x) opet dobijamo istu jednakost.
b c a+b+c

S druge strane, kako je — = = = 2R, tojesina +sinfB +siny = ——.(2)

sina sin 8 siny

. . . . . a
Dalje, iz formule za dvostruki ugao je cos a = cos? 5 — sin? 5 =1 - 2sin? E’ pa kako jes

v o . . a 1-cosa
ostri ugao Imamo Sll’lE: / > =

Primjenjujuci ove formule za smﬁ [ sm , dobijamo 8 sm smﬁ 51n 8%. 3)

(s—a)(s—b)(s—c),stoje

(a+b—-c)(a+c-b) _ [(s—c)(s—b)
4bc - bc )

Sada iz (1), (2) i (3) nasa jednakost se svodi na P? = —(‘”b”)

ustvari Heronov obrazac. Ovim je dokaz zavrsen.
b) Na osnovu dokaza pod a), dovoljno je dokazati da vrijedi nejednakost

s—a)(s=b)(s—0c) < a?bc’

t(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) < abc.Kako se radi o stranicama trougla, svaka od
zagrada je pozitivna, pa iz nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo
(@a+b—-c)+(b+c—a)

> =
Slicno  dobijamo \/(a +b—-c)(at+tc—b)<a i \/(a+ c—b)(b+c—a)<c pa
mnoZenjem ovih nejednakosti dobijamo trazenu nejednakost.

Ja+b—co)(b+c—a)<

Napomena: Ova nejednakost se lako dokazuje standardnom smjenom za nejednakosti sa
. b+c—a cta-b a+b—

stranicama trougla: x = T Y=, 2=

upisane kruznice). Tada se nejednakost svodi na 8xyz < (x + y)(y + z)(z + x), Sto slijedi

mnoZenjem nejednakosti x + v > 2./xy, y + z = 2,[yz,z + x > 2+/zx.

C . v . v
(x,y,z su ustvari duZine odsjecaka

Sema bodovanja:

Dio pod a) nosi 12 bodova, i to:

2P 1 8p?
. 51n2a+51n2,8+51n2y—7 == Rbc.4boda
e sina+sinf + siny = a-!-zl;+c 4 boda
e 8 sm sm B sm = g E=WEDIE=9). 4 hoda

abc
. zavrsetak dokaza. 2 boda

Dio pod b) nosi 8 bodova, i to:

e svodenje nejednakosti na stranice trougla: 2 boda

e dokazivanje nejednakosti: 6 bodova (ucenik gubi jedan bod ako ne napomene da su
brojevia + b —c¢,b + ¢ — a,c + a — b pozitivni, pri Cemu ova napomena nije
neophodna ako uéenik nejednakost dokazuje uvodenjem smjene)



Zadatak 3. Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi, te neka je p prost broj. Dokazati da vrijedi

l,akopta

2 2y —
NZD(ab,a* + pb~) = {p,akop la

Rjesenje:

DokaZimo najprije da ne postoji prost broj q # p takav da q|NZD(ab,a? + pb?). Pretpostavimo
suprotno. Tada q|ab, pa q dijeli bar jedan od brojeva a i b. S druge strane, kako su a i b relativno prosti,
to g ne moze dijeliti oba broja aib, pa dijeli ta¢no jedan od njih. Medutim, tada broj a? + pb? nije
djeljiv sa q (jer je jedan sabirak djeljiv sa g, dok drugi nije). Ovo je kontradikcija (jer g|NZD(ab, a? +
pb?), pa q|la? + pb?), $to pokazuje da ne postoji prost broj g # p takav da q|NZD (ab, a® + pb?).

Ako p t a, tada broj a? + pb? nije djeljiv sa p, pa ne postoji niti jedan prost broj koji dijeli oba broja ab i
a? + pb?, $to znati da je NZD(ab, a? + pb?) = 1.

S druge strane, ako p|a, tada p t b, pa broj a? + pb? jeste djeljiv sa p, ali nije sa p? (jer je broj a? djeljiv
sa p?, dok pb? nije). Kako je broj ab takoder djeljiv sa p, to je NZD(ab, a? + pb?) = p.

Ovim je dokaz zavrsen.
Sema bodovanja:

e dokaz da ne postoji prost broj g # p koji dijeli oba broja ab i a? + pb?: 9 bodova (ukoliko u¢enik
ovo dokaZe u jednom slucaju, a nije svjestan da to vrijedi i u drugom, dobija 7 od ovih 9 bodova)

e dokaz za slu€ajp t a: 3 boda

o dokaz za slu¢aj p|a: 8 bodova



Zadatak 4. Neka je ABC jednakostranicni trougao, te neka je P tacka u njegovoj unutrasnjosti.
Dalje, neka su D, E, F podnoZja normala iz tacke P na stranice BC, CA, AB, redom.
Dokazati:

a) AF + BD + CE = AE + BF + CD.

b) Paapr + Papp + Pacre = Paare + Pagpr + Pacpp-

Rjesenje 1: Neka prava kroz P paralelna sa BC sije¢e AC i AB u G i H, redom, prava kroz P paralelna
sa AC sijece ABiBC uli],redom, te prava kroz P paralelna sa AB sijeCe BCiACuKi
L, redom. Jasno je da su trouglovi IHP, PK], LPG jednakostrani¢ni (imaju sve uglove po
60°), kao i da su cetverouglovi HBPK, JCGP, AIPL paralelogrami. Takoder, kako je PF
visina jednakokstrani¢nog trougla IHP, pa je IF = FH. Analogno je KD = D] i GE = EL.

C

A

I F H B

a) Na osnovu svega recenog imamo AF — BF + BD — CD + CE — AE = Al — BH +
BK—-C]+CG—-—AL=PL—KP+PH—-GP+JP—-Pl=0,q.e.d.

b) Kako su trouglovi IFP i PHF podudarni, to je Pyarp — Pagrp = Paapr — Paprp-
Analogno je Pappp — Pacpp = Paspk — Pacpy 1 Pacre — Prape = Pacre — PasapL-
Medutim, trouglovi API i APL su ocigledno podudarni, kao i trouglovi BHP i BKP,
odnosno CJP i CGP. Zbog toga se sabiranjem prethodnih jednakosti dobija trazena.

Sema bodovanja:

e Povlacenje paralelnih pravih i uofavanje jednakostranicnih trouglova: 4 boda
e Zakljuéak IF = FH (i analogni zakljucci): 3 boda

e Uocavanje paralelograma: 2 boda

e Zavrsetak dokaza pod a): 3 boda

e ZavrSetak dokaza pod b): 8 bodova



Rjesenje 2:

Lema: Neka je dat trougao ABC sa duZinama stranica a, b, c i visinom AT. Vrijedi:

a? + c? — b? a? + b? — c? c? — b?
BT =————,(T=—,BT — (T =
2a 2a a
Dokaz:
2, .2 32 2, .2 32
Iz pravouglog trougla ABT imamo BT = ABcosff =c- 2 J;Cac Ly +an i . Analogno
.. a?+b?-c? . c?-b? L
se dobije CT = o paje BT — CT = —Q Ovim je lema dokazana.
a) Oznacimo duzinu stranice jednakostrani¢nog trougla sa a. Primjenom navedene
2_pp2 2_rp2 2_ap2
leme dobijamo AF — BF = 222" pp —¢cp = 22— ¢p — g4p = 42

a a 2
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo AF + BD + CE = AE + BF + CD, q.e.d.

Napomena: Ista stvar se mogla dobiti i bez leme, primjenom Pitagorine teoreme.
Naime, iz BP? — AP? = BF? + FP? — AF?> — FP? = (BF — AF) - (BF + AF) =

2_ 2
(BF — AF) - a dobijamo AF — BF = 22=5P

, te zavrSavamo na isti nacin.
b) Nekaje £ABP = x i ZBAP = y. Dovoljno je dokazati da vrijedi

2(Ppapr + Pappp + Pacpe) = Paapc. (%)

C

A B

2
Imamo da je 2Pyypr = AF - PF = AP cosy - AP siny = APS%”, te slicno

BP?sin(120°-2x) .
ZPABPD = M | ZPACPE = Z(PACPA —_ PAAPE) =qa- EP —

2
2 G o__
=a- AP -sin(60° —y) — AP” sin(120°-2y) sm(;zo 27)
AP? sin(120°-2y)

. = AP? - sin(2y — 60°) cos 60° = AP? -

nakon dijeljenja sa a? svodi na:

AP? sin(120°-2y)
2

2
. Kako je AP sinZy
w, jednakost (*) se

AP? sin(2y —60°) BP? sin(120° —2x) AP V3
Sin(2y )+ Sin( )+—-sin(60°—y)=—.
a? 2 a? 2 a



Sema bodovanja:

AP BP

. . . . . a
Medutim, iz sinusne teoreme za trougao ABP vrijedi — = — = — , pa se
sinx siny  sin(x+y)

prethodna jednakost (nakon mnoZenja sa sin?(x + y) svodi na:
sin? x sin(2y — 60°)  sin? y sin(120° — 2x)
2 * 2

+ sin x sin(x + y) sin(60° — y)

V3
= sin?(x + y).

Kako je sin(60° — y) = gcosy - %sin y, nakon prebacivanja ¢lana sin x sin(x +

V3 .
V) +— cosyna desnu stranu, ona postaje

V3 . . V3 :
Tsm(x + y) (sin(x + y) — 2sinx cosy) = Tsm(x + y) sin(y — x).

Na lijevoj strani je ostalo

sin? x sin(2y — 60°)  sin? y sin(120° — 2x)

+
2 2
Medutim, kako je sin(2y — 60°) = sin 2y cos 60° — cos 2y sin 60° = siny cosy —
(cos?y — sin?y) - ?, a sliéno i sin(120° — 2x) = (cos? x — sin? x) \? +
sinxsinycosy , sin?ysinxcosx
2 2

1
— sinx sin(x + y) -Esiny.

sinx cos x. Primijetimo sada da daje sin x sin(x +
1. . . _— B, .
y) -5 siny, pa nakon ponistavanja na lijevoj strani ostaje \/T— (sin?x (sin?y —
. . 3, . . .
cos?y) + sin? y (cos? x — sin?x)) = % (siny cos x — sinx cos y)(siny cos x +

sinx cosy) = ‘/;sin(x + y) sin(y — x). Ovim je dokaz zavrsen.

Dio pod a) nosi 7 bodova, a dio pod b) 13 bodova. S obzirom da je rije¢ o Cisto
racunskom rjesenju, tesko je “izvagati” korake. Medutim, u dijelu pod a) 4 boda se
dobija za izraCunavanje bilo koje od duzi iz zadatka (u obliku koji nam moZe pomoci da
zavrSimo dokaz). U dijelu pod b), 5 bodova se dobija ako se zadatak svede samo na
uglove x i y (ili neke druge dvije nezavisne veli¢ine).



Rjesenje 3:

Primijetimo da obje tvrdnje vrijede ako je tacka P centar trougla. Jasno je da ako

pomjeramo tacku P po pravima koje su paralelne visinama trougla, u najviSe dva koraka
mozemo posti¢i da P bude centar trougla. Dokazat ¢emo da takva pomjeranja ne

mijenjaju razliku lijeve i desne strane (u oba dijela zadatka).

a)

b)

Neka je O centar trougla, te neka je S tacka
na pravoj PF takva da je OS||PD.SaMiN
oznacimo podnoZzja normala iz S na BC i CA,
redom. Primijetimo da ako P pomjerimo u S,
razlika AF — BF nam se ne mijenja. S druge
strane razlika BD — CD postane BM — CM,
dakle, smanji se (na nasoj slici) za2-DM,
dok razlka CE — AE postaje CN — NA,
dakle, poveca se za 2 - NE.Medutim, duZi
DM i NE su projekcije duzi PS na stranice
trougla, a kako prava PS gradi isti ugao sa
pravim AC i BC (30°), to su te projekcije

jednake. Dakle, razlika lijeve i desne strane
se ne mijenja kada P pomjerimo u S. Analogno se ta razlika ne mijenja kada S
pomjerimo u O, pa kako je tvrdnja zadovoljena za 0, zadovoljena je i za P.

Primijetimo da pomjeranjem P u S razlika Pygpr — Pagpr POStaje Paasr — Papsr, ti-

. AF—-BF . AF—-BF . . . . BF—-AF
umjesto PF ——imamo SF — > paje razlika nove i stare razlike PS - S

Neka je Q projekcija P na SM. Tada je 2Ppgsy — 2Pacsy = SM(BM — CM) =

(MQ + QS)(BD — DC — 2DM) = MQ - (BD — DC) + QS - (BD — CD) —

2(MQ + QS) - DM = DP - (BD — DC) + PSsin30°- (BD — CD) — 2(PD +

PSsin30°) - DM = 2Psgpp — 2Pacpp + —22=2) _ 2pD DM — PS- DM. Dakle,

w—zpn-DM—PS-DM
2

razlika povrsSina se promijeni za .Sliéno, kod treéeg para

trouglova razlika povrsina se primijeni za

P (CE A ) PE-NE+PS-NE <
2 > Kako je DM =

NE (tj. PS- DM = PS - NE), dovoljno je

dokazati da vrijedi

PS(BD — CD)

PS(BF = AF) + —————=~2PD
o 4 PS(CE — 4B)
¥ 2PE-NE =20.

V3

Kako je DM = NE = PS - > prethodna
jednakost se svodi na

BD —-CD CE—-AE

BF — AF
+ 2 + 2

+V3(PE — PD) = 0.



Sema bodovanja:

.. . BD-CD CE—-AE BF—-AF
Iz dijela pod a) je > + =

AF) =~/3(PD — PE), tj. PD — PE = g (BF — AF). Medutim, razlika udaljenosti
tacke P od stranica BC i AC se ne mijenja kako se tacka P kreée po pravoj PF (npr.
SM — SN = PD + PSsin30° — PE — PSsin 30°). U tacki F je razlika tih udaljenosti

jednaka BF -2 — AF -, paje PD — PE = 2 (BF - AF),q.c.d.

, pa je dovoljno dokazati da vrijedi % (BF —

Dio pod a) nosi 7 bodova, a dio pod b) 13 bodova. U oba dijela sama ideja pomjeranja
tacke P po pravim koje su paralelne visinama trougla (uz posmatranje razlike lijeve i
desne strane) nosi 3 boda.



Zadatak 5.Data je mreza 2024 X 2024 (na slici je prikazana
mreza 10 X 10). Doniji lijevi vrh je X, a gornji desni Y.
Puz dolazi odozdo u vrh X, te Zeli da izade iz mreze u
vrhuY i to tako Sto ée iz njega oti¢i desno (slika). Puz

se moze kretati samo ivicama mreZe, te se uvijek
krece gore i desno. U bilo kojem vrhu mreze on moze
promijeniti smjer kretanja (iz desno u gore ili
obratno), ali nakon S$to u nekom vrhu promijeni
smjer, ne moze odmah u narednom vrhu u kojem se
nade opet promijeniti smjer. Na koliko nacina puz

mozZe na Zeljeni nalin izadi iz mreZe tako da napravi

tacno 777 promjena smjera? Pri tome, prvu

promjenu smjera moze (ali ne mora) napraviti odmah

u vrhu X, a posljednju promjenu moze napraviti u vrhu Y (tj. napravit ¢e je ukoliko u Y dolazi
odozdo, a nece ukoliko u Y dolazi s lijeva).

Rjesenje 1: Primijetimo da puZ najprije ide gore nekoliko (moguce i 0) koraka, zatim desno bar 2
koraka, zatim gore bar 2 koraka, zatim desno bar 2 koraka..., sve do kraja kada ¢e idi
desno (moguce i 0 koraka). Takoder, jasno je da ¢e po 389 puta ic¢i gore i desno (pri
¢emu prvi put gore i posljedni put desno mogu biti koraci 0. Dakle, validan put je opisan
nizom g,,d4, 92,d2, 93, ds, ..., g3gg, dzgg, Pri cemu jeg; =0,9; =2zai =2, dzgg =
0,d; =2zai <388, pri cemu jegs+gy+ -+ gzz0=2024id; +dy+ - +d339 =
2024. Uvedimo smjenu g; =y;,9; =y;i +2zai = 2,3,..,389, te slicno d3gg = X359 i
di=x;+2zai=1,2,..388.Tadaimamo uslovx; = 0iy; = 0zasvei,te

xl + Xz + -+ X389 == 1248,

Y1 + Y2 + -+ Y389 = 1248.

Poznato je da svaka od ovih jednatina ima (1?4553%771) = (1°39) rjeSenja (naime,

mozZemo gledati kao da imamo 1248 jedinica, te treba postaviti 388 pregrada koje ce
razdvojiti/odrediti varijable, tj. ukupno treba postaviti 1248 + 388 = 1636 znakova, te

je samo potrebno odrediti koji od tih znakova ¢ée biti jedinice, a koji prograde, sto

1636 163612

388) nacina). Zbog toga je ukupan broj nacina jednak (388

mozZemo na (

Sema bodovanja:

Zaklju¢ak da validnu putanju odreduje odgovaraju¢i niz brojeva
91,41, 92,42, g3,d3, ..., g3g9, d3gg (Uz postavljene uslove za varijable): 6 bodova

e Svodenje zadatka na prebrojavanje broja rjeSenja jednacina x; +x, + -+
X3g9 = 1248iy; + ¥, + -+ + y3g9 = 1248: 6 bodova

e Ispravno prebrojavanje broja nacina: 8 bodova



Rjesenje 2: Jasno je da imamo 2025 horizontalnih i vertikalnih linija (tj. linija u kojima se deSavaju
promjene smjerova). Numerisimo horizontalne linije 1,2, ...,2025 odozdo prema gore, a
vertikalne 1,2, ...,2025 s lijeva prema desno. Primijetimo da ¢e prva promjena smjera
biti prema desno, pa naredna prema gore, i tako naizmjenicno, te ¢e posljednja 777.
promjena biti u desno, i desit ¢e se na posljednjoj 2025. liniji (zbog ¢ega se ne smije
desiti na 2024. liniji). Dakle, 388 promjena smjera na desno (ne racunajuéi zadnji) se
mora desiti na prve 2023 linije, pri ¢emu se ne smije desiti na dvije uzastopne linije (jer
bi to znacilo da smo imali dvije uzastopne promjene smjera). Slicno, kako se promjena
na gore ne moze desiti u prve dvije vertikalne linije, to ée se tih 388 promjena desiti na
posljednje 2023 linije, pri ¢emu se opet ne smiju desiti promjene na dvije uzastopne
vertikalne linije. S druge strane, odabir 388 horizontalnih linija od prve 2023 i 388
vertikalnih linija od posljednje 2023, uz uslov da se ni u jednom ni u drugom slucaju ne
smiju odabrati uzastopne linije, jednoznac¢no odreduje jednu validnu putanju.

Prebrojimo na koliko nacina moZemo odabrati horizontalne linije (na isto moZzemo i
vertikalne). Trazeni odabir moZzemo posmatrati kao da imamo 2024 mjesta, te ih treba
popuniti sa stringovima ‘0’ ili sa stringovima "10’, pri éemu postavljamo 1248 stringa '0’

i 388 stringova '10". To moZemo uraditi na (1*453%%) = (1°39) 7bog toga je traZeni
1636

2
broj natina jednak (%>°)" (jer isti broj nagina imamo i za vertikalne linije).

Sema bodovanja:

e Zakljucéak da validnu putanju odreduje dvostruki odabir 388 brojeva od 2023
broja, pri cemu nikoja dva odabrana broja nisu susjedna: 10 bodova

e Ispravno prebrojavanje broja nacina: 10 bodova



Kanton Sarajevo

RJESENJA ZADATAKA | SEME BODOVANJA ZA KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA

SREDNJIH SKOLA
12. marta/oZujka 2024.

IV razred

Zadatak 1. Neka je a4, a,, as ... beskonacan aritmeticki niz realnih brojeva.

a) Ako postoje prirodni brojevi m i n takvi da je ‘;2—"‘ = —1, dokazati da niz sadrZi cijeli broj.
2n
b) Navesti primjer niza koji ne sadrZi niti jedan racionalan broj, a za koji postoje prirodni brojevim i
n takvi da je Z—m = —1.

Rjesenje.

a) Oznacimo sa d razliku dva uzastopna ¢lana niza. Tada za sve n € N vrijedia, = a; + (n — 1) - d, pa
imamo

a

L

Uon

Aym = —lgp &

aym + n =0 &

a1+(2m—1)'d+a1+(2n_1)‘d=0@

20, +(2m+2n—-2)-d=0s

a,+(m+n—-1)-d=0.
Kakojea; + (m +n—1) - d = ay4p, zakljuCujemo a,, ., = 0, pa je ¢lan niza s indeksom m + n
cijeli broj.

b) Posmatrajmo aritmeticki niz dat sa a; = —V2 i d = 2v/2, gdje je d razlika dva uzastopna &lana niza.
Opéti¢lanovog nizajea, =a; + (n—1)-d = =2+ (n — 1) - 2v/2 = (2n — 3)V/2, $to otigledno
nije racionalan broj niti za jedan prirodan broj n. S druge strane, vrijedi % = % = —1, pajeovo

L C

primjer niza s trazenim osobinama.

Sema bodovanja
Dio a)

e Izrazavanje opsteg ¢lana niza preko jednog clana i zajednicke razlike: 1 bod

v . a . v . . .y .
e |zraZavanje uslova % = —1 preko jednog ¢lana i zajednicke razlike: 2 boda

2n

e Dobivanje relacije ekvivalentne relacijia; + (m+n—1) - d = 0: 4 boda
e Zakljucak da postoji ¢lan niza jednak 0: 6 bodova

o Navodenje korektnog primjera niza: 5 bodova
e Dokaz da navedeni niz ne sadrZi racionalan broj: 1 bod
e Dokaz da postoje indeksi m i n s trazenom osobinom: 1 bod



Zadatak 2. Data je ploc¢a dimenzije 8 X 8. Za skup polja ploce kazemo da je lijepo rasporeden ako nikoja dva

polja nisu u istom redu niti u istoj koloni.

a) Na koliko nacina je moguce odabrati skup od 8 lijepo rasporedenih polja?

b) Ukoliko se sa ploc¢e uklone gornje lijevo i donje desno polje, na koliko nacina je moguce od
preostala 62 polja odabrati skup od 8 lijepo rasporedenih?

c) U polja ploce upisani su brojevi 5,10, 15, 20, ... 320 u rastu¢em poretku slijeva nadesno i odozgo
prema dole (tj. u prvom redu su redom brojevi 5,10, 15, ..., 40, u drugom redu redom brojevi
45,50,55, ...,80 itd.). Odrediti sve vrijednosti koje moZe uzeti suma brojeva na skupu od 8
lijepo rasporedenih polja.

Rjesenje.

a)

b)

c)

Kako imamo 8 redova i 8 kolona, te 8 lijepo rasporedenih polja, svaki red i svaka kolona mora
sadrzavati ta¢no jedno polje. Polje u prvom redu mozemo odabrati na 8 nacina. U koloni odabranog
polja ne smije biti viSe odabranih polja, pa polje u drugom redu mozemo odabrati na 7 nacina
(dozvoljena su sva polja osim onog u koloni odabranog polja prvog reda). U kolonama prva dva
odabrana polja ne smije biti viSe odabranih polja, pa u treéem redu postoji 6 polja koja mozemo
odabrati, odnosno polje u tre¢em redu moZemo odabrati na 6 nacina. Nastavljajuci ovako dobijamo
da polje u redovima 4, 5, 6,7, 8 mozemo odabrati na 5, 4, 3, 2, 1 nacina, respektivno. Dakle, ukupan
brojnacinaje8-7-6-5-4-3-2-1=28!

U dijelu a) dokazano je da, ukoliko nema uklonjenih polja, broj nac¢ina za odabir 8 lijepo
rasporedenih polja je 8!. Od ovog broja je potrebno oduzeti broj skupova lijepo rasporedenih polja
koji sadrze barem jedno od uklonjenih polja.

Izbrojimo skupove koji sadrze gornje lijevo polje. U prvom redu nemamo izbora — odredeno je da
moramo odabrati prvo polje reda (jer je to gornje lijevo polje). Na isti nacin kao u dijelu a)
zaklju¢ujemo da u drugom redu polje mozemo odabrati na 7 nacina, polje u tre¢cem redu na 6 nacina
itd., te da je ukupni broj lijepo rasporedenih skupova koji sadrze gornje lijevo polje jednak 7!.
Analogno dobijamo da je broj lijepo rasporedenih skupova koji sadrze donje desno polje takoder
jednak 7.

Iz prethodnog dobijamo da je broj lijepo rasporedenih skupova koji sadrze gornje lijevo ili donje
desno polje jednak 2 - 7!. Medutim, ukoliko skup sadrzi oba polja, ovdje je uracunat dva puta —
jednom kao skup koji sadrzi gornje lijevo polje i jednom kao skup koji sadrzi donje desno polje. Zbog
toga je potrebno od broja 2 - 7! oduzeti broj skupova lijepo rasporedenih polja koji sadrze i gornje
lijevo i donje desno polje. Kako su odabiri polja u prvom i posljednjem redu odredeni, u redovima
2,3,4,5,6,7 polje mozemo odabrati na 6,5, 4, 3, 2, 1 nacina, respektivno, sto znaci da je broj
ovakvih skupova jednak 6!.

Zaklju€ujemo, trazeni broj skupovaje 8! — (2-7!—6!) =8/ —2-7! + 6.

Oznacimo sa (i, j) polje u presjeku reda i i kolone j, pri ¢emu su redovi numerisanisa 1,2, ..., 8
odozgo prema dole, a kolone sa 1, 2, ..., 8 slijeva nadesno. Susjedni brojevi u istom redu se razlikuju
za 5, a susjedni brojevi u istoj koloni za 40. To znadi da se u polju (i, j) nalazibroj5-i +40 - (j — 1).



Za bilo koji skup od 8 lijepo rasporedenih polja, svaki od redova 1, 2, ..., 8 sadrzi tacno jedno polje, i
svaka od kolona 1, 2, ..., 8 sadrzi ta¢no jedno polje. Zato se u sumi brojeva na lijepo rasporedenom
skupu javlja sabirak 5 - i za svakired i € {1, 2, ..., 8} i sabirak 40 - (j — 1) za svaku kolonu j €
{1,2,...8}. Slijedi da je ova suma jednaka5- (1 +2+--+8)+40- (0+ 1+ -+ 7) = 1300.

Sema bodovanja

Dio a)
e Zakljucak da svaki red i svaka kolona sadrZe tac¢no jedno polje: 1 bod
e Posmatranje broja nacina za odabir polja po redovima/kolonama: 1 bod
e Dobivanje ta¢nog rezultata: 2 boda

e Ideja oduzimanja broja skupova koji sadrze ili gornje lijevo ili donje desno polje od ukupnog
broja lijepo rasporedenih skupova: 2 boda
e (Qdredivanje broja lijepo rasporedenih skupova koji sadrze gornje lijevo (ili donje desno) polje: 2

boda

e (Qdredivanje broja lijepo rasporedenih skupova koji sadrze i gornje lijevo i donje desno polje: 2
boda

e Dobivanje ta¢nog rezultata: 2 boda

e QOdredivanje oblika broja u polju (i,j): 2 boda
e Zakljucak da sa u sumi za svaki red i javlja sabirak 5 - i, ili analogan zakljucak za kolone: 2 boda
e Dobivanje tacnog rezultata: 4 boda

Zadatak 3. Odrediti sve parove (a, b) cijelih brojeva za koje vrijedi
(8a—b)2=2-(a—2)-b%

RjeSenje.
Ako je jedna nepoznata jednaka 0, direktnim uvrStavanjem dobijamo da je i druga jednaka 0. Dakle,
jedno rjesenje je (a, b) = (0,0). U nastavku rjeSenja se pretpostavljadajea = 0ib # 0.
Da bi pocetna jednacina imala rjesenje u skupu cijelih brojeva, desna strana treba biti potpun kvadrat
nekog cijelog broja (jer je i lijeva). Uzimajuéi u obzir ¢lanove koji se nalaze na desnoj strani, to znaci da
vrijedi a — 2 = 2k? za cio broj k. Dakle, a = 2k? + 2 (*) $to se sada uvritava u pogetnu jednaginu.
[8(2k? +2)—b]?=2-(2k?*+2—-2)-b?

(16k? + 16 — b)? = 4k?b?

16k? + 16 — b = +2kb (**)
Iz posljednje relacije se dobiva b = M. Da bi nepoznata b bila cjelobrojna vrijednost, treba vrijediti

1+2k
1+ 2k|k? + 1ili1—2k|k? + 1.
Ako 1 + 2k|k? + 1, imamo
2k+1|k*+1—-(k+1)
2k +1| k% -2k



2k + 1| k(k —2)

2k+1|k—2
2k+1|2(k—-2)—2k—1
2k+1]—-5

(u prelazu iz treceg u Cetvrti red je koristeno da su brojevi k i 2k + 1 relativno prosti). Dakle, 2k + 1 €
{-5,—1,1,5}, odnosno k = {—3,—1,0, 2}.
Ako 1 — 2k|k? + 1, imamo

1-2k|k?*+1—(1-2k)

1—2k | k% + 2k
1-2k|k(k +2)
1—2k|k+2
1—2k|2(k+2)+1—2k
1-2k|5

(u prelazu iz treceg u Cetvrti red je koristeno da su brojevi ki 1 — 2k relativno prosti). Dakle, 1 — 2k €
{-5,—1,1,5}, odnosno k = {-2,0, 1, 3}.

Uvrstavanjem redom vrijednosti k u relacije (*¥) i (¥*), dobivaju se sljedeci uredeni parovi kao
potencijalna cjelobrojna rjeSenja jednacine: (a,b) € {(2,16), (4,—32), (10,16), (20,—32)} .
Direktnom provjerom se pokazuje da su oni stvarno rjesenja iste.

Dakle, sva rjesenja su (a, b) € {(0,0), (2,16), (4,—32),(10,16),(20,—32)}.

Sema bodovanja
e Zakljucak da su ili obje nepoznate jednake 0 ili obje razli¢ite od 0: 1 bod
e Zaklju¢ak da je a — 2 oblika 2k? za k € Z (pod uslovom a # 0ib # 0): 3 boda
e lzrazavanje b preko k: 4 boda
e Zakljutakda 1+ 2k|k? + 1ili 1 — 2k|k? + 1: 2 boda
e Rjedavanje jednog od slu¢ajeva 1 + 2k|k? + 1i1 — 2k|k? + 1: 5 bodova
e RjeSavanje preostalog slu¢aja iz prethodne tacke: 1 bod
e Dobivanje svih rjeSenja: 4 boda

Zadatak 4. U kruZnicu poluprecnika 1 upisan je kvadrat ABCD i jednakostrani¢ni trougao XY Z, pri cemu je
dozvoljeno da se tjemena kvadrata i trougla podudaraju. Koja je najveéa povrsina koju moZe imati
mnogougao Cija su tjemena tacke A, B, C, D, X,Y, Z (ovaj mnogougao moZe imati manje od 7 tjemena
ako se neke tacke podudaraju)?

Rjesenje.

Kako je centralni ugao nad stranicom kvadrata 90°, a centralni ugao nad stranicom trougla 120°,
zakljucujemo da svaki od kracih lukova AB, BC, CD, DA sadrzi najviSe jedno tjeme trougla. Bez gubitka
opstosti pretpostavimo da je poredak tacaka na kruznici 4,X,B,Y,C,Z,D. Oznacimo sa O centar
kruznice, i oznac¢imo £A0X = x.



Iz prethodno navedenih centralnih uglova imamo £X0OB = 90° — £LAOX = 90° — x, £BOY = 120° —
2X0B =30°+x, 2Y0C =90° — £BOY = 60° — x, £C0Z = 120° — 2Y0C = 60°+ x i £ZOD =
90° — £C0OZ = 30° — x. Takoder vrijedi

Paxgyczp = Paox + Pxos + Peoy + Pyoc + Pcoz + Pzop + Ppoas
0A-0X-sin £LA0X 1-1-sinx 1 .
. = —— =;sinx, pa

gdje sa P,y ozna¢avamo povrsinu mnogougla M. Imamo Pyox =

primjenjujuci istu formulu za ostale trouglove dobijamo

Paxsvezp = %(sinx + sin(90° — x) + sin(30° + x) + sin(60° — x) + sin(60° + x) + sin(30° — x)
1
E;
gdje smo oznatili A = sinx + sin(90° — x) + sin(30° + x) + sin(60° — x) + sin(60° + x) +
sin(30° — x).
Primjenjujudi identitet sin A 4+ sinB = 2 sinA%B cos AZ;B dobijamo
A = sinx + sin(90° — x) + sin(30° + x) + sin(60° — x) + sin(60° + x) + sin(30° — x) =
2sin45° cos(x — 45°) + 2 sin45° cos(x — 15°) + 2 sin45° cos(x + 15°) =
2sin45° (cos(x — 45°) + cos(x — 15°) + cos(x + 15°)).

1
+ sin90°) = Ec/q, +

Kako je sin 45° = \/72, i kako vrijedi identitet cosA + cos B = 2 cosAZ;Bcos A%B, toje

A =2 (cos(x — 15°) + 2 cos(x — 15°) cos 30°) =

V2(2 cos30° 4+ 1) - cos(x — 15°) = \/i(\/g + 1) - cos(x — 15°).
Kako je x € [0,90°], prethodni izraz dostize maksimum za x = 15°, i tada je A = \/Z(\/'a—’ + 1). Dakle,
1_ V2(¥3+1)+1

. v 1
maksimalna povrsina iznosi chl + > 2



Sema bodovanja

e Zakljucak da izmedu dva susjedna tjemena kvadrata na kruznici moZe biti najviSe jedno tjeme
trougla: 1 bod

e Izrazavanje svih centralnih uglova nad stranicama mnogougla preko jednog ugla: 3 boda

e IzraZavanje povrsine mnogougla kao sume trigonometrijskih funkcija iste promjenljive: 3 boda

e Svodenje izraza za povrsinu na sumu tri trigonometrijske funkcije: 4 boda

e Svodenje izraza za povrsinu na jednu trigonometrijsku funkciju jedne promjenljive: 4 boda

e (Odredivanje medusobnog poloZaja kvadrata i trougla za koji je povrsina maksimalna: 3 boda

e (Odredivanje maksimalne povrsine: 2 boda

Zadatak 5. Odrediti sve funkcije f: Ny = N, takve da je f(1) > 0idazasve x,y € N, vrijedi
2 2
f@x?+3y) = (f(0))" +3(f ()"

Napomena: N, oznacava skup nenegativnih cijelih brojeva.
Rjesenje.
Oznacimo sa P(x, y) iskaz f (x% + 3y?) = (f(x))2 + 3(f(y))2.
Iz P(0,0) imamo £(0) = 4(£(0))*, paje £(0) = 0.
Iz P(1,0) imamo f(1) = (f(l))z, akakoje f(1) > 0,toje f(1) = 1.
Iz P(0,1) dobijamo f(3) = 3, aiz P(1, 1) dobijamo f(4) = 4. Konacno, iz P(2,0) dobijamo f(4) =
(£(2))*, odakle slijedi £(2) = 2.
Lako se provjerava da vrijedi (3n — 1)2 + 3(n + 1)> = 3n + 1)? + (n — 1)?, paimamo
f(Bn=1%2+3n+1))=f(Bn+1?*+(n-1% >
(FU3n—1D)° +3(f(n+1))* = (fFBn+ D) +3(f(In—1))* &
(FGn+1)" = (FU3n—1D)* +3(f(n+ 1))* = 3(F(In — 1D)".
Analogno dobijamo i
(FGn+2)" = (FU3n—2D)" +3(F(r + )" = 3(f(In - 2D))’,
(FGn+3))" = (FU3n—3))" +3(f(n +3))* = 3(F(In - 3D)".

DokaZimo matemati¢kom indukcijom da za sve n € N vrijedi f(n) = n. Preciznije, dokazat ¢emo da za
svakon € Ny vrijedi f3n+1) =3n+1,f(3n+2) =3n+2i f(3n+ 3) = 3n + 3. Dokazali smo da
to vrijedi zan = 0, Sto predstavlja bazu indukcije. Pretpostavimo da za sve k < 3n + 1 tvrdnja vrijedi, tj.
daje f(k) = kzasve k < 3n + 1, te dokazimo da tvrdnja vrijediiza 3n + 1,3n + 2i 3n + 3. Kako je
svaki od brojeva |3n — 1|,n + 1, |[n — 1| manji od 3n + 1, po induktivnoj pretpostavci imamo

(FGn+ D) = (FU3n —1D)" +3(F(n + 1) = 3(F(In — 11))°
=0Bn-1%+3n+1)?-3n-1)>
=9n?—-6n+1+3n°+6n+3-3n*+6n—-3=9n%+6n+1=>Gn+1)?

odakle dobijamo f(3n + 1) = 3n + 1. Analogno dobijamoi f(3n+2) =3n+2if(3n+3) =3n+ 3.
Ovim je indukcija zavr$ena, te za sve n € Ny vrijedi f(n) = n. Direktnom provjerom dobijamo da ova
funkcija zadovoljava uslov, pa je ona jedino rjesenje.



Sema bodovanja

Dobivanje jednakosti f(0) = 0: 1 bod

Dobivanje jednakosti (1) = 1: 2 boda

Dobivanje jednakosti f(2) = 2i f(3) = 3: 2 boda (obje jednakosti po 1 bod)

Navodenje jednakosti (3n — 1)? + 3(n + 1)2 = (3n + 1)? + (n — 1)?, ili sliéne jednakosti koja
se moze koristiti za dokaz matematickom indukcijom: 4 boda

Navodenje preostalih jednakosti potrebnih za matematic¢ku indukciju: 2 boda

Ideja da se dokaz da je f(n) = n vrsi matemati¢kom indukcijom: 1 bod

Dokaz da je f(n) = nzasven € Ny: 7 bodova

Provjera da funkcija f (n) = n zadovoljava uslov: 1 bod (ovaj bod je moguce dobiti samo ukoliko
je dokazano da nema drugih rjeSenja)



