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Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
15. marta/oZujka 2023.

| razred

U skupu realnih brojeva rijesiti jednacinu

x—1 [x+1 x—xy3—y*t+y
> . —-x—1]" > =3.
yi+ay |1 1—-x

y

Odrediti sve trojke (p, q,n), gdje su p i q prosti brojevi i n prirodan broj, za koje vrijedi
1 2023 n
—+—=c.
P q 5

- . . . 3+b . , . . i
Neka su a, b, c cijeli brojevi takvi da je Z\/\/;:C racionalan broj. Dokazati da je tada broj
a?+b%+c?
——cio.
a+b+c

Odrediti najveci prirodan broj n takav da je moguce u svako polje ploc¢e dimenzije 4 X n
(4 reda in kolona) upisati po jedan prirodan broj tako da su brojevi u svakom redu po
parovima razliciti i da je zbir brojeva u svakoj koloni jednak 20.

Dat je Cetverougao ABCD u kojem vrijedi ZDAB = 60°, LABC = 90°i £BCD = 120°.
Tacka S je presjek dijagonala AC i BD, i vrijedi2-BS = DS = 2. Tacke P iQ su redom
sredine dijagonala AC i BD.

a) Dokazati da je prava PC simetrala ugla £QPB.

b) Izracunati povrsinu cetverougla ABCD.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba
kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
15. marta/ozujka 2023.

Il razred

Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c takve da je ¢ = (a + bi)® — 107i, pri ¢emu je i
imaginarna jedinica.

Emil je na tabli napisao brojeve 1, 2, ...,2023. Nora je uzela n razli¢itih bojica i njima
obojila sve te brojeve. Nakon $to je Nora zavrsila sa bojanjem, Emil je primijetio da su za
svaki par (a, b) brojeva takav da jea < b i a|b, brojevi a i b obojeni razli¢itim bojama.
Odrediti najmanju vrijednost broja n za koju je ovakva situacija moguda.

Pozitivni realni brojevi a, b, c zadovoljavaju
a® b® + 2b3c3 +¢c® 2a3b3 + 2a3c3

+ + =a’+ b3+ 3
2b3 + 2¢3 2a3 a3+ b3+¢3

Koji od brojeva a? i b? + c? je vedi?

Neka je tacka I centar upisane kruznice trougla ABC. Prava CI sijece opisanu kruznicu
trougla ABC po drugi put u tacki L, pri ¢emu vrijedi CI = 2 - IL. Tacke P i Q su date na
stranici AB tako da vrijedi ZAIP = 2£BIQ = 90°. Dokazati da je AB = 2 - PQ.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 za koje postoji prirodan broj a > 2 takav da a® +
24 dijeli a™ — 2™ za svaki pravi djelioc d od n.

Napomena: Pravi djelioci prirodnog broja n su svi njegovi pozitivni djelioci osim n.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba

kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Kanton Sarajevo

KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA

15. marta/oZujka 2023.
Il razred

Pokazati da za sve realne brojeve x, y, z i w vrijede identiteti:

a) x—-w)-2D+@-wiz-)+Z-w)x-y)=0;
b) sin(x — w)sin(y — z) + sin(y — w) sin(z — x) + sin(z — w) sin(x — y) = 0.

Neka je ABCD cetverougao kod kojeg su wuglovi kod tjemena B i D
pravi. Ozna¢imosaa = |BC|, b = |CD|,c = |DA|id = |AB|.

a) Pokazati da vrijedi nejednakost bc + ad < ab + cd, pri ¢emu jednakost vrijedi ako i
samo ako je ABCD pravougaonik.

b) Pokazati da vrijedi nejednakost |AC| = |BD]|, pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo
ako je ABCD pravougaonik.

Skakavac se nalazi u centru koordinatnog sistema (u tacki (0,0)). U prvom koraku,
skakavac napravi horizontalni skok duzine 1, nakon toga u drugom koraku vertikalni skok
duzine 2, u tre¢em koraku horizontalni skok duzine 3, u ¢etvrtom koraku vertikalni skok
duzine 4, i tako dalje. Na primjer, prvih pet koraka moze biti (0,0) -» (—1,0) -» (-1,2) -
(—4,2) - (—4,—-2) - (1, —2). Odrediti sve prirodne brojeve n za koje se skakavac moze
vratiti u koordinatni pocetak nakon tacno n koraka.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 za koje postoji prirodan broj a > 2 takav da a® + 2¢
dijeli a™ — 2™ za svaki pravi djelioc d od n.

Napomena: Pravi djelioci prirodnog broja n su svi njegovi pozitivni djelioci osim n.

Neka je n prirodan broj te neka su ay, aq, as, ..., a,, realni brojevi iz intervala (0, %) takvi
da vrijedi

tg(ao—%)+tg(a1—%)+~--+tg(an—%) >n—1.

Dokazati da je tg(ay) - tg(a,) - ...  tg(a,) = n"*i.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba

kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Kanton Sarajevo

KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA

15. marta/oZujka 2023.

IV razred

Ako je f funkcijatakvadaje f(1) =2if(n+1) = Sf(;lﬁ za sve n € N, odrediti

vrijednost f(2023).

Izraunati broj nacina na koje moZemo postaviti 153 topa (kule) na Sahovsku plocu
dimenzije 2023 X 2023 tako da se medusobno ne napadaju.

Napomena: Top (kula) u sahu ,,napada“ na ploci red i kolonu u kojoj se nalazi.

Odrediti vrijednost brojan € N za koji vrijedi
i+ 2i24+3i34 - +ni" = 2022+ 2023i,

gdje je i imaginarna jedinica.

Neka je k # 0 cijeli broj.
a) Dokazati da je broj uredenih parova (x, y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju uslov
= x? —xy + 2y?
xX+y
konacan. Oznacimo taj broj sa f (k).

b) Dokazati da je broj f (k) neparan ako i samo ako je broj k djeljiv sa 7.

Neka je ABCD tangentan Cetverougao. Njegova upisana kruznica k dodiruje stranice BC
i DA u tackama E i F, redom. Poznato je da se prave AB,FE i CD sijeku u istoj tacki.
KruZnice opisane oko trouglova AAED i ABFC sijeku kruznicu k po drugi put u tackama
G i H, redom. Dokazati da je EF || GH.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba

kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
15. marta/oZujka 2023.

| razred - RjesSenja

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva rijesiti jednacinu
x—1 [x+1 x—xy}—yt+y
> : - X — . > = 3.
yi+ay |1 1—-x
y
Rjesenje: Definiciono podrucje date jednalinejey # 0,y # 1,x # —y ix # +1.Imamo:

x—1 _((x+1) \x+y—y3(x+y)_
ety (=2 CtYTaoarn T
\ 7

(x—Dx+1) y x+»A-y*)
y(x + ) '(y—1_ )'(1—x)(1+x)‘3‘:’
C-DEHD 1 GHENA-NOEy+D
yx+y) y-1 1-x)1+x)

M:gﬁ
y

y2-2y+1=0 &

y-1)2=0
Zbog definicionog podrucja ne moze biti y = 1 pa zakljuéujemo da data jednacina nema
rieSenja.

Sema bodovanja:

e Kompletno definiciono podrucje: 5 bodova

yi4+y+1

e Svodenje jednacine na oblik = 3: 8 bodova, od cega

o Faktorizacijax —xy3 —y*+vy = (x + y)(1 — y3): 3 boda

o Faktorizacija ’;—4'} —x—-1=(x+1) ﬁ 2 boda
y
o Skradivanje x? — 1 u brojniku i 1 — x? u nazivniku: 2 boda
2
o Ostale algebarske operacije koje vode do oblika Y4+ 3.1 bod
e Zakljutak da je jedina moguénoct y = 1: 3 boda
e Konstatacija da jednacina nema rjesenja: 4 boda



Zadatak 2.

Rjesenje:

Odrediti sve trojke (p, q,n), gdje su p i q prosti brojevi i n prirodan broj, za koje vrijedi
1 2023 n

p a5
MnoZenjem date jednacine za 5pq dobijamo
5q +5-2023p =npq. (%)
S obzirom da p|5 - 2023p i p|npq zakljuCujemo da p|5q. Kako je p prost broj to mora
vrijediti p|5 ili p|q.

Ako p|5, mora biti p = 5. Uvrstavanjem u jednacinu (*) dobijamo
5q + 25-2023q = 5nq ©
q+5-2023=nq &
(n—-1)g=5-7-172
Kako je g prost broj zaklju¢ujemo da g € {5,7,17}, te nakon direktnog uvrstavanja u
prethodnu jednacinu dobijamo trojke (5, 5,2024), (5,7,1446) i (5,17,596).

Ako p|q onda s obzirom da supiq prosti brojevi zaklju¢ujemo da mora bitip = q.
Uvrstavanjem p = q u jednacinu (*) dobijamo

5p+5-:2023p =np? &

np =5-2024=8-5-11-23.
Kako je p prost broj zaklju¢ujemo da p € {2,5, 11, 23}, te nakon direktnog uvrstavanja u
prethodnu jednacinu dobijamo trojke (2, 2,5060), (5,5,2024), (11,11,920)i
(23,23,440).

Dakle, trazene trojke (p,q,n) su (2,2,5060),(5,5,2024),(5,7,1446),(5,17,596),
(11,11,920) i (23, 23, 440).

Sema bodovanja:

e Dobivanje oblika 5q + 5-2023p = npq: 1 bod

e Zakljuéak p|5q (ili q|5 - 2023p): 6 bodova

e Zakljuéak da vrijedip = 5ilip = q (odnosno q € {5,7,17}iliqg = p): 3 boda
e Rjesavanje slu¢ajap = 5: 6 bodova

Ukoliko ucenik razmatra slucajeve po g, svaki od slu¢ajevaq = 5,q = 7iq = 17 nosi po
2 boda

e Rjesavanje slu¢ajap = q: 4 boda



Zadatak 3.

Rjesenje:

Neka su a, b, ¢ cijeli brojevi takvi da je igiﬁ racionalan broj. Dokazati da je tada broj
a?+b%+c? .
——cio.
a+b+c
. L a\3+b . . .

Racionaliziranjem razlomka W nakon sredivanja dobijamo
a\/§+b_a\/§+b b\/§—c_3ab—bc+(b2—ac)\/§_3ab—bc+ b? — ac 73
bW3+c bV3+c BW3—c 3b2 —c? "~ 3b%2—c2  3p2— 2

3ab-bc . b%*-ac . . . . . .. A . .
Kazko U sz igpr e racionalni brojevi, da bi posljednji broj bio racionalan, mora biti
b*—ac __ 2
57—z = 0, 0dnosno b* = ac.
Napomena: Relacija b? = ac moze se dobiti i na sljedeéi nacin:

. aV3+b _ . . L - . . av3+b _p
Kako je N racionalan broj, postoje cijeli brojevip, q takvi da je VAt ¢ Imamo
aV3+b D
bV3+c ¢
qgav3+qgb—ph\V3—pc =0
(gb —pc) + (qa —pb)V3 =0 ,

Ne moze biti gp —pc # 0 i ga—pb # 0 jer bi tada slijedilo V3 = Zc_q sto je

a-pb’
nemoguce jer jev/3iracionalan broj. Dakle, bar jedan od ovih brojeva je jednak 0,
odakle slijedi da su oba jednaka 0. Drugim rijecima, vrijedi gb = pc i qa = pb, odakle se
dobija b? = ac.

Dalje iz
(a+b+c)?>=a?+b%+c?+2(ab + bc + ac),

mijenjajuéi ac sa b? dobijamo

a?+b*+c? =(a+b+c)>—2(ab+bc+b*)=(a+b+c)>—2b(a+b+c)=
=(a+b+c)la—b+o).

Sada je
a?+b*+c* (a+b+c)a—b+c)
= =a—b+ec.
a+b+c a+b+c
- .. - - . C oy . . a?+b%+c?
Kako su a, b, c cijeli brojevi, to je i a — b + c cijeli broj, pa zaklju¢ujemo da je e

cio.

Sema bodovanja:

e Zaklju¢ak b? = ac: 8 bodova

Ukoliko ucenik nije izveo ovaj zakljuéak, 3 od ovih 8 bodova se dodjeljuje za
racionalisanje nazivnika datog razlomka, a 2 boda za uvodenje cijelih brojeva p, q za koje

3+b . . . N
av3+ =2 pri tome, ti bodovi nisu aditivni.
bvV3+c q

vrijedi

e Relacijaa? +b%+c?2=(a+b+c)?—2(ab+ bc+ ca): 4boda

e Uvrstavanje ac = b? u posljednju relaciju: 5 bodova

e Privodenje dokaza kraju: 3 boda



Zadatak 4.

Rjesenje:

Odrediti najveci prirodan broj n takav da je moguce u svako polje ploce dimenzije 4 X n
(4 reda in kolona) upisati po jedan prirodan broj tako da su brojevi u svakom redu po
parovima razliciti i da je zbir brojeva u svakoj koloni jednak 20.

Oznacimo sa S ukupni zbir brojeva upisanih u polja ploce. S jedne strane, posto je zbir
brojeva u svakoj koloni jednak 20, vrijedi S = 20n. S druge strane, kako su brojevi u
svakom redu po parovima razliciti, zbir brojeva u svakom redu je najmanji kada su u tom

redu upisani brojevi 1, 2, ..., n. Taj minimalni zbir brojeva u jednom redu iznosi 1 + 2 +
b =MD n(n+1) _

. Kako ploca ima 4 reda, zakljuCujemo da je S > 4 - — = 2n(n + 1).
Sadaimamo 20n = S = 2n(n + 1), odakle nakon dijeljenja sa 2n dobijamon < 9.
PokaZimo sada da se vrijednost n = 9 moze dostidi, tj. da u plo¢u dimenzije 4 X 9 mogu
biti upisani prirodni brojevi tako da uslovi zadatka budu zadovoljeni:

O |k |©O |-

2
8
2
8

N W NN W

4
6
4
6

[S2 T N2 I 02 B 1)
w N W
= |Oo |k |

6 8
4 2
6 8
4 2

Sema bodovanja:

e Posmatranje vrijednosti S (ukupnog zbira brojeva u ploci): 4 boda

o Zaklju¢ak S = 20n: 3 boda

n(n+1)

e Zakljucak da je minimalni zbir brojeva u jednom redu — 4 boda

e Zakljuéak S = 2n(n + 1): 1 bod

o Zakljuéakn < 9:3 boda

e Konstrukcijazan = 9:5 bodova



Zadatak 5.

Rjesenje:

Dat je Cetverougao ABCD u kojem vrijedi ZDAB = 60°, LABC = 90°i £BCD = 120°.
Tacka S je presjek dijagonala AC i BD, i vrijedi2-BS = DS = 2. Tacke P i Q su redom
sredine dijagonala AC i BD.

a) Dokazati da je prava PC simetrala ugla £QPB.

b) lzracunati povrsinu ¢etverougla ABCD.

Imamo 2CDA = 360° — 2DAB — £ABC — £BCD =90° . Iz £ABC = £CDA = 90°
zakljuéujemo da je cetverougao ABCD tetivan i da je AC precnik njegove opisane
kruznice. Oznacimo tu kruznicu sa k. Tacka P je sredina precnika AC kruZnice k, pa je to

centar ove kruznice. Kako je Q sredina tetive BC kruZnice k, prava PQ je simetrala te
tetive, pa je PQ L BD. Takoder, vrijedi BQ = DQ = % = BS;SD = ; Dalje, iz odnosa

centralnog i periferijskog ugla imamo £BPD = 2 - £BAD = 120°, a vrijedi i PB = PD,

pa dobijamo 2PBD = £PDB = =2 —=""2 = 30°. Sada zaklju¢ujemo da trougao ABQP
ima unutrasnje uglove 30°,60°i90°, odakle slijedi PQ = BQ ? = % . g = g iBP =

2-PQ = V3. Kako jeSQ =BQ —BS = g —-1= %, to iz Pitagorine teoreme na APQS

2 2
dobijamo PS = \/PQ? + SQ? = /(?) + (%) = 1. Dakle, u ovom pravouglom trouglu

hipotenuza PS je dva puta duZa od katete SQ, pa su njegovi uglovi 2ZQPS = 30°i
£PSQ = 60°. Sada je £QPS = 30° = L%, pa je PC simetrala ugla £QPB, c¢ime je
dokazan dio pod a).

Primijetimo da je £SPB vanjski za jednakokraki trougao APAB, pa je £PAB = £PBA =
A% = 15°, Sto dalje daje zDAC = 2DAB — £PAB = 45°. Dakle, trougao ADAC je
jendakokraki pravougli. To znaci da je DP njegova visina na hipotenuzu. Prethodno smo
dobili PB=+3, pa je PD=+3 i AC=PA+PC=2V3 . Sada imamo

AC-DP_\/§-2\/§_3

P =
AACD 2 2
Neka je T podnoZje normale iz B na pravu AC. Vrijedi DP L AC i BT L AC, $to implicira
DP || BT, pa iz Talesove teoreme imamo _EB_ 1. Dakle, BT = iDP = \/_g' Sada je
DP DS 2 2 2

V3
BT-AC — "2V3 3

v 3 9
Konacno, PABCD = PAABC + PAACD =3 +5 = 5

Sema bodovanja:

e Zakljucak da je ABCD tetivan Cetverougao i da je P centar njegove opisane kruznice: 2 boda
e Zakljuéak PQ L BD: 2 boda
e Zakljuéak £PBQ = £PDQ = 30°: 2 boda

e lzracunavanje duZina duZi PB i PQ: 4 boda

e Zakljuéak QPS = £SPB = 30°: 2 boda

e Zakljucak da je ADAC jednakokraki pravougli trougao i da mu je DP visina: 2 boda

e Izracunavanje duZine visine iz B na pravu AC: 4 boda

e Izracunavanje povrsine Cetverougla ABCD: 2 boda






Kantonalno takmicenje iz matematike ucenika srednjih skola Kantona Sarajevo
15. 3. 2023.

ZADACI S RJESENJIMA | SEMOM BODOVANJA

Il razred
Zadatak 1. Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c takve da je c = (a + bi)® — 107i, pri ¢emu je i
imaginarna jedinica.
Rjesenje. Stepenujudi izraz (a + bi)? i sabirajuci, dobivamo

¢ = (a+ bi)3 —107i = (a® — 3ab?) + (3a?b — b3 — 107)i. (*)

Zbog c € N, treba biti 3a?b — b3 — 107 = 0, tj. 3a®b — b3 = 107, odnosno b(3a? —
b?) = 107.

S obzirom da je 107 prost broj, jedan od faktora u izrazu b(3a? — b?) jednak je
1, a drugi 107 (ne mogu biti negativni, jer je b > 0, pa mora vrijediti i 3a? — b? > 0).

1) Akoje b = 1i3a? — b? = 107, dobivamo a = 6 i c = 198. Dakle,
(a,b,c) = (6,1,198).
2) Akoje b = 107 i 3a? — b? = 1, dobivamo da a nije prirodan broj.
Dakle, jedino rjesenje je (a, b, ¢) = (6,1,198).
Shema bodovanja.

e Dobivanje jednakosti (*): 6 bodova

e Postavljanje uvjeta 3a?bh — b3 — 107 = 0: 3 boda

e Zaklju¢ak da je, jedan od faktora u izrazu b(3a? — b?) jednak je 1, a drugi 107:
2 boda

e Rjesavanje prvog slucaja i dobivanje rje$enja: (a, b,c) = (6,1,198): 5 bodova

e Rjesavanje drugog slucaja i pokazivanje da nema drugih rjeSenja: 4 boda



Zadatak 2.

Rjesenje.

Emil je na tabli napisao brojeve 1, 2, ..., 2023. Nora je uzela n razlicitih bojica i njima
obojila sve te brojeve. Nakon $to je Nora zavrsila sa bojanjem, Emil je primijetio da su za
svaki par (a, b) brojeva takav da je a < b i a|b, brojevi a i b obojeni razli¢itim bojama.
Odrediti najmanju vrijednost broja n za koju je ovakva situacija moguda.

Primijetimo prvo da svaki od brojeva 1 = 29,21, ..., 210 = 1024 mora biti obojen
razli¢itim bojama. Dakle, n = 11. PokaZimo da je dovoljno tih 11 boja.

Posmatrajmo sljedece bojanje: broj 1 obojimo bojom 1, brojeve 2,3 obojimo bojom 2,
brojeve 4,5,6,7 obojimo bojom 3, i tako dalje. Opéenito, brojeve izmedu 2¥=1j 2k — 1
(ukljuéujudi i njih) obojimo bojom kzasve 1 < k < 11, stim da za k = 11 bojanje
vréimo samo do 2023 < 211 = 2048.

Nekasuaib, a < b, dva broja iste boje. Vidimo da za takve parove (a, b) vrijedi Z <2,

tj. ne mozZe vrijediti a|b. Dakle, ako vrijedi a|b onda su a i b obojeni razli¢itim bojama.
Prema tome, bojanje se mozZe izvrsiti sa 11 razlicitih bojica.

Shema bodovanja.

e Dokazdajen = 11:9bodova
e Navodenje (bez dokaza) ispravnog bojanjazan = 11: 6 bodova
e Dokazivanje da je bojanje zan = 11 ispravno: 5 boda



Zadatak 3.

Rjesenje.

Pozitivni realni brojevi a, b, c zadovoljavaju
a® b® + 2b3c3 +¢c® 2a3b3 + 2a3¢3

+ + =a’+b3+c3
2b3 + 2¢3 2a3 a3+ b3 +¢3

Koji od brojeva a? i b? + c? je vedi?

Dokazat ¢éemo da je a? < b? + ¢2. Uvedimo smjenuu = a® iv = b3 + ¢3. Tada se izraz

iz zadatka svodi na:

u? v? 2w

+—+
2v 2u u+v

=u-+v.

Nakon mnoZenja obe strane sa 2uv(u + v) # 0 i faktorisanja, dati izraz svodi se na:
u—-v)w®-v3=0.

Dakle imamo da je u = v iliu® = v3, $to se opet svodi na u = v. Odnosno imamo da je

a® =b3+c3. Sadajea’? <b’+c? e ad<ab?+ac’ b3+ <ab?+ac® e

b%2(b —a) + c?(c — a) < 0, §to vrijedi, jerjea > bia > c (slijediiza® = b3 + ¢3 >

max(b3,c3), tj. a > max(b, ¢)).

Shema bodovanja.

e Uvodenje smjeneu = a3 iv = b3 + ¢3 iizraavanje izraza iz zadatka preko u i
v: 5 bodova

e Faktorizacija izraza na (u — v)(u® — v3) = 0: 5 bodova

o Zaklju¢ak u = v: 1 bod

e ZavrSetak dokaza: 9 bodova



Zadatak 4.

Rjesenje .

Neka je tacka I centar upisane kruZznice trougla ABC. Prava CI sijeCe opisanu kruznicu
trougla ABC po drugi put u tacki L, pri ¢emu vrijedi CI = 2 - IL. Tacke P i Q su date na
stranici AB tako da vrijedi £ZAIP = 2£BIQ = 90°. Dokazati da je AB = 2 - PQ.

Neka upisana kruznica trougla ABC dodiruje AB u D. Kako je ID visina pravouglog
2 —a)(s—b)(s—
trougla API, to je AD - DP = [D? = 2 = £ = 520)=h)(s79)

> .Kako je AD =s —a,toje
S
(s=b)(s—c)
S

c(s—c)

DP = Da

(s=a)(s=c)
s

.Analogno je DQ = , pa sabiranjem dobijamo PQ =

bismo dokazali da je PQ = g, dovoljno je dokazati s = 2(s — ¢), tj. s = 2c.
S druge strane, kako je LAIL = £ACI + £CAI = £LAB + £BAI = 2LAl,toje LA = LI.

Iz uslova zadatka je CI = 2LA. Neka je F tacka dodira upisane kruznice trougla ABC sa
AC, a S sredina stranice AB. Tada je ZIFC = 90° = £LSA (jer je L sredina luka AB) i
2ICF = £ACL = £BCL = £BAL = £LAS, pa su trouglovi IFC i LAS sli¢ni, odakle je
CF = 2AS,tj. s — c = c,o0dnosno s = 2c, $to je i trebalo dokazati.

Shema bodovanja za rjeSenje |.

e dobijanje jednakosti AD - DP = ID?: 3 boda

e dobijanje jednakosti DP = (S_b)sﬁ: 4 boda

e dokaz da je dovoljno dokazati s = 2c (ili ekvivalentno a + b = 3c¢): 3 boda

e dokaz da vrijedi s = 2c (ili ekvivalentnoa + b = 3c): 10 bodova (ovaj dio se
moze uraditi na dosta nacina, na primjer uocavanjem sli¢nosti trouglova ALC i
BCT, gdje je T presjek CI sa AB, te se s obzirom na CL = 3AL dobija se BC =
3BT, a BT se moze izraziti preko stranica trougla na osnovu teoreme o simetrali
ugla, iz ¢ega se dobija potrebna jednakost)



Rjesenje Il.

Shema bodovanja za rjesenje Il.

Neka je ] centar pripisane kruznice trougla ABC naspram vrha C. Kako je Al unutrasnja,
a AJ vanjska simetrala ugla kod vrha A, one su okomite, pa je £IA] = 90°. Kako je

LAIL = £ACI + £CAI = £LAB + £BAI = ¢«LAl, to je LA = LI, pa L mora biti centar
opisane kruZnice pravouglog trougla AJI, odakle je LI = L]. Sada iz uslova zadatka slijedi
CI = I]. Kako je prava PI okomita na Al, to je ona paralelna sa AJ, pa je to ustvari
srednja linija trougla CA]J, Sto znaci da polovi AC. Ako sa N oznacimo sredinu duzi AC,
primijetimo da je trougao APN jednakokraki (Al je i simetrala ugla i visina), pa vrijedi
AN = AP. Analogno je BQ = BM, gdje je M sredina stranice BC. Medutim, kako vrijedi

PQ = AP+ BQ — AB = % + BZ—C — AB, da bismo dokazali PQ = A7B, dovoljno je
dokazati da vrijedi AC + BC = 3AB,
ti.b+a = 3c.

S druge strane, ako sa F oznacimo
tacku u kojoj upisana kruznica dodiruje
AC, a sa E tacku u kojoj pripisana
kruznica dodiruje AC, tada je
ocigledno F sredina duzi CE (IF je
srednja linija trougla CEJ). Dakle,

CE = 2 - CF.Medutim, poznato je da
vrijedi (i lako se dokazuje) CF = s — ¢
i CE = s, odakle dobijamo s = 2(s — ¢)
Stosesvodinab +a = 3c,Stojei
trebalo dokazati.

e uvodenje tacke J i zakljucak
Cl =1]:4 boda

e zakljuéak da PI polovi AC: 3
boda

e zaklju¢ak AN = AP:3 boda

e zakljuéak da je dovoljno
dokazati b + a = 3c: 3 boda

e zavrSetak dokaza: 7 bodova




Zadatak 5. Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 za koje postoji prirodan broj a > 2 takav da a® +
24 dijeli a™ — 2™ za svaki pravi djelioc d od n.

Napomena: Pravi djelioci prirodnog broja n su svi njegovi pozitivni djelioci osim n.

Rjesenje. Neka je n prost broj. Tada je jedini pravi djelilac broja n jednak 1, pa se uslov zadatka
svodi na a + 2|a™ — 2™. DokaZimo da a = 6 zadovoljava uslove zadatka (moZemo uzeti
a = 2% — 2 za bilo koje k,3 < k < n + 1). Treba dokazati da 8|6 — 2" = 2"(3" — 1).
Kako je broj 3™ — 1 paran, to 2"*1|2"*(3" — 1), pai 8 = 23|2"(3" — 1) (jerjen = 2).

Neka je sada n stepen broja 2, tj. n = 2¥. Sada su svi pravi djelioci od n oblika 2¢, gdje je
0 <t < k. Kako je broj

a — 21 = azk _ 22k _ (azk—l _ 22k—1) (azk—1 i 22k—1)
— (azk—z _ 22k—2) (azk—z n 22k—2) (azk_l + 22k—1) _

= (a—2)(a+2)(@?+2¥)(a*+2%) .. (@ + 22
djeljiv sa svim brojevima oblika a? + 22t, 0 <t < k, to tvrdnja vrijedi za svako a > 2.

Neka sada n nije ni prost ni stepen dvice. Ako je e neparan prost djelioc od n, tada je
n = de, gdje je d > 1 pravi djelioc od n. Sada je a™ — 2" = g™ + 2" — 2"l = (ad)e +
(Zd)e — 2™*1 pa kako je (ad)e + (Zd)e djeljivo sa a + 24, to a® + 2¢|2™*1, pa je
a® + 2% = 2k gdje jed < k < n + 1. Otigledno je broj a paran, pa dijeljenjem sa 2¢
d
imamo (%) +1 = 2% jasno je da je broj%neparan. Ako je d paran broj, onda je
a d a d

(E) + 1 = 2(mod 4), pa je k — d = 2. Medutim, onda je (E) = 1, Sto je nemoguce
zbog a > 2. Ako je d neparan broj, onda imamo

d d-1 d-2

= @) 1= Ge(Q) -6 ) -5

U drugoj zagradi imamo neparan broj neparnih sabiraka (ukupno d), pa je ona neparna.

2
Medutim, to je o¢igledna kontradikcija, jer broj 2~ nema neparan djelioc veéi od 1.

k k-1
S druge strane, kako jeg > 1,toje (g) > (3) ,pajezad > 1itazagradavedaod 1.

Dakle, rjeSenja su svi prosti brojevi i svi stepeni broja dva.
Shema bodovanja.

e dokaz da prosti brojevi zadovoljavaju uslove zadatka: 3 boda

e dokaz da stepeni broja dva zadovoljavaju uslove zadatka: 3 boda

e dokaz da ako n nije stepen dvice i ako je d djelilac takav da je g neparan, tada je
a® + 2% = 2k gdjejed < k <n + 1: 6 bodova (4 boda ako se samo zakljuéi da
ad + 2d|2n+1)

e zavrSetak dokaza: 8 bodova (3 boda za parnod i 5 bodova za neparno d, pri
¢emu ucenik gubi 2 boda ukoliko nije objasnio zasto moZe odabrati d > 1)



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
15. marta/oZujka 2023.

Rjesenja zadataka i Sema bodovanja za Il razred

Zadatak 1. Pokazati da za sve realne brojeve x, y, z i w vrijede identiteti:

a) x—-w)-2D+@-wiz-)+Z-w)x-y)=0;
b) sin(x — w)sin(y — z) + sin(y — w) sin(z — x) + sin(z — w) sin(x — y) = 0.

Rjesenje. a) Nakon mnoZenja zagrada dobijamo

=W -2+@G-wiz-0)+Z-w)k-y)=
=xy—xz—wy+wz)+ (yz—yx —wz+wx) + (zx —zy —wx + wy) =
=xy+wz+yz+wx+zx+wy)— (xz+wy+yx+wz+zy+wx)=0.

b) Za sve realne brojeve A i B vrijedi formula
2 sinAsin B = cos(A — B) — cos(4 + B).
Koristeéi navedenu formulu dobijamo

2sin(x —w)sin(y —z) = cos((x -—w)—(y— Z)) — cos((x -—w)+ (y— z))
=cos(x—y+z—w)—cos(x+y—z—w),

te sliéno
2sin(y —w)sin(z—x)=cos(x+y—z—w)—cos(x—y—z+w)i
2sin(z—w)sin(x —y)=cos(x —y—z+w) —cos(x —y+z—w).

Sabiranjem posljednje tri jednakosti i poniStavanjem istih ¢lanova dobija se 0, sto je i
trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

Dio pod a) nosi 4 boda (moguce je dobiti samo 0 ili 4 boda na ovom dijelu).

Dio pod b) nosi 16 bodova:

e navodenje formule 2 sinAsin B = cos(A — B) — cos(A + B): 1 bod

e primjena formule na sin(x — w)sin(y — z), sin(y —w)sin(z — x), sin(z —
w) sin(x — y): 3 X 3 = 9 bodova

e zakljucak da ¢e se sabiranjem pokratiti clanovi: 6 bodova



Zadatak 2.

Rjesenje.

Neka je ABCD cetverougao kod kojeg su wuglovi kod tjemena B i D
pravi. Ozna¢imo saa = |BC|, b = |CD|,c = |DA|id = |AB|.

a) Pokazati da vrijedi nejednakost bc + ad < ab + cd, pri cemu jednakost vrijedi ako i
samo ako je ABCD pravougaonik.

b) Pokazati da vrijedi nejednakost |[AC| = |BD|, pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo
ako je ABCD pravougaonik.

a) Dio pod a) éemo dokazati na dva nacina:
I nacin:

Oznac¢imo sa a ugao kod tjemena A. Ugao kod tjemena C je tada jednak 180° — «.
Povrsina Cetverougla ABCD se moze izra¢unati na dva nacina:

1
Papcp = Papc + Papc = E(bc + da),

1 1 1
Pigcp = Pgap + Pecp = ch ‘sina + Eab +sin(180° — a) = > (cd + ab) sin a.

Izjedna¢avanjem ovih formula dobijamo

Kako je sinus bilo kojeg ugla maniji ili jednak 1, vrijedi
bc + da < cd + ab,

Sto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi kada je sina = 1, tj. kada je @ = 90°, odakle
slijedi da je ¢etverougao ABCD pravougaonik.

Il nacin:
Iz Pitagorine teoreme imamo d? + a? = |AC|? = b? + c?, pa je

a2 _ C2 — b2 _ d2
odnosno
(a=c)a+c)=(MB-d)(b+ad).

Kakosua+c>0ib+d>0,toa—cib—dimaju isti predznak (ili su oba nula).
Odavde direktno slijedi (b — d)(c —a) < 0, sto nakon mnoZenja postaje bc + da <
cd + ab, sto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi kada jea=cib =d. Tada su
trouglovi ABC i ADC podudarni (|[AB| = |CD|,|BC| = |AD| i 4ABC = 4ADC = 90°), pa
je 4ACD = 4CAB. Kako je 4DAC = 90° — 4ACD, slijedi da je ADAB = 90°, odnosno da
je Cetverougao ABCD pravougaonik.



b) Cetverougao ABCD je tetivni &etverougao (4ABC + 4ADC = 180°) sa centrom
opisane kruznice na sredini hipotenuze AC pravouglih trouglova ABC i ADC. Ocigledno je
AC precnik te kruznice, a BD je njena tetiva, pa mora vrijediti |[AC| = |BD|. Jednakost
vrijedi kada je i BD precnik opisane kruznice, odnosno kada su uglovi ABAD i 4BCD kao
uglovi nad pre¢nikom jednaki 90°, tj. kada je ¢etverougao ABCD pravougaonik.

Sema bodovanja:

Dio pod a), Rjesenje I:

. vy 1
izraz za povrsinu Cetverougla Pygcp = 5 (bc + da) : 2 boda

, vy 1 .
izraz za povrsinu Cetverougla Pypcp = 3 (cd + ab) sina: 3 boda
bc+da

izrazsina = :3 boda

cd+ab
tvrdnja da je sinus manijiili jednak od 1 i nejednakost bc + da < cd + ab: 4 boda
dokaz da jednakost vrijedi ako i samo ako je ABCD pravougaonik:
2 boda

Dio pod a), Rjesenje Il

dokaz da je nejednakosti ekvivalentnasa (b — d)(c — a) < 0: 2 boda

jednakost d? + a? = |AC|?> = b? + ¢?> dobijena iz Pitagorine teoreme:
1 bod

zapis prethodne jednakosti u obliku (a—c)(a+c)= (b —-d)(b+ d):
3 boda

zaklju¢ak da a — c i b — d imaju isti predznak (ili su oba nula): 4 boda

dokaz da (b — d)(c — a) < 0 iz prethodnog zakljucka: 2 boda

dokaz da jednakost vrijedi ako i samo ako je ABCD pravougaonik:
2 boda

Dio pod b):

zaklju€ak da je AC precnik kruznice opisane oko Cetverougla ABCD: 2 boda
zaklju¢ak da je duZina preénika AC veca ili jednaka od duZine
tetive BD: 2 boda

dokaz da jednakost vrijedi ako i samo ako je ABCD pravougaonik:
2 boda



Zadatak 3.

Rjesenje.

Skakavac se nalazi u centru koordinatnog sistema (u tacki (0,0)). U prvom koraku,
skakavac napravi horizontalni skok duzine 1, nakon toga u drugom koraku vertikalni skok
duZine 2, u tre¢em koraku horizontalni skok duZine 3, u ¢etvrtom koraku vertikalni skok
duzine 4, i tako dalje. Na primjer, prvih pet koraka moze biti (0,0) -» (—1,0) - (-1,2) -
(—4,2) - (—4,—2) - (1, —2). Odrediti sve prirodne brojeve n za koje se skakavac moze
vratiti u koordinatni pocetak nakon ta¢no n koraka.

Primijetimo najprije da su vertikalni skokovi parne duzine, pa je mogucnost vracanja na
x- osu ekvivalentna sa mogucnoséu izbora znakova " + " i" — " tako da vrijedi +2 + 4 +
-+ 2k = 0, gdje je 2k najveli paran broj maniji ili jednak n, a to je ekvivalentno sa
moguénoscu izbora znakova " + "i" — " takodavrijedi+t1+ 2+ .-+ k =0, gdjeje k =

[g] Kako je parnost razlike ista kao parnost zbira, da bi ovo bilo moguée neophodno je da

broj1+2+-+k= @ bude paran, tj. da 4|k(k + 1), $to je zadovoljeno za k =
0(mod 4) i k = —1(mod 4). S druge strane, kakoje1 —2—-34+4=0i14+2-3 =0,
to za k = 3 i k = 4 tvrdnja vrijedi. Pored toga, kako za 4 uzastopna broja uvijek mozemo
dobiti nulu kaot — (t + 1) — (t + 2) + (t + 3), to mozemo odabrati znakove tako da
vrijedi £1+2+ -+ k=0 za sve k =0(mod 4) i k = —1(mod 4). Dakle, najvedi
paran broj manji ili jednak od n je kongruentan 0 ili —2 po modulu 8. To znaci da je
najveci neparan broj manijiili jednak n kongruentan —3, —1 ili 1 po modulu 8.

Kako su svi horizontalni skokovi neparne duZine, da bismo se vratili na y-osu moramo
napraviti paran broj horizontalnih skokova (jer je zbir neparnog broja neparnih brojeva
neparan, a zbir parnog broja neparnih brojeva paran). To znac¢i da medu brojevima
1,2, ..., n mora biti paran broj neparnih brojeva, sto nije slu¢aj ako je najveci neparan broj
maniji ili jednak n kongruentan —3 ili 1 po modulu 8. Dakle, najveci neparan broj maniji ili
jednak n je kongruentan —1 po modulu 8, pa je n = 0(mod 8) ili n = —1(mod 8).
Dokazimo da ovakvi n zadovoljavaju uslove zadatka. Primijetimo da je dovoljno dokazati
da moZemo odabrati znakove "+ "i" —" tako da vrijedi +1+34+ .-+ (8t—1)=0
(jer za vertikalne skokove smo ve¢ vidjeli da se u ovim sluc¢ajevima moguce vratiti na x-
osu, a vertikalni i horizontalni skokovi su nezavisni). Medutim, broj neparnih brojeva nam
je djeljiv sa 4, a u svakoj cetvorki moZzemo odabrati znakove " + " i " — " tako da dobijemo
nulu, i to na sljedeci nacin: (8i+1) —(8i+3)—(8i+5)+ (8i+7)=0. Ako ovo
uradimo za svaku cetvorku, jasno je da éemo dobiti nulu.

Dakle, rjesenje su svi brojevi n koji su kongruenti —1 ili 0 po modulu 8.

Sema bodovanja:

e dokaz daje vradanje na x —osu moguce ako i samo ako je najveci parni broj manji
ili jednak n kongruentan 0 ili —2 po modulu 8: 8 bodova

e konstatacija da medu brojevima 1,2,...,n mora biti neparan broj neparnih
brojeva: 3 boda

e zakljucak da brojevi koji nisu kongruentni —1 ili 0 po modulu 8 ne zadovoljavaju
uslove zadatka: 4 boda

e dokazdatvrnjda vrijedi ako je broj n kongruentan —1 ili 0 po modulu 8: 5 bodova



Zadatak 4.

Rjesenje.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 za koje postoji prirodan broj a > 2 takav da a® + 2¢
dijeli a™ — 2™ za svaki pravi djelioc d od n.

Napomena: Pravi djelioci prirodnog broja n su svi njegovi pozitivni djelioci osim n.

Neka je n prost broj. Tada je jedini pravi djelilac broja n jednak 1, pa se uslov zadatka
svodi na a + 2]a™ — 2™. Dokazimo da a = 6 zadovoljava uslove zadatka (moZemo uzeti
a = 2% — 2 za bilo koje k,3 < k <n + 1). Treba dokazati da 8|6™ — 2" = 2*(3" — 1).
Kako je broj 3™ — 1 paran, to 2"*1|2"(3" — 1), pai 8 = 23|2"(3" — 1) (jerjen > 2).

Neka je sada n stepen broja 2, tj. n = 2. Sada su svi pravi djelioci od n oblika 2¢, gdje je
0 <t < k.Kako je broj

am — 2" = azk _ sz _ (azk—1 _ 22k—1) (azk-1 n 22k_1)
= (azk_2 — 22k_2) (azk‘z + sz—z) (azk—l + 22k—1) _

= (a—2)(a+2)(@%+2%)(a*+2%)..(a 27

2 3 2

djeljiv sa svim brojevima oblika a? + 22t, 0 <t < k, to tvrdnja vrijedi za svako a > 2.

Neka sada n nije ni prost ni stepen dvice. Ako je e neparan prost djelioc od n, tada je n =

de, gdje je d > 1 pravi djelioc od n. Sada je a® — 2" = q™ + 2" — 2"t = (ad)e +

(Zd)e — 21 pa kako je (ad)e + (Zd)e djeljivo sa a? + 2%, to a® + 24|2™*1, pa je

a® + 2% = 2% gdje je d < k <n + 1. Ocigledno je broj a paran, pa dijeljenjem sa 2¢
d

imamo (%) + 1 = 2%2 jasno je da je broj % neparan. Ako je d paran broj, onda je

a

d d
(E) + 1 = 2(mod 4), pa je k —d = 2. Medutim, onda je (%) =1, Sto je nemogude

zbog a > 2. Ako je d neparan broj, onda imamo

da a-1 a-2

= @ =G (@G G 5

U drugoj zagradi imamo neparan broj neparnih sabiraka (ukupno d), pa je ona neparna. S

k k-1
druge strane, kako je% > 1,to je (g) > (%) ,paje zad > 1ita zagrada veda od 1.

Medutim, to je o¢igledna kontradikcija, jer broj 2¥~¢ nema neparan djelioc veéi od 1.
Dakle, rjeSenja su svi prosti brojevi i svi stepeni broja dva.

Sema bodovanja:

e dokaz da prosti brojevi zadovoljavaju uslove zadatka: 3 boda

e dokaz da stepeni broja dva zadovoljavaju uslove zadatka: 3 boda

e dokaz da ako n nije stepen dvice i ako je d djelilac takav da je % neparan, tada je
a® + 29 = 2 gdjejed < k < n + 1: 6 bodova (4 boda ako se samo zaklju¢i da
a® + 2d|2n+1)

e zavrSetak dokaza: 8 bodova (3 boda za parno d i 5 bodova za neparno d, pri ¢emu
ucenik gubi 2 boda ukoliko nije objasnio zasto moZe odabrati d > 1)



Zadatak 5.

Rjesenje.

Neka je n prirodan broj te neka su ag, a4, a,, ..., a, realni brojevi iz intervala (0, g) takvi
da vrijedi

tg(ao —%) +tg(a1 —%) + ~~+tg(an —%) =>n-—1.
Dokazati da je tg(ao) - tg(ay) - ...- tg(a,) = n"*1.
Neka je b; =tg (ai —%), zai€{0,1,..,n}. Kako a; € (0,%), to a; —% € (—%,%), pa
n) _ tg-te() _ tgla1

b; € (—1,1). Kako je b; =tg (ai -2 gl e(l) | 1+tEa)

dobijamo tg(a,) =

1+—Zf. Dakle, trebamo dokazati da ako b; € (—1,1) zasvei € {0,1, ..., n} i pritom vrijedi

b0+b1+"'+bn2n—1, (*)

1+b0 . 1+b1 . . . 1+bn Z nn+1.
1-by 1-by 1-by,

da tada vrijedi

Primijetimo da (*) moZemo napisati u obliku
1 + bl Z (1 - bo) + (1 - bl) + "'+ (1 - bi—l) + (1 - bi+1) + A (1 - bn).

Primjenom nejednakosti izmedu aritmetic¢ke i geometrijske sredine (brojevi 1 — b; su
pozitivni za sve i) dobijamo

1+b; =21 —by)+ (A —b)+ -+ 1 —bi_)+ A —bypy)+(1=by)=
>n-\(1=bg) (L =by) s (1 =bi_) (1 = bipq) " o.n (1= by).

MnoZenjem ovih nejednakostizai = 0,1,2, ..., n (smijemo mnoZiti jer su i brojevi
1 + b; pozitivni) dobijamo

(1+by)(A+by)..(1+by) =n""1-(1=by)(1—by)..(1=b,).

Dijeljenjem prethodne nejednakosti sa (1 — by)(1 — b;) ... (1 — b,,) > 0 dobijamo
trazenu nejednakost.

Sema bodovanja:

e uvodenje smjene te zapisivanje zadatka samo u funkciji od brojeva by, b4, ..., by,
(uz navodenje kojem intervalu pripadaju ovi brojevi): 4 boda

e zapisivanje uslova (*) u obliku
1+b;>2(1—-by)+-+A—-b;j_1)+ (1 —bjz1)+--(1—by,):3boda

e dobijanje nejednakosti (za bilo koje i)
1+b;=2n-Y(A—bg): ..t (1 =bi_1) - (1 = bjy1) - .- (1 — by): 6 bodova

e zavrSetak dokaza: 7 bodova

Napomena: Ako je ucenik zakljucio kojem intervalu pripadaju brojevi b;, ali nije naglasio
da su brojevi 1 — b; pozitivni prilikom koriStenja nejednakosti, gubi 1 bod. Isto vrijedi za
brojeve 1 + b; prilikom mnoZenja nejednakosti. Medutim, ako ucenik nije razmatrao
kojem intervalu pripadaju brojevi b;, umjesto jednog boda, gubi 3 boda (ukupno 6).



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
15. marta/oZujka 2023.

Rjesenja zadataka i Sema bodovanja za IV razred

Zadatak 1. Ako je f funkcijatakvadaje f(1) =2if(n+1) = Sf(;lﬁ za sve n € N, odrediti

vrijednost f(2023).

Rjesenje 1: Napisimo nekoliko prvih vrijednosti funkcije f. Imamo:

f=2=2 F@=L==0 @)= LT =2 pay = L2 =2

MoZemo pretpostaviti da je f(n) = TS zasven € N. DokaZ|mo ovu formulu
matemati¢kom indukcijom.

Zan=1ljef(1) = is = 2, $to je tacno.

Pretpostavimo da formula vrijedi za nekin € N, tj. da vrijedida je f(n) = TS za neki

prirodan broj n.
PokaZimo da formula vrijedi i zan + 1. Imamo

3f(n)+1 3'nT+5+1 n+6  (n+1)+5
fn+1)= 5 3 3
Na osnovu principa matematicke mdukcije vidimo da formula f(n) = nT+5 vrijedi za

svaki prirodan broj n.

Sada imamo

2023+5 2028
f(2023) = ———=——=676.

Sema bodovanja:

3f(D+1 _
3

3f(2)+1 8

e racunanje nekoliko prvih vrijednosti, npr. f(2) = =3

.:1bod
e pretpostavka daje f(n) = nT+5 zasven € N: 5 bodova

f(3)—

e prva dva ta¢no izvedena/postavljena koraka indukcije: 6 bodova (3+3 boda)
e ispravno proveden korak indukcije zan + 1: 6 bodova
e dobijanje broja 676: 2 boda

Rjesenje 2: Iz uslova koji je dat slijedi da za sve n € N vrijedi
3f(n+1)-3f(n) = 1.
Odavde vidimo da vrijedi
3f(2023) —3£(2022) =1,
3f(2022) —3f(2021) =1,
3f(2021) — 3£(2020) =1,

3F(3) - 3f(2) = 1,
3£(2) = 3f(1) = 1.



Zbrajanjem ovih 2022 jednakosti i poniStavanjem ¢lanova koji dolaze naizmjenicno sa
znakom —i +, dobijemo

3f(2023) —3f(1) = 2022.
Uvrstavanjem f (1) = 2 u posljednju jednakost lako dobijemo f(2023) = 676.

Sema bodovanja:

Zadatak 2.

Rjesenje 1:

e zapisivanje uslova u obliku 3f(n+ 1) —3f(n) = 1: 3 boda
e raspisivanje uslova za konkretne smislene vrijednosti od n: 5 bodova

e dobijanje jednakosti 3f(2023) — 3f(1) = 2022: 10 bodova
e dobijanje broja 676: 2 boda

Izraunati broj nacina na koje moZemo postaviti 153 topa (kule) na Sahovsku plocu
dimenzije 2023 X 2023 tako da se medusobno ne napadaju.

Napomena: Top (kula) u sahu ,,napada“ na ploci red i kolonu u kojoj se nalazi.

Kako topovi ne bi napadali jedni druge moraju koristiti 153 razli¢ita reda i 153 razliCite

2023) nadina i isto tako 153

153
2023 " . 2023 2
153) nacina. Dakle, imamo ( 153

da izaberemo 153 razli¢ita reda i 153 razli¢ite kolone. Zatim moramo svakom redu
dodijeliti odgovarajucu kolonu gdje ¢e se postaviti top. To moZzemo uciniti na 153!

kolone. 153 reda od 2023 redova moZzemo izabrati na(

kolone od 2023 kolone mozemo izabrati na ( nacina

nacina. Dakle, za postavljenje topova postoji ukupno (2105233) 2.153! nadina.

Sema bodovanja:

Rjesenje 2:

e zakljucak da za razmjestaj topova moramo koristiti 153 razlicita reda i 153 razlicite
kolone: 2 boda (po 1 bod za svaki zakljucak)

e zaklju¢ak da 153 reda od 2023 redova mozemo izabrati na (2023

e ) natina: 3 boda
2023
153

nacina da izaberemo 153 razlicita reda i 153 razlicite

e zakljucak da 153 kolone od 2023 kolone mozZemo izabrati na (

2023\ 2
153

) nacina: 3 boda

e zaklju¢ak da imamo (
kolone: 5 boda

e zaklju¢ak da svakom redu moramo dodijeliti odgovaraju¢u kolonu gdje ¢e se
postaviti top: 3 boda

e zakljucak da se prethodno moze uciniti na 153! nacina: 2 boda

e zaklju¢ak da imamo ukupno (2105233) 2.153! nacina: 2 boda

Primijetimo prvo da postoji 20232 polja (na¢ina) na koje moZemo postaviti prvog topa
na ploc¢u. Postavljanjem prvog topa, na 2 - 2023 — 1 polja na ploci (polja koja su u istom
redu ili koloni kao i prvi top) ne smijemo postaviti novog topa, tako da ostaje 20232 —
2+-2023 + 1 = 20222 polja (nacina) na koje mozemo postaviti drugog topa. Sada nam
ostaje 20222 —2:2022 + 1 = 20212 polja (natina) za postavljanje treceg topa.
Nastavljajuéi ovaj postupak, za 153. topa nam ostaje (2023 — 153 + 1) = 18712 polja
(nacina) na koja ga mozemo postaviti. Ukupan broj ovakvih rasporeda je

20232-20222% .-+ (2023 — 153 + 1)%.



Primijetimo da bi nam ovo bio broj nacina u slucaju da nam je bitan poredak, ili, Sto je
ekvivalentno, da se topovi medusobno razlikuju. PoSto se topovi medusobno ne
razlikuju, tj. nije nam bitan poredak kojim ih postavljamo na plo¢u ve¢ samo njihova
konfiguracija (raspored) na ploci, posljednji broj trebamo podijeliti sa 153!. Dakle,
ukupan broj nacina na koji mozemo postaviti 153 topa na plo¢u 2023 X 2023 tako da
se medusobno ne napadaju dat je sa

)2-153L

20232:20222--+(2023-153+1)3 2023-2022+-+(2023—-153+1)\ 2 2023
= -153! = (
153! 153! 153

Sema bodovanja:

Zadatak 3.

Rjesenje 1:

e zaklju¢ak da ima 20232 mogucénosti za rasporedivanje prvog topa: 2 boda

e zakljucak koliko ostaje polja za rasporedivanje drugog topa i generalizacija na slucaj
za n-tog topa: 6 bodova

e dolazak do broja 20232 - 20222 - ---- (2023 — 153 + 1)?: 4 boda

e zakljuc¢ak da nam nije bitan poredak postavljanja topova, tj. da se topovi medusobno
ne razlikuju: 4 boda

o zaklju¢ak da se prethodno moze uciniti na 153! nacina ako se topovi razlikuju: 2

boda
- . 20232:20222--+(2023-153+1)2
e zakljuc¢ak da imamo ukupno

nacina: 2 boda
153!

Odrediti vrijednost broja n € N za koji vrijedi
i+ 202+ 33 + - +ni™ = 2022 + 2023,
gdje je i imaginarna jedinica.
Stepeni imaginarne jedinice iznose
it=git=-1i3=-ji*=1
Vrijedi da je
[4+l =il zasvek,l €N.

Dakle, parni stepeni od i su realni, a neparni su Cisto imaginarni. Dakle, realni dio
trazene sume dat je sa 2i? + 4i* + 6i® + ---, a ¢isto imaginarni dio trazene sume sa i! +
303 + 55 + .

Vidimo da je realni dio jednak —2 + 4 — 6 + 10 — --- . Ako imamo neparan broj ¢lanova
u posljednjem brojevnom izrazu, onda ovaj izraz ima negativan znak jer je
—2+4-6+8—-10+=-2+(4-6)+(8—-10)+--<0.

Posto nam realni dio mora biti jednak 2022, to u izrazu moramo imati paran broj
¢lanova, tako da ih moZemo zdruZiti na sljededi nacin:
(—24+4)+(—6+8)+ -

Posto je zbir u svakoj zagradi jednak 2, to nam ih treba 1011 i posljednji broj koji
koristimo je 4044. Dakle, n = 4044 ilin = 4045 (zan = 4046, imali bismo da je realni
dio negativan, a zan = 4047 realni dio bi bio za 2 veci od 2022). Kako je za n = 4044
imaginarni dio jednak

1—3+4+5—-—4043=(1—=3)+ (5—7) + - + (4041 — 4043) = —2022,



a zan = 4045 imaginarni dio jednak
1—-34+5—--—4043 + 4045 = —-2022 + 4045 = 2023,

to je trazeno rjesenje n = 4045.

Sema bodovanja:

Rjesenje 2:

e zakljucak daje i***! = i!, za sve k, | € N ili sli¢an zaklju¢ak o periodi¢nosti stepena

imaginarne jedinice: 2 boda
e razdvajanje sume na realni i imaginarni dio: 2 boda

e zaklju¢ak da realni dio mora imati paran broj ¢lanova u sumi ili ekvivalentna tvrdnja
za imaginarni dio: 7 bodova

e zakljuéak dajen = 4044 ilin = 4045: 4 boda
e razmatranje sluajan = 4044: 2 boda
e razmatranje slucajan = 4045 i ispravan zakljucak: 3 boda

i4k+1

Kako je i L

=1i‘ zasvek,l € N, vidimo da vrijedi
i+2i24+3i3+4i*=i—-2-3i+4=2-2i

(4k + )it + (4k + 2)i***2 4+ (4k + 3)i*+3 + (4k + 4)i**** =
= 4k(i+ 2+ 3+ i%) + i+ 202 +33+4i* =042 —2i=2—2i.

MoZemo zakljuciti da je zbir svake grupe od po 4 sabirka jednak 2 — 2i. Razlikujemo
slijededa Cetiri slucaja:

1) Akojen = 4k,ondaje
2022 +2023i =i + 2i% + 3i3 + -+ + 4ki** = k- (2 — 2i) = 2k — 2ki.

Izjiednacavanjem realnog i imaginarnog dijela nalazimo da ne postoji k takvo da
istovremeno vrijedi 2k = 2022 i —2k = 2023.

2) Akojen =4k + 1,ondaje

2022 +2023i = i + 2i% + 3i3 + - + 4ki** + (4k + 1)i**+1 =
= 2k — 2ki + (4k + 1)i = 2k + (2k + 1)i.

Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela dobijemo 2k = 2022 i 2k + 1 = 2023,
odakle je k = 1011. Dakle,n = 4-1011 4+ 1 = 4045 je rjeSenje.

3) Akojen =4k + 2,ondaje

2022 +2023i =i+ 2i% + 3i3 + -+ (4k + 1)i**t1 + (4k + 2)i***2 =
=2k + (2k + 1)i — (4k + 2) = (—2k — 2) + (2k + 1)i.

Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela nalazimo da ne postoji k takvo da
istovremeno vrijedi —2k — 2 = 2022i 2k + 1 = 2023.

4) Akojen =4k + 3,ondaje

2022 4+ 2023i = i + 2i% + 3i3 + - + (4k + 2)i***2 + (4k + 3)i**3 =
= (=2k —2) + 2k + 1)i — (4k + 3)i = (=2k — 2) + (—2k — 2)i.

Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela nalazimo da ne postoji k takvo da
istovremeno vrijedi —2k — 2 = 2022 i -2k — 2 = 2023.



Dakle, jedino rjesenje je n = 4045.

Sema bodovanja:

Zadatak 4.

RjeSenje:

e zakljucak daje i***! = i!, zasve k, I € N ili sli¢an zaklju¢ak o periodi¢nosti stepena

imaginarne jedinice: 2 boda
e zakljuéak daje (4k + 1)i***1 + (4k + 2)i***2 + (4k + 3)i***3 + (4k +
4)i**** = 2 — 2i: 5 bodova

l

(samo zaklju€ak da je i + 2i% + 3i3 + 4i* = 2 — 2i vrijedi 1 bod i nije aditivan sa
prethodnih 5 bodova)

e razmatranje slucajeva 1) -4): 12 bodova (4 puta po 3 boda)

e zakljucak da je jedino rjesenje n = 4045: 1 bod

Neka je k # 0 cijeli broj.
a) Dokazati da je broj uredenih parova (x, y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju uslov
= x% —xy + 2y?
xX+y
konacan. Oznadimo taj broj sa f (k).
b) Dokazati da je broj f (k) neparan ako i samo ako je broj k djeljiv sa 7.
MnozZenjem sa x + y dobijemo

x2 —xy +2y? =k(x+y).

2_xy+2

x+y
jednatine, ali jednacina x2 — xy + 2y? = k(x + y) moZe imati dodatnih rje$enja koja
zadovoljavajux +y =0, tj. y = —x.

2
Bilo koji uredeni par koji zadovoljava uslov k = X 4 je rjesenje posljednje

Par (x, —x) je rjedenje jednatine x? — xy + 2y2 = k(x + y) ako i samo ako je x% +

x% + 2x? = 0, tj. x = 0. Dakle, jednatina x? — xy + 2y? = k(x + y) ima taéno jedno

rjeSenje viSe od broja rjeSenja polazne jednacine, pa je dovoljno dokazati da jednacina

x2 — xy + 2y? = k(x + y) ima paran broj rjeenja ako i samo ako je broj k djeljivih

brojem 7.

Napisimo posljednju jednacinu kao kvadratnu jednacinu po x:
x2—(+k)x+2y>—ky=0.

Njena diskriminatna je data sa

D(y) = (y+k)?—4Q2y? —ky) = —7y? + 6ky+k?
2

= 7( 3k) +16k2— Ty —k +k

Vidimo da je za fiksno k diskriminanta ograni¢ena odozgo, pa je za proizvoljan cijeli broj
k diskriminanta D (y) nenegativna za kona¢no mnogo vrijednosti y, i jednacina ima
samo konacno mnogo cjelobrojnih rjesenja (x, y). Ovim je dokazan dio pod a).

Ako je D(y) > 0 za neki cijeli broj y, onda jednaéina x? — (y + k)x + 2y2 —ky = 0
ima tacno dva realna rjie$enja koja mogu biti cjelobrojna samo istovremeno jerje y + k



cijeli broj (prema Vieteovim pravilima je x; + x, = y + k, pa ako je jedno od rjesenja
cijeli broj, mora biti i drugo). Za bilo koji takav broj y dobijemo paran broj rjeSenja
jednatine x? — (y + k)x + 2y? — ky = 0.

1

Dalie, D(y) =0je zay =kiliy = —;k. U prvom sluaju jednagina se svodi na
2 o . . . . x2—xy+2y?

(x — k)* = 0 koja ima dvostruko rjedenje x = k i polazna jednac¢ina k = iy
ima samo jedno rjesenje (k, k) za koje je y = k. U drugom sluéaju y je cijeli broj ako i

samo ako je k djeljivo sa 7 i jednacina x? — (y + k)x + 2y? — ky = 0 ima dvostruko
sy 3 . (3 1 .. sy . v .
rieSenje x = ;k, pa je (; k, —;k) jedino rjeSenje polazne jednaline za koje jey =

— % k. Stavide, dva rjiesenja (k, k) i G k,— ; k) su razli¢ita za k # 0.

x2—xy+2y?
x+y
samo ako je broj k djeljivih brojem 7. Ovim je dokaz zavrsen.

Odavde vidimo da polazna jednacina k = ima neparan broj rjeSenja ako i

Sema bodovanja:

Zadatak 5.

Rjesenje 1:

e Razmatranje slucaja y = —x, te zaklju¢ak da postoji tacno jedno dodatno
rjeSenje nakon mnoZenja sa x + y: 3 boda

e Dokaz dijela pod a), koristeci diskriminantu ili na neki drugi nacin 5 bodova

e Dokazivanje da je broj riesenja svedene kvadratne jednacine paran za D(y) > 0:
5 bodova

e Dobivanje uredenih parova (k, k)i (; k, —%k) kao jedinih rjeSenja svedene
kvadratne jednacine za D(y) = 0: 4 boda (po 2 boda za svaki par).

e Dokazivanje da su navedena rjesenja razlicita za cjelobrojno k # 0i korektan
zapis zakljucka o rijeSenom zadatku: 3 boda.

Neka je ABCD tangentni Cetverougao i neka njegova upisana kruZnica k dodiruje
stranice BC i DA u tackama E i F, redom. Poznato je da se prave AB, FE i CD sijeku u
istoj tacki. KruZznice opisane oko trouglova AAED i ABFC sijeku kruznicu k po drugi put
u tatkama G i H, redom. Dokazati da je EF || GH.

Neka se prave AB, CD, EF sijeku u S, a prave AD i BC u R, te neka upisana kruZznica
Cetverougla ABCD dodiruje prave AB i CD u P i Q, redom. DokaZimo najprije dvije leme:

Lema 1: Prave AC, BD, PQ i EF se sijeku u jednoj tacki.

Dokaz Leme 1: Neka prava EF sijeCe AC u tacki J;. Tada iz sinusne teoreme na trougao

AJ; F vrijedi A = S%nLFhA, a iz sinusne teoreme na trougao ECJ; dobijamo £
AJq sin 2AF ], Clh
%. Kako je 2FJ,A = 2CJ,E, te LAF], = .RFE = £REF = 180° — 2CEF =
1
180°— £CEJ;, to je SneFjA _ smeChE pa je aF - j. 21 = 4F gli¢no, ako prava
sin £AF ], sin £CEJq A, Cj1 Cj1 CE

- - . AJ, _ AP . . . A]y Ay

PQ sijece AC u tacki J,, dobijamo —= = —. Kako je AF = AP i CE = CQ, to je — = —=,
CJ> cQ Clh CJ2



pa se tacke J; i J, poklapaju. Dakle, prave AC, PQ i EF se sijeku u jednoj tacki. Analogno
se dokazuje da se prave BD, PQ i EF sijeku u jednoj tacki, pa se sve Cetiri prave sijeku u
jednoj tacki, Sto je i trebalo dokazati. Ozna¢imo tu tacku sa J.

Lema 2: Neka je AP = AF = x,BP = BE =y,CE = CQ = z,DQ = DF = t. Tada vrijedi

1 1 1 1

x z y t
Dokaz Leme 2: Primjenjujuéi Menelajevu teoremu na trougao ABD ipravu F — ] — S (ili

primjenjujuéi sinusne teoreme na trouglove DFJ, BJS, ASF) imamo

AF D] BS _

FD JB AS

U dokazu leme 1 smo vidjeli da je f—é = JE/ Uz oznaku SP = SQ = u dobijamo

xt u—y
ty u+x
- . .1 1 2 .. 1 1 2 1 1
Dakle,uzu—ﬂ,pajeg—3=2,tJ.———=—.Ana|ognodobuamo———=—=———,
y X y X y X u z t u y X

odakle slijedi trazena jednakost.




Ako je x = t, onda iz leme 2 slijedi y = z. Medutim, u ovom slucaju se lako dobija da su
trouglovi SBC i SAD jednakokraki, te kako su E i F sredine AD i BC, to se zbog simetrije
kruznica oko trougla AED i kruzZnica k dodiruju u E, tj. tacke G i E se poklapaju. Sli¢no,
tacke H i F se poklapaju, pa tvrdnja ocigledno vrijedi u ovom slucaju.

Neka je bez umanjenja opStostit > x.Tada je z > y. Neka se prave EG i AD sijeku u
M (kasnije ¢emo prokomentarisati zasto se sigurno sijeku, tj. zasto ne mogu biti
paralelne). Iz potencije tacke M na kruznicu k imamo MF? = ME - MG, dok iz potencije
tacke M na kruZnicu opisanu oko trougla ADE vrijedi MA-MD = ME - MG. Dakle,
vrijedi MF2 = MA - MD. Jasno je da tatka M nije na duzi AD (inae bi prava EG u tri
tacke sijekla kruznicu opisanu oko trougla AED, u tackama E, G i joS jednom sa druge
strane prave AD). Pretpostavimo da je poredak tacakaM — D — F — A. Tada je MD -
MA = (MF — t)(MF + x) < (MF — t)(MF +t) = MF? — t> < MF? = MA- MD, $to
je kontradikcija. Dakle, poredak tacaka mora bitiM — A — F — D, pa je MF? = MA -
MD = (MF — x)(MF + t), odakle se dobija MF = tt_—xx Kako jeti—xx >xzat>x, to na

pravoj AD uvijek postoji tacka M takva da je MF = tt_—xxi poredak tadakajeM — A — F —

D, a za takvu tacku M vrijedi MF? = MA - MD, tj. ona ima istu potenciju u odnosu na
opisanu kruZznicu trougla ADE i kruZnicu k. To znaci da ona pripada njihovoj radikalnoj
osi, te zbog toga prava EG (koja je radikalna osa ove dvije kruznice) ne moze biti
paralelna pravoj AD u ovom slucaju.

Sliéno, zbog z > y dobijamo da prave BC i FH nisu paralelne, te ako njihov presjek
oznacimo sa N, dobijamo da je poredak tatiaka N — B — E — C i da vrijedi NE = %

Medutim, zbog leme 2 je X = 2 tj. MF = NE.
t—x z-y

Sada su trouglovi MFE i NFE podudarni, pa je ZFEM = LEFN, tj. LFEG = £EFH,
odakle slijedi da je EFHG jednakokraki trapez, pa je EF||GH, q.e.d.

Sema bodovanja:

e Navodenje i dokaz Leme 1: 3 boda
e Navodenje i dokaz Leme 2: 6 boda
e Uvodenje tacke M i dokazivanje redoslijeda tacakaM — A — F — D : 2 boda

e Dokazivanje pripadnosti tacke M odgovarajucoj radikalnoj osi i ispravan
zakljuc¢ak u navedenom slucaju: 3 boda

e Uvodenje tacke N i dokazivanje redoslijeda tacaka N — B — E — C : 2 boda
e Dokazivanje podudarnosti trouglova MFE i NFE: 2 boda

e Ispravno izvodenje i zapis traZzenog finalnog zakljucka iz navedene podudarnosti:
2 boda.



Rjesenje 2:

Uz iste oznake kao u prvom rjesenju, imamo da je EF polara tacke R, pa kako S pripada
polari tacke R, to i R pripada polari tacke S, tj. tacke R, P, Q su kolinearne.

Neka se prave Al i FP sijeku u K. Kako je cetverougao APIF tetivni, to je KA-KI =
KP - KF, pa tacka K pripada radikalnoj osi kruZnice opisane oko trougla ADI i kruZznice
k.S druge strane, kako je cetverougao APIF ustvari deltoid, to je K sredina duZi FP.
Analogno pokazujemo da sredina duzi FQ pripada radikalnoj osi ove dvije kruznice, pa je
radikalna os ovih kruZnica ustvari srednja linija trougla FPQ, $to je ujedno i srednja linija
trougla FQR, zbog Cega ce prolaziti kroz sredinu duzi FR. Oznac¢imo tu tacku sa M. Kako
je AD radikalna os kruznica AED i ADI, to je M ustvari radikalni centar kruznice k i
kruZznica opisanih oko trouglova AED i ADI, pa su tacke M — G — E kolinearne. Sli¢no,

prava FH prolazi kroz sredinu N duZi RE. Sada je MF = RZ—F = % = NE, nakon cega

zavrsavamo kao u prvom rjesenju.

Sema bodovanja:

e Dokazivanje da su tacke R, P, Q kolinearne: 2 boda
e Uvodenje tacke K i dokazivanje da pripada navedenoj radikalnoj osi : 2 boda
e Dokazivanje da je K srediste duzi FP: 2 boda

e Dokazivanje da radikalna osa dvije kruZnice prolazi kroz srediste duzZi FR: 4
boda

e Uvodenje tacke M i dokazivanje kolinearnosti M — G — E: 4 boda

e Analogni dokaz (ili dobro objasnjena konstatacija) o prolasku prave FH kroz
sredinu duZi RE: 2 boda

e Dokazivanje jednakosti duzi MF i NE: 2 boda

e Ispravno izvodenje i zapis traZzenog finalnog zakljucka iz navedene podudarnosti:
2 boda.



