Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
10. marta/oZujka 2022.

| razred

Zadatak 1. Neka su a i b realni brojevi takvi da vrijedi (a + b)? + 1 = (a + 1)(b + 1). Dokazati da vrijedi
a® —a? = b3 — b2,
Zadatak 2. Rijesiti u skupu realnih brojeva sljededi sistem jednacina:
x—2 2y—4 4
y 4 y L2
y X xy
+z4+2=0.

0,

X+y+z

Zadatak 3. Odrediti najveci zajednicki djelilac brojeva 11 ...11i 11 ...11.
8 100

Zadatak 4. Neka su A4, B;, C; redom sredine stranica BC, CA, AB trougla AABC u kojem vrijedi AB >
AC > BC.Tacka C, je nastranici AB takva da je obim ¢etverougla ACA; C, jednak obimu trougla
ABA;C,. Tacka C; je takoder na stranici AB takva da je obim ¢etverougla BC B, C5 jednak obimu trougla
AAB; C3. Tacka B, je na stranici AC takva da je obim Cetverougla BCB,(; jednak obimu trougla AAB,C;.
Dokazati da se prave A, C,,B;C3, C1 B, sijeku u jednoj tacki.

Zadatak 5. Ploc¢a formata 9 X 9 je podijeljena na jedini¢ne kvadrati¢e. Na pocetku su svi kvadratici prazni.
Dat je prirodan broj k. Emil i Lejla igraju igru. U svakom svom potezu Emil upisuje broj 0 u neki prazan
kvadrati¢, dok u svakom svom potezu Lejla upisuje broj 1 u neki prazan kvadrati¢. Emil pocinje igru, pri
¢emu nakon svakog Emilovog poteza slijedi tacno k Lejlinih poteza (nakon tih k Lejlinih poteza je opet
Emil na potezu). Lejla je pobijedila ukoliko se nakon nekog poteza desi da je zbir brojeva u svakom redu i
zbir brojeva u svakoj koloni neparan. Ukoliko popune Citavu plocu, a to se nije desilo, Emil pobjeduje.
Odrediti najmanje k za koje Lejla ima pobjednicku strategiju.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
10. marta/ozujka 2022.

Il razred

Broj t # 0 je rje3enje jednadine x3 — 12x + 8 = 0. Dokazati da je i broj 2 —;

rieSenje ove jednacine.

Neka je ABCD cetverougao u kojem vrijedi BC || AD i AB = CD.Tacke X iY su
redom podnoZja normala iz tjemena B i D na dijagonalu AC. Pretpostavimo da

tacka X leziizmedu taaka A iY, te da vrijedi AX = 3,XY = 1,YC = 2. Odrediti
povrsinu Cetverougla ABCD.

Naci sve trojke (a, n, p) prirodnih brojeva a i n i prostog broja p koji
zadovoljavaju jednacinu
2a% +3a =3p" + 44

Za par kvadratnih trinoma P(x) = x?2 + ax + b i Q(x) = x? + cx + d kazemo da
su sloZni ako su zadovoljeni sljedeci uslovi:

(i) P(x) ima realne nule x4 i x, za koje vrijedi x; < x,

(i) Q(x) ima realne nule x5 i x, za koje vrijedi x5 < x,

(iii) x; + x3 i X, + x4 su realne nule kvadratnog trinoma x? + (a + ¢)x +

(b+d)

Neka je S skup kvadratnih trinoma takav da sadrzi barem tri elementa i da svaka
dva kvadratna trinoma iz S ¢ine sloZzan par. Dokazati da je broj 0 nula svakog
trinomaiz S.

U razredu ima n djecaka i n djevojcica. Svaki djecak je barem jednoj djevoijcici
poslao Cestitku za 8. mart. Pretpostavimo da je mogucée na jedinstven nacin
djecake i djevojcice podijeliti u n parova (svaki par ¢ine jedan djecak i jedna
djevojcica) tako da vrijedi da je svaki djec¢ak poslao €estitku djevojcici s kojom je
u paru. Koliko je najvise moglo biti ukupno poslanih Cestitki?

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena

upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
10. marta/ozujka 2022.

Il razred

Dati su kompleksni brojevi z; =2 +iaiz, =1+ %i, za a € R. Odrediti sve

vrijednosti realnog parametra a za koje je u kompleksnoj ravni udaljenost broja
741 od koordinatnog pocetka veca od udaljenosti broja z, od koordinatnog
pocetka.

Dato je 169 lampi od kojih svaka ima prekida¢ pomocu kojeg sa pali, odnosno
gasi. Koristeci daljinski upravlja¢ mogudée je u jednom potezu okrenuti prekidac
na tacno 19 lampi, s tim da kad god se koristi daljinski upravlja¢, moguée je
odabrati na kojih 19 lampi Zelimo okrenuti prekidac.

a) Ako su na pocetku neke lampe upaljene, da li je uvijek mogucée postiéi da
nakon nekoliko poteza sve lampe budu ugasene?

b) Ako su na pocetku sve lampe upaljene, koliko minimalno poteza je potrebno
da se sve lampe ugase?

Neka je S skup svih parabolay = x? + px + q u ravni, pri €emu su p i g realni
brojevi, koje sijeku koordinatne ose u tacno tri razliCite tacke. Za svaku parabolu
u S, posmatrajmo kruznicu opisanu oko trougla kojeg Cine tri presjecne tacke te
parabole sa koordinatnim osama. Dokazati da postoji tacka u ravni koja lezZi na
svim ovim kruznicma i odrediti koja je to tacka.

Neka je p = abc trocifren prost broj. Dokazati da jedna¢ina ax? + bx +¢c =0
nema racionalnih rjesenja.

Neka sua < b < c realni brojevitakvidajea+b+c=6iab+ bc+ca =09.
Dokazati da vrijedia®? + b> + ¢c> —a—4b —7c + 15 < 0.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 20 bodova.

Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA
10. marta/ozujka 2022.

IV razred

Zadatak 1.  Dokazati da je (2n)! < 22™(n!)? za sve prirodne brojeve n.

Zadatak 2. Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC. Ako je Al = BCi 4ACB =
24BAC, odrediti uglove trougla ABC.

Zadatak 3. Neka je a4, a,, as, a,, as, ag permutacija brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6 koja zadovoljava
sljededi uslov: za bilo koji j € {1,2,3,4,5} svaka permutacija od a,, a,, -, @j Nije
permutacija od brojeva 1,2,...,j. Pronadite ukupan broj permutacija koje
zadovoljavaju dati uslov.

Zadatak 4. Naci sve parove (n, k) prirodnih brojeva n i k koji su rjesenja jednadzbe
(n—1)!=n*-1.

Zadatak 5. Izracunati sumu

62%:‘(2022) ~ (2022) N (2022) s (2022) N (2022)
£\ 3] Vo0 3 2019 2022/
]:

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena
upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



RjeSenja zadataka za | razred

Zadatak1. Neka su a i b realni brojevi takvi da vrijedi (a + b)?+1=(a+1)(b+1).
Dokazati da vrijedi a® — a? = b3 — b2.

Rjesenje: Imamo
(a+b)?+1=((@+1Dbh+1) <
a?+2ab+b*+1=ab+a+b+1 &
a’+ab+b%* =a+b.
MnozZenjem posljednje jednakosti sa (a — b) dobijamo
(a>?+ab+b>(a-b)=(a+b)(a—bh)
al-b3=a*-p?* o
a® —a? = b3 — b2,
Sto je i trebalo dokazati.
Sema bodovanja:

e 5 bodova za dobijanje jednakosti a’? + ab + b? = a + b;

e 10 bodova za zapisivanje jednakosti a® — a? = b3 — b? u obliku (a? + ab + b?)(a —
b) = (a+b)(a—Db);

e 5 bodova za zavrSetak dokaza.



Zadatak 2. Rijesiti u skupu realnih brojeva sljededi sistem jednacina:

x—2 2y —4 4
A A
y X Xy

—+z+2=0.
x+y+z

Rjesenje: Definiciono podrucje datog sistema je xy #0ix +y+2z # 0. Mnozeéi prvu
jednacdinu sa xy dobijamo

x(x-2y)+yR2y—-4)+4=0 <
x2—=2xy+2y°—4y+4=0 &
(x2=2xy+y5)+ (2 —-4y+4)=0 &
(x=y)+@-2)72=0.
Kako je kvadrat realnog broja uvijek nenegativan, to je prethodna jednakost

moguca samo za x = y = 2. Sada druga jednacina sistema postaje

1
—+z4+2=0 &
4+ z

1+4z+8+4+22+22=0 &
Z2+6z+9=0 ©
z+3)?=0 &
z = —3.
Provjerom dobijamo da je x = y = 2,z = —3 zaista rjeSenje datog sistema.
Sema bodovanja:

e 9 bodova za dobijanje jednakosti (x — y)? + (y — 2)? = 0;

e 2 boda za zakljuéak x =y = 2;

e 6 bodova za dobijanje jednakosti (z + 3)? = 0;

e 2 boda zazakljuéak z = —3;

e 1 bod za konstatovanje da dobijeno rjeSenje zaista zadovoljava jednacine sistema (ili da
pripada definicionom podrudju).



Zadatak 3.

Rjesenje:

Odrediti najvedi zajednicki djelilac brojeva 11 ...11i 11 ...11.
8 100

Kako su brojevi 8 100 djeljivi sa 4, primijetimo da su oba broja djeljiva sa 1111
(to moZzemo dobiti prostim dijeljenjem tih brojeva sa 1111, ili ako uo¢imo da je

11..11 =1111-10001, a 11...11 =1111-10001001...10001 ). DokaZimo
8 100 97
da je to najvedi zajednicki djelilac datih brojeva.

S druge strane, na isti nacin dokazujemo da je broj &E djeljiv sa &_1% (jer
je 96 djeljivo sa 8), pa je i broj &.._11,0000 (?Ij6eljiv sa ug Odatle
zakljucujemo da broj u daje ostata(IB<61111 pri dijeljenju sa i_ll/ Dakle,
vrijedi u =q -&T.(T_Ol_l/ + 1111, za neki prirodan broj g. Ako Fe d najvedi
zajedniékiloodjelilac broj8eva 11..11 i 11..11, iz prethodne jednakosti
zaklju¢ujemo da d|1111. Dakle, dBS 1111. Kai(;osmo vec dokazali da 1111 dijeli

oba broja, to je 1111 najveci zajednicki djelilac datih brojeva.

Sema bodovanja:

Oba dijela zadatka se mogu uraditi na dosta nacina. Te dijelove bodujemo na sljedeci nacin:

e 4 bodazadokaz da broj 1111 dijeli oba data broja;
e 16 bodova za dokaz da ne postoji veci broj koji dijeli te brojeve.



Zadatak 4. Neka su A4, By, C; redom sredine stranica BC, CA, AB trougla AABC u kojem
vrijedi AB > AC > BC. Tacka C je na stranici AB takva da je obim Cetverougla
ACA,C, jednak obimu trougla ABA;C,. Tacka C3 je takoder na stranici AB takva
da je obim Cetverougla BC B, C; jednak obimu trougla AAB,C5. Tacka B, je na
stranici AC takva da je obim ¢etverougla BCB,(C; jednak obimu trougla AAB,C;.
Dokazati da se prave A, C,, B1C3, C; B, sijeku u jednoj tacki.

Rjesenje: Kako je obim ¢etverougla ACA;C, jednak obimu trougla ABA,C,, te uz to vrijedi
CAl = BAl, to dObijamO AC + CA1 + A1C2 + CzA = BA1 + A1C2 + CzB (=4

AC+CA=CB & AC+AB—CB =B < (B ="

Kako je C,B = C,C; + C1B = C,C; + 2, to je C,C; = 5= Medutim, kako je €14,

srednja linija trougla AABC, to je C;A; = AZ—C = (C,Cy, paje4C,C,A; = 4C1A,C,.

S druge strane, i B A, je srednja linija trougla AABC, pa je B1A,||AB. Tada zbog
jednakosti uglova na transverzali vrijedi 4B, A4,C, = 4C,C,A; = 4C1A,C5, paje
A4C, simetrala ugla £B;A,C;. Analogno pokazujemo da je C; B, simetrala ugla
£2B;C; A4, te da je B;C5 simetrala ugla 24, B, C;. Kako se simetrale uglova trougla
sijeku u jednoj tacki (centru upisane kruznice tog trougla), to zaklju¢ujemo da se
prave A, C,, B1C3, C;1 B, sijeku u jednoj tacki, Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

ac,
>

e 3bodaza(C;A, = C,Cy;

e 2bodazasC,C,A; = 4C1A,Cy;

e 3bodazasB;A.C, = 4C,C,A ;

e 2 boda za zaklju¢ak da je C; B, simetrala ugla £B,C;A4;

e 5bodovazaC,C; =

e 5 bodova za zakljucak da se prave sijeku u jednoj tacki.



Zadatak 5.

Rjesenje:

Plo¢a formata 9 X 9 je podijeljena na jedini¢ne kvadratice. Na pocetku su svi
kvadrati¢i prazni. Dat je prirodan broj k. Emil i Lejla igraju igru. U svakom svom
potezu Emil upisuje broj 0 u neki prazan kvadrati¢, dok u svakom svom potezu
Lejla upisuje broj 1 u neki prazan kvadrati¢. Emil pocinje igru, pri ¢emu nakon
svakog Emilovog poteza slijedi ta¢no k Lejlinih poteza (nakon tih k Lejlinih poteza
je opet Emil na potezu). Lejla je pobijedila ukoliko se nakon nekog poteza desi da
je zbir brojeva u svakom redu i zbir brojeva u svakoj koloni neparan. Ukoliko
popune Citavu plocu, a to se nije desilo, Emil pobjeduje. Odrediti najmanje k za
koje Lejla ima pobjednicku strategiju.

Dokazimo prvo da Lejla ima pobjednicku strategiju za k = 3. Posmatrajmo tri

3 X 3 kvadrata A4,, 4,, A; (pogledati sliku ispod). Nazovimo neki 3 X 3 kvadrat
pokrivenim ako se u svakom njegovom redu i svakoj njegovoj koloni nalazi po
tacno jedna jedinica. Ako Lejla pokrije kvadrate A;, A,, A3, bez upisivanja brojeva
u ostale kvadratiée, pobijedila je, jer ¢e se u svakom redu i svakoj koloni cijele
ploce nalaziti po jedna, tj. neparan broj jedinica.

4,

Ocito je da ako se nakon nekog Emilovog poteza u nekom 3 X 3 kvadratu nalazi
najvise jedna O (i nijedna 1), Lejla moZe pokriti taj 3 X 3 kvadrat (jer je k = 3, pa
u tri poteza neovisno od pozicije eventualne 0 u tom kvadratu, ona moze pokriti
taj kvadrat). Lejlina strategija je sada sljedeca: ako Emil upise 0 u neki
nepokriveni kvadrat A4, 4, ili A3, Lejla taj kvadrat odmah pokrije, a u suprotnom
pokrije bilo koji nepokriveni kvadrat medu A4, A, i A3. Dakle, Lejla ¢e pobijediti
nakon 3 runde.

Dokazimo sada da Emil ima pobjednicku strategiju za k = 1i k = 2. Primijetimo
prvo da ako Lejla ima pobjednicku strategiju, onda se u trenutku prije njenog
pobjednickog poteza (pobjednicki potez za Lejlu mora biti neki njen potez, posto
se upisivanjem 0 na plo€u ne mijenja parnost zbirova redova i kolona) na ploci
nalazi 8 redova i 8 kolona sa neparnim zbirom, a red i kolona u koje je upisala



pobjednicku jedinicu imaju paran zbir. Dakle, ako Lejla ima pobjednicki potez, taj
potez je jedinstven (tj. ona jedinicu mora upisati u presjek reda i kolone sa
parnim zbirom, naravno ako je to polje slobodno).

Sada je ocigledno da Emil ima pobjednicku strategiju za k = 1. Naime, dovoljno
je da u svom potezu odigra na polje koje je eventualno pobjednicko za Lejlu
(dokazali da je to polje jedinstveno) i na taj nacin bi sprijecio Lejlu da pobijedi.
Nastavljajuéi ovako, cijela ploca ¢e se popuniti bez da Lejla pobijedi, tj. u slu¢aju
k = 1 Emil ima pobjednicku strategiju.

U slucaju k = 2, Emil ¢e koristiti istu strategiju kao i za k = 1. Ova strategija ne
dopusta Lejli da pobijedi u svom prvom od dva poteza. Medutim, Lejla ne moze
pobijediti ni nakon svog drugog poteza, posto bi u tom trenutku na ploci bio
ukupno paran broj jedinica, a kako plo¢a ukupno ima neparan broj redova, neki
red bi morao sadrzati paran broj jedinica. Dakle, i za k = 2 Emil ima pobjednicku
strategiju.

Zakljucujemo da je k = 3 najmanja vrijednost broja k za koju Lejla ima
pobjednicku strategiju.

Sema bodovanja:

e 7 bodova za dokaz da za k = 3 Lejla ima pobjednicku strategiju;
e 5 bodova za dokaz da za k = 1 Emil ima pobjednicku strategiju;
e 8 bodova za dokaz da za k = 2 Emil ima pobjednicku strategiju.



Rjesenja zadataka za Il razred

Zadatak 1. Broj t # 0 je rjedenje jednacine x3 — 12x + 8 = 0. Dokazati da je i broj 2 —%

rieSenje ove jednacine.
Rjesenje:
Oznatimo P(x) = x3 — 12x + 8. Kako je t rje$enje date jednacine, vrijedi

P(t) = 0. Pokazimodajei2 — % rjeSenje date jednadine, tj. da je P (2 — %) = 0.

Imamo

o) e

8 8
:—t—3'(t —12t+8):—t—3'P(t):0

Ovim je dokaz zavrsen.

Sema bodovanja:
e UvrsStavanjex = 2 — % u jednacinu: 5 bodova
e Dobivanje izraza —8 + j—f - i—: ili njemu ekvivalentnog: 4 boda
e Faktorisanje izraza u obliku = —t%- (t3 — 12t + 8): 4 boda

e Zaklju€ak daje t3 — 12t + 8 = 0 po uslovu zadatka: 5 bodova
e Privodenje dokaza kraju: 2 boda



Zadatak 2.

RjeSenje:

Neka je ABCD jednakokraki trapez u kojem je BC || AD. Tacke X i Y su redom
podnoZja normala iz tjemena B i D na dijagonalu AC. Pretpostavimo da tacka X
leZiizmedu tacaka A iY, te da vrijedi AX = 3,XY = 1,YC = 2. Odrediti povrsinu
trapeza ABCD.

D

Iz BC || AD dobijamo £BCA = £CAD (transverzalni uglovi), odnosno £ZBCY =
2XAD. Sadaimamo £BCY = £DAX i £BYC = £AXD = 90°, pa su trouglovi

BYC i AXD sli¢ni. Oznacimo sa h duzinu duzi DX. Iz navedene sli¢nosti imamo
BY CcY 2
DX AX 3
paje BY = % DX = %h. Primijenimo sada Pitagorinu teoremu na trouglove AYB
i CXD.lmamo AY? + BY? = AB?iCX? + DX? = CD?. Kako je po uslovu
zadatka AB = CD, iz posljednje dvije jednakosti dobijamo AY? + BY? = CX? +

DX?, odnosno
2

2
42+(§h) =3’+h e

4
h2—§h2=16—9<:>

5h2—7<:>
Gh* =

Dakle, DX = 3\FiBY=E-3\F=2\/E.Sadaimamo
5 3 5 5



h—37
7|5

1 1 1
Pigcp _PABC+PCDA:_ BY - AC+— DX - AC—— AC - (BY + DX)

=—65f—15f—3 25—
Sema bodovanja:

e Sli¢cnost trouglova AXD i BYC: 3 boda

e Dobivanje odnosa %; 3 boda

e Primjena Pitagorine teoreme na trouglove AYB i CXD: 4 boda

e Dobivanje jednacine 4% + (g h)z = 32 + h?ili njoj ekvivalentne: 5 bodova
e Dobivanje duzina duZzi BY i DX: 2 boda

e Dobivanje ta¢nog rezultata: 3 boda



Zadatak 3.

RjeSenje:

Naci sve trojke (a, n, p) prirodnih brojeva, pri ¢emu je broj p prost, takve da
vrijedi
2a% + 3a = 3p™ + 44.

Data jednacina je ekvivalentna sa 2a® + 3a — 44 = 3p™. Imamo
2a>+3a—44=2a*>—-8a+11la— 44 =2a(a—4) + 11(a — 4)
= (2a+11)(a—4)
pa jednacina postaje (2a + 11)(a — 4) = 3p™. Zakljuéujemo da je medu
brojevima 2a + 11 i a — 4 jedan oblika 3 - p*, a drugi oblika pV, pri ¢emu su u, v
nenegativni cijeli brojevi za koje vrijedi u + v = n. Kako je
nzd(2a+11,a — 4) =nzd(2a+ 11— 2(a—4),a — 4) = nzd(19,a — 4)
toimamo nzd(2a + 11,a — 4) € {1,19}. Jasno, ovaj najveci zajednicki djelilac
moze biti jednak 19 samo ako je p = 19. Stoga razmatramo dva slucaja:
1° p=19
Ako jen = 1, tada su zbog 2a + 11 > 13 jedini mogudi slucajevi (2a +
11,a—4) =(19,3)i(2a+ 11,a—4) = (3-19,1) = (57,1). Oba slucaja
otpadaju. Dakle, n > 2. Zbog nzd(2a + 11,a — 4) € {1,19}i2a + 11 > 13,
mogudi slucajevi su:
(i) 2a+11=3-19"ia—4=1
Dobijamoa = 5,paje3-19" =2-5+4 11 = 21, $to nema rjesenja.
(i) 2a+11=3-19"1ia—-4=19
Dobijamoa = 24, paje3-19""1 =2:24 + 11 = 59, $to nema
rieSenja.
(iii)2a+11=19"ia—4 =3
Dobijamoa = 7,paje 19" = 2-7 + 11 = 25, §to nema rjesenja.
(iv)2a+11=3-19=57ia—4 =19"1
Dobijamo a = 23, paje 19" 1 =23 —4 =19,tj. n — 1 = 1. Dakle,
jedno riesenje je (a,n,p) = (23,2,19)
(v) 2a+11=19"1ia—4=3-19 =57
Dobijamoa = 61, paje 19" 1 =2-61+ 11 = 133, §to nema
rieSenja.
(vij2a+11=19ia—4=3-19"1
Dobijamo a = 4, paje 3-19""1 = 4 — 4 = 0, $to nema rjedenja.
2° p#19
Tada su brojevi 2a + 11 i a — 4 relativno prosti. Pri tome vrijedi 2a + 11 >
13, pa su mogudi sljededi slucajevi:
(i) 2a+11=3-p"ia—4=1
Dobijamoa = 5,paje3-p™® =2-5+ 11 = 21, odakle dobijamo
riesenje (a,n,p) = (5,1,7).



(i) 2a+11=p"ia—4=3
Dobijamoa = 7, pajep™ = 2-7 + 11 = 25, odakle dobijamo rjesenje
(a,n,p) = (7,2,5)

Dakle, trazene trojke (a, n, p) su (23,2,19),(5,1,7),(7,2,5).

Sema bodovanja:

Faktorizacija 2a% + 3a — 44 = (2a + 11)(a — 4): 3 boda
Tvrdnjanzd(2a + 11,a — 4) € {1,19}: 4 boda
Razmatranje sluCajevap = 19ip # 19: 4 boda
Navodenje svih podslu¢ajeva u slu¢aju p = 19: 3 boda
Nalazenje svih rjeSenja u slucaju p = 19: 2 boda
Navodenje svih podslu¢ajeva u slu¢aju p # 19: 2 boda
NalaZenje svih rjeSenja u slucaju p # 19: 2 boda



Zadatak 4.

RjeSenje:

Za par kvadratnih trinoma P(x) = x2 + ax + b i Q(x) = x? + cx + d kazemo da
su sloZni ako su zadovoljeni sljededi uslovi:

(i) P(x) ima realne nule x4 i x, za koje vrijedi x; < x5;

(i) Q(x) imarealne nule x5 i x4 za koje vrijedi x3 < xy;

(iii) x; + x3 i x, + x4 su nule kvadratnog trinoma x% + (a + ¢)x + (b + d).
Neka je S skup kvadratnih trinoma takav da sadrZi barem tri elementa i da su
svaka dva kvadratna trinoma iz S slozni. Dokazati da za svaki kvadratni trinom
R(x) iz S vrijedi R(0) = 0.

Posmatrajmo proizvoljan par sloznih trinoma P(x) = x> + ax + bi Q(x) =
x% + cx + d, pri é€emu P(x) ima realne nule x; < x, i Q(x) ima realne nule x5 <
x4. Tada su x; + x5 i x, + x4 nule trinoma x2 + (a + ¢)x + (b + d). 1z Vietovih
pravila tada imamo

b+d= (x4 x3)(xy +x4) = X1X5 + X34 + X3%5 + X3%, (1)
Kako primjenom Vietovih pravila na trinome P(x) i Q(x) dobijamo x;x, = b i
x3x4 = d, iz (1) slijedi x1x4 + x,x3 = 0, odnosno x;x, = —Xx,x3 (2). Ako niti

X1

jedan od brojeva xq, x5, X3, x4 nije jednak 0, tada vrijedi o= —%. Dakle, ako par
2 4

sloZznih polinoma nema broj 0 medu svojim nulama, tada su odnosi njihovih nula
razliCitog predznaka. Pretpostavimo da 0 nije nula nijednog trinoma iz S. Kako u
S postoje barem 3 trinoma, to po Dirichletovom principu postoje dva trinoma u
S ¢iji odnosi nula imaju isti predznak. Na osnovu prethodnog razmatranja ovo je
kontradikcija s tim da svaka dva trinoma iz S ¢ine slozan par. Dakle, S sadrzi
trinom ¢ija jedna nula je broj 0.

Kako relacija (2) vrijedi za nule svakog para sloznih trinoma, to zaklju¢ujemo da,
ako je 0 nula jednog trinoma u sloZnom paru, tada je nula i drugog. Posto postoji
trinom u S ¢ija je jedna nula broj 0 i posto on ¢ini sloZzan par sa svakim drugim
trinomom u §, slijedi da je 0 nula svakog trinoma u S, Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja

e lzvodenje relacija x;x, = b i x3x, = d primjenom Vietovih pravila na sloZzne
trinome P(x) i Q(x): 2 boda

e Izvodenje relacije (1) primjenom Vietovih pravila na trinom x% + (a + ¢)x +
(b + d): 2 boda

e Dobijanje relacije (2): 3 boda

e Zakljuc¢ak da pretpostavka da par sloznih trinoma nema 0 medu svojim
nulama implicira da su odnosi njihovih nula razliitog predznaka: 4 boda

e Zakljucak da je nemoguce da svi trinomi iz S imaju nenulte nule: 4 boda

e Zakljucak da, ako je 0 nula jednog trinoma u sloznom paru, tada je nulai
drugog: 2 boda

e Kompletiranje dokaza: 3 boda



Zadatak 5.

Rjesenje:

U razredu ima n djecaka i n djevojcica. Svaki djecak je barem jednoj djevoijcici
poslao Cestitku za 8. mart. Pretpostavimo da je moguce na tac¢no jedan nacin
djecake i djevojcice podijeliti u n parova (svaki par ¢ine jedan djecak i jedna
djevojcica) tako da vrijedi da je svaki djec¢ak poslao Cestitku djevojcici s kojom je
u paru. Koliko je najvise moglo biti ukupno poslanih ¢estitki?

Oznacimo djecake sa by, by, ..., b, i djevojcice sa g4, g2, ---, gn- Bez umanjenja
opstosti pretpostavimo dajezai = 1,2, ..., n djecak b; poslao Cestitku djevojcici
gi- Po uslovu zadatka uparivanje (by, g1), (b2, g2), ..., (bn, g») je jedino
uparivanje tako da su u svakom paru djecak i djevojcica koja je primila Cestitku
od njega.

Posmatrajmo tablicu n X n Ciji redovi odgovaraju dje¢acima, a kolone
djevojcicama. Polje u redu i i koloni j ozna¢avamo sa (i, j). U polje (i, j)
upisujemo zvjezdicu (*) ako i samo ako je djeCak b; poslao Cestitku djevojcici g;.
Potrebno je odrediti najveéi mogudi broj zvjezdica u tablici. Po pretpostavci u sva
polja (i,7),i = 1,2, ...n upisana je zvjezdica. Primijetimo da, za i # j, ne smije
biti zvjezdica upisana i u polje (i, j) i u polje (j, i). Naime, tada bi zamjenom
parova (b;, g;) i (bj, g;) sa (b;, g;) i (bj, gi) nastalo jos jedno uparivanje koje
zadovoljava uslov zadatka, pa takvo uparivanje ne bi bilo jednistveno, sto je
kontradikcija. Zaklju€ujemo, za svaki par indeksa i, j u najviSe jedno od polja
(i,)), (j, i) moze biti upisana zvjezdica, pa ukupan broj zvjezdica u tablici ne

TR n?-n _ n(n+1)
moze biti veéiod n + =

PokaZimo jos da se ovaj broj moze dostiéi. Za to je dovoljno za svako i €
{1,2,...,n}upolja (i,1), (i, 2), ..., (i, i) upisati zvjezdice, ¢ime dobijamo da su

zvjezdice u svim poljima na glavnoj dijagonali i iznad nje. Ukupan broj zvjezdica je

tadal+2+--+n= n(n2+1), a oCigledno postoji jedinstveno uparivanje (b,

mora biti uparen sa g,; b, mora biti uparen sa g, ili g,, a sa g; ne moze, pa mora
sa g,, itd.)

Sema bodovanja:

e Posmatranje datog jedinstvenog uparivanja (ekvivalentno oznacavanju
djecaka i djevojcica na nacin dat na pocetku rjesenja): 2 boda
e Tvrdnja ekvivalentna tvrdnji da u najvise jednom od polja (i, j), (j, i) moze

biti upisana zvjezdica: 7 bodova
nn+1)
2

e Dobivanje gornje granice za broj poslanih cestitki: 3 boda

: 3 boda

¢ Navodenje konstrukcije koja dostize granicu n(n;l)



Dokaz da je ukupan broj poslanih Cestitki u datoj konstrukciji jedna

bod
Dokaz da u datoj konstrukciji postoji jedinstveno uparivanje koje zadovoljava
uslove navedene u zadatku: 4 boda

K n(n+1): 1
2



Zadatak 1.

Rjesenje.

Rjesenja zadataka za lll razred

Dati su kompleksni brojevi z; =2 +iaiz, =1+ %i, za a € R. Odrediti sve

vrijednosti parametra a za koje je u kompleksnoj ravni udaljenost broja z; od
koordinatnog pocetka veca od udaljenosti broja z, od koordinatnog pocetka.

Primijetimo prvo da mora biti a # 0.

Udaljenost kompleksnog broja z od koordinatnog pocetka jednaka je apsolutnoj
vrijednosti (modulu) tog kompleksnog broja. Dakle, iz uvjeta zadatka imamo da
je

|Z2| < |lel

t].

4
1+;<\/4+a2.

Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo da je gornja nejednakost ekvivalentna sa

4 — gt

a?

<3

t].

tj, zbog a® > 0,
a*+3a®>-4>0.

Faktorizacijom se uvjeravamo da je ova nejednakost ekvivalentna sa

(a> —1)(a® +4) >0,
tj., zboga® + 4 > 0,
a’—1>0,

t].

a € (—oo,—1) U (1, +).



Sema bodovanja.

Postavljanje uslova |z,| < |z,|: 3 boda
Postavljanje nejednadzbe /1 + % < V4 + a?: 3 boda

—_a4_ 2
Dolazak do nejednadzbe % < 0:3 boda

Pokazivanje da se nejednadzba svodi na a* + 3a® — 4 > 0: 4 boda
RjeSavanje gornje nejednadzZbe do konacnog rjeSenja: 7 bodova



Zadatak 2.

Rjesenje.

Dato je 169 lampi od kojih svaka ima prekida¢ pomocu kojeg sa pali, odnosno
gasi. Koristeci daljinski upravlja¢ moguce je u jednom potezu okrenuti prekidac
na ta¢no 19 lampi, s tim da kad god se koristi daljinski upravlja¢, moguce je
odabrati na kojih 19 lampi Zelimo okrenuti prekidac.

a) Ako su na pocetku neke lampe upaljene, da li je uvijek mogudée postici da
nakon nekoliko poteza sve lampe budu ugasene?

b) Ako su na pocetku sve lampe upaljene, koliko minimalno poteza je potrebno
da se sve lampe ugase?

a) Neka je M broj upaljenih lampi u nekom trenutku. Posmatrajmo sljedeée
slucajeve:

1° M > 19. Tada moZemo pomocu upravljaca gasiti po 19 lampi sve dok M ne
postane manje od 19.

2°1 < M < 8.Tada moZemo u jednom potezu ugasiti M lampi, a upaliti 19 — M
lampi. Nakon ovog poteza ¢e bar 11 lampi biti upaljeno.

3°9 < M < 18. U ovom slu¢aju moZzemo u jednom potezu povecati ukupan broj
upaljenih lampi za 1, tako Sto upravlja¢éem ugasimo 9, a upalimo 10 lampi (ovo
mozemo jer ¢e uvijek biti = 9 upaljenih lampi). Ovo radimo sve dok ne
postignemo da je broj upaljenih lampi jednak 19, nakon ¢ega jednim potezom
gasimo sve lampe.

4° M = 0. Tada smo postigli Zeljeni cilj.

Jasno je da smo prethodnim razmatranjem slucajeva dobili da je uvijek mogude
stiéi do 4. slucaja, u kojem su sve lampe ugasene. Dakle, moguce je postici da
nakon nekoliko poteza sve lampe budu ugasene, bez obzira na broj upaljenih
lampi na pocetku.

Primijetimo da, posto 169 nije djeljivo s 19, nije moguée u svakom potezu gasiti
19 lampi i tako postiéi da sve lampe budu ugasene. Dakle, bar u jednom potezu
smo morali ugasiti najvisSe 18 lampi. S druge strane, moguce je postiéi da se u
svakom potezu gasi po 19 lampi, osim u jednom potezu u kojem gasimo

18 lampi. Ovo radimo tako sto na pocetku ugasimo 19 lampi, nakon ¢ega nam
ostaje 150 upaljenih lampi. Zatim gasimo 18 lampi, a palimo jednu od 19 veé
ugasenih, nakon ¢ega ukupno imamo 133 upaljenih lampi. Kako je 133 djeljivo
sa 19, sada moZemo u 7 poteza ugasiti sve lampe, tako Sto u svakom potezu
gasimo po 19. Dakle, minimalan broj poteza da se sve lampe ugase je 9.



Sema bodovanja.

b)

dokaz da se broj upaljenih lampi mozZe spustiti ispod 19: 2 boda

ideja o namjestanju broja upaljenih lampi na 19 (ili broj djeljivsa 19): 1
bod

dokaz da se broj upaljenih lampi mozZe povecati za 1 ukoliko je bar 9
upaljenih lampi: 7 bodova

dokaz da se broj upaljenih lampi moze dovesti na 19 (ili broj djeljiv sa 19)
povecanjem broja upaljenih lampi za 1: 3 boda

dokaz da ne mogu svi potezi gasiti 19 lampi: 2 boda
konstrukcija za 7 poteza: 5 bodova



Zadatak 3.

Rjesenje.

Neka je S skup svih parabola y = x% 4+ px + q u ravni, pri éemu su p i g realni
brojevi, koje sijeku koordinatne ose u ta¢no tri razli¢ite tacke. Za svaku parabolu
u S, posmatrajmo kruznicu opisanu oko trougla kojeg ¢ine tri presjecne tacke te
parabole sa koordinatnim osama. Dokazati da postoji tacka u ravni koja lezi na
svim ovim kruznicma i odrediti koja je to tacka.

Dokazat éemo da je trazena tacka T = (0,1). Posmatrajmo neku parabolu iz S.
Neka ona sijece x-osu u tackama X; = (x4,0) i X, = (x,, 0) pri éemu je x; < x,
i y-osu utacki Y = (0, y,). Zbog uslova da su X;, X, i Y razli¢ite tacke, vrijedi da
jeyg # 0.

Dokazat ¢éemo da T pripada opisanoj kruznici trougla X; X,Y. Oznadimo centar te
kruznice sa O = (0, 05), a njen polupreénik sa R. Primijetimo prvo da je y, =
02+ p-0+q = q,doksux; ix, zapravo rjedenja jednatine x? + px + g = 0.

Rjesenje 1:

-5

Po Vijetovim pravilima imamo da je x; + x, = —p. Kako O leZi na simetrali duzi
X1X,,tojeo, = xl:xz = %p. Da bi nasli 0, posmatrajmo uslov da je 0X; = OY =

2
R (). Imamo daje 0X; = \/(0x —x1)? 4+ 0% = \/p: +px; +xf +03,a0Y =

2 2
\/09% + (oy —y,) = \/% + 02 — 20,q + q?, pa je (*) ekvivalentno sa x{ +

) . N . .. . _ q?-px;—x}
pxy = q° — 20yq. Iz posljednje jednakosti dobijamo da je 0, = T



Dokazimo sada da je OT = OY.Imamo da je OT = \/0,% + (oy - 1)2, pa nam

treba daje
2 2
\/0,% + (0, —1)" = \/09% + (0, —3) &
2 2
(Oy -1)" = (Oy ~%)
1—20y, =y§ — 20,y &
@ —px;—xf _ , 2q(q® —px; —x{)
1-2———mM=q° — S
2q 2q
2 _ oy — x2
1 —_ qp; — pxl + xlz_
q
Kako je x; rje$enje jednacine x2 + px + q = 0, znamo da je x? + px; = —q, pa
2
je posljednja jednakost ekvivalentnasa —qg =1 — qu, tj. —q = —q, Sto je

tac¢no. Dakle, OT = OY = R, pa T pripada kruZnici opisanoj oko trougla X; X, Y.
Kako smo uzeli proizvoljnu parabolu iz S, to ovo vrijedi za svaku parabolu iz S, pa
je trazena tacka upravo tacka T = (0,1).

Rjesenje 2: Oznadimo koordinatni pocetak sa K = (0,0). Dokazat ¢emo da je
KT - KY = KX, - KX,, iz Cega bi slijedilo da je X;Y X, K tetivan Cetverougao.
Znamodaje KT =1,KY =q, KX; = x; i KX, = x,. Kako su x; i x, rjeSenja
jednatine x2 + px + g = 0, to iz Vijetovih pravila imamo da je x;x, = g, pa
zaista vrijedida je KT - KY = q = KX; - KX,. Dakle, tacka T = (0,1) leZi na
opisanoj kruznici trougla X, X,Y za proizvoljnu parabolu iz S, pa je ona upravo
traZena tacka. Na slikama ispod su prikazane dvije moguénosti za poziciju tacke
K u odnosu na tacke X, X,,YiT.




Sema bodovanja.

dokazivanje da je y, = q: 1 bod
pokusaj da se dokaze da je (0,1) traZzena tacka: 2 boda
navodenje da su x; i x, rjedenja jednatine x% + px + g = 0: 2 boda

Rjesenje 1:

izraCunavanje x; + x, = —p: 3 boda
izraCunavanje 0, = _TP uz pomo¢ prethodne stavke: 2 boda
izraZavanje o,, preko nekih od ostalih varijabli p, g, x; ili x5: 3 boda

raCunanje udaljenosti OT: 2 boda
dokaz da je OT = R: 5 bodova

RjeSenje 2:

ustanoviti da je dovoljno dokazatida je KT - KY = KX; - KX,: 10 bodova
izraCunavanje KX; - KX,: 3 boda
krajnji zakljucak: 2 boda



Zadatak 4.

Rjesenje.

Neka je p = abc trocifren prost broj. Dokazati da jednadina ax? + bx +c = 0
nema racionalnih rjesenja.

Kako je p trocifren broj, tojea # 0ic # 0.Imamo dajep = 100a + 10b + ¢ (*
). Pretpostavimo suprotno, da data jednacina ima racionalno rjesenje. To znadi
da je njena diskriminatna kvadrat racionalnog broja, tj. b> — 4ac = n?, za neki
racionalni broj n. Kako su a, b, c cijeli brojevi, to zapravo i n mora biti cijeli broj.
Kakosua,c > 0ib = 0, vidimo da vrijedi n < b. Sredivanjem ovog izraza

b2%-n?

dobijamodajec = . Nakog uvrstavanja ovoga u (*) i mnoZenja cijele

4a
jednacine sa 4a, dobijamo

4ap = 400a® + 40ab + b*> —n? &
4ap = (20a + b)? —n*
4ap = (20a + b —n)(20a + b + n).

Kako p|4ap, to mora vrijediti i da p|(20a + b —n)(20a + b + n), a posto je p
prost broj vrijedi da p|20a + b — n ilip|20a + b + n. Medutim, posto jep =
100a + 10b + ¢ > 20a + 2b > 20a + b + n = 20a + b — n > 0, nemoguce je
da p dijeli ijedan od brojeva 20a + b —n i 20a + b + n. Dakle, dosli smo do
kontradikcije, pa data jednacina zaista nema racionalnih rjesenja.

Sema bodovanja.

e pretpostavka da data jednacina ima racionalno rjeSenje i zaklju¢ak da
njena diskriminanta mora biti kvadrat cijelog broja: 3 boda

e postavljanje jednacine b? — 4ac = n? i izrazavanje c iz nje: 3 boda

e dokazdajen < b:2boda

e uvrstavanje izraza dobivenog za ¢ u uslovp = abc: 1 bod

e faktorisanje prethodnog izraza kao u rjeSenju: 5 bodova

e dokaz da p dijeli jednu od zagrada sa desne strane: 2 boda

e dokaz da je p vedi od obe zagrade i konacni zaklju¢ak: 4 boda



Zadatak 5.

Rjesenje.

Neka sua < b < c realni brojevi takvidajea+ b+ c=6iab + bc+ ca = 9.
Dokazati da vrijedi nejednakost a®? + b?> + ¢ —a —4b — 7c + 15 < 0.

Primijetimo prvodajea®? + b2+ c?=(a+ b +¢)? —2(ab + bc + ca) = 36 —
18 = 18. Ozna¢imoizraz a? + b?> + c> —a — 4b — 7c + 15 saW.Imamo da je
W=18—-a—-—4b—7c+15=33—-a—-4(6—c—a)—7c =9+ 3a— 3¢, pa
je W < 0 ekvivalentnosac—a > 3.

DokaZimo sada da vrijedi 0 < ¢ < 4. Kvadriranjem jednadinea+b =6 — ¢
dobijamo a? + 2ab + b? = 36 — 12c¢ + c?, akako je a? + b? + 2ab <

2(a® + b?) = 2(18 — ¢?), slijedi da je 36 — 12¢ + ¢? < 2(18 — ¢?), tj. 3¢? —
12¢ < 0.Sada je 3c(c — 4) < 0, paslijedidaje 0 < ¢ < 4, $to smo i htjeli
dokazati. Analogno moZzemo dokazatidaje0 <a <4i0 < b < 4.

Sadaimamodaje2b<a+b+c<2b+4,tji.1<b < 3.Znamodajea? +

b? + ¢? = 18 = 2(ab + bc + ca), §to je ekvivalentno sa (c — a)? +
b(b—2a—2c) =0,tj.(c—a)>+b(b—2(6—b)) =0.lzovogaje (c —a)? =
—3b?% + 12b. Da bi dokazali da je ¢ — a > 3, trebamo dokazati da je —3b? +
12b > 9,tj. daje b* — 4b + 3 < 0. Primijetimo daje b> —4b + 3 = (b —
1)(b—3),akakojel < b < 3,ondaje(b—1)(b—3) <0,stonamjei
trebalo. Dakle, vrijedi da je (c — a)? > 9, pa zbog c — a > O slijedidajec —a >
3, Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja.

e izratunavanje a® + b? + ¢? = 18: 1 bod

e dokazdajeW < 0 ekvivalentnosac—a > 3:2 boda

e dokazivanjedaje0 < a,b,c < 4:6 bodova

o zakljutakdajel1l < b < 3:3 boda

e posmatranje izraza a? + b? + ¢? = 2(ab + bc + ca) i uspostavljanje
ekvivalencije W < 0 sa b? + 4b — 3 < 0: 6 bodova

e dokazivanje daje (b — 1)(b — 3) < 0i krajnji zakljucak: 2 boda



Rjesenja zadataka za IV razred

Zadatak 1. Dokazati da je (2n)! < 22" (n!)? za sve prirodne brojeve n.
Rjesenje I:

Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom.
Za n =1 tvrdnja vrijedi jer je
2-1)=2<4=2>11N%

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za neki prirodan broj n, tj. da vrijedi
(2n)! < 22" (n!)?.
Tada za n + 1 imamo

o pretp.
Qn+1) = @n+2l=0Cn+2)2n+1) 20! < (2n+2) (20 + 1) 22" (n))?
< (2n42) (2n+2)22" (n!)® = 22 (n + 1)2 22" (n))® = 220D ((n 4 1)1)2.
Sada na osnovu principa matematicke indukcije slijedi da data nejednakost vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Sema bodovanja

e dokaz zan =11 bod

e pretpostavka da nejednakost vrijedi za neki prirodan broj n 2 boda

dokaz da nejednakost vrijedi za n + 1 15 bodova

zakljucéak da na osnovu principa matematicke indukcije nejednakost vrijedi za sven € N 2 boda (ovaj korak
se ne boduje ako nije zavrsen prethodni korak)

Rjesenge II:

Primijetimo da datu nejednakost mozemo napisati u obliku

(2n)! < ((2n)1)?,

pri ¢emu je (2n)!!' =2-4-----(2n —2) - (2n) (proizvod svih parnih prirodnih brojeva manjih ili jednakih 2n).
Naime, izvlacenjem broja 2 iz svakog faktora u izrazu za (2n)!! dobijamo da je
(2n)!l = 2"nl.
Trebamo, dakle, pokazati da je
1:2-3-4- (2 —1)-(2k)-----(2n—1)- (2n) < 22 - 4% . ... (2k)% -+ (2n)>.

Kako za svako n € N i svako k € {1,2,...n} vrijedi

(2k — 1) (2k) < (2k)*,
to vidimo da polazna nejednakost (2n)! < 22" (n!)2 vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Sema bodovanja

e nejednakost napisana u obliku (2n)! < ((2n)!)? ili ekvivalentno 4 boda i jo§ 6 bodova za raspisani oblik
ili ekvivalenatn oblik iz kojeg se moze vrsiti odgovaraju¢e uporedivanje

e dokaz/konstatacija da je (2k — 1) (2k) < (2k)* 8 bodova

e zakljucak da nejdnakost vrijedi za sve n € N 2 boda



Zadatak 2. Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC. Ako je Al = BC i LACB = 24 BAC, odrediti
uglove trougla ABC.

Rjesenge I:
Neka je x = LBAI = LTAC. Tada je

ABCI = LACI = %KACB = ABAC = 2z.

Slijedi da je LCBA = 180° — 6.
Primijenimo li sinusni teorem na trouglove ABC i AIC dobijamo

BC AC . Al AC

sin2z  sin (180° — 6z) = sin2z  sin (180° — 3z)°

Kako je AI = BC, slijedi da je sin (180° — 6x) = sin (180° — 3z). Buduéi da je 0 < 3z < 6z < 180°, jedino je
moguce da vrijedi 3z 4+ 6z = 180°.
Dakle, x = 20° i uglovi trougla ABC iznose L BAC = 40°, {ABC = 60° i LAC'B = 80°.

Sema bodovanja
e uvodenje oznaka i dobijanje izraza L BCI = LACT = %AACB = L{BAC = 2z (ili ekvivalentno) 1 bod
e zakljuéak L{CBA = 180° — 6z 1 bod
e primjena sinusne teoreme na trouglove ABC' i AIC 6 bodova
o zakljucak da je sin (180° — 6z) = sin (180° — 3x) 5 bodova
e zakljucak da je 3z + 6z = 180° 5 bodova
e racunanje uglova L BAC = 40°, LABC = 60° i LAC'B = 80° 2 boda



Rjesenje II:
Neka je © = LBAI = LT AC. Neka je D presjeéna tacka simetrale ZACB i stranice AB. Kako je

LACD = %AACB = ZCAB,

slijedi da je DC = AD.

A E D B

Neka je E presjecna tacka simetrale ugla ZACD i stranice AD. Kako je ACD jednakokraki trougao, vrijedi
CE = Al = BC. Dakle, trougao BCFE je jednakokraki, pa vrijedi

/CBA=/CEB=/ACE + ZFEAC = 3z.

S druge strane, uz oznake koje smo uveli, o¢igledno je ZCBA = 180° — 6.
Kao i u prethodnom rjesenju dobijemo da je x = 20° i uglovi trougla ABC iznose £ BAC = 40°, L ABC' = 60°
i LACB = 80°.

Sema bodovanja

uvodenje oznaka i izvodenje zakljutka DC = AD (ili ekvivalentno) 4 boda
uvodenje tacke E u razmatranje 1 bod

izvodenje zakljucka da je CE = Al = BC' 5 bodova

izvodenje zakljucka Z/C'BA = 3z 4 boda

zakljucak da je 3z + 6x = 180° 4 boda

ra¢unanje uglova £ BAC = 40°, LABC = 60° i LACB = 80° 2 boda



Zadatak 3. Neka je a1, ao, as, a4, a5, ag permutacija brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6 koja zadovoljava sljede¢i uslov: za
bilo koji j € {1,2,3,4,5}, svaka permutacija od a1, as, ...,a; nije permutacija od brojeva 1,2, ..., j. Pronadite
ukupan broj permutacija koje zadovoljavaju dati uslov.

Rjesengje:

Mora vrijediti a; # 1 jer bi u protivhom za j = 1 svaka permutacija oblika lasasasasag bila permutacija ¢iji je
prvi element (trivijalna) permutacija od 1.

Ako je a; = 6, onda je as, as, a4, a5, ag permutacija brojeva 1, 2, 3, 4, 5 i svaka permutacija oblika
6asasagasag zadovoljava uslov zadatka. U ovom sluc¢aju imamo 5! = 120 takvih permutacija.

Ako je a3 = 5, broj permutacija oblika asagasasag iznosi 5. Medutim, permutacije oblika 5 * % * %6 ne
zadovoljavaju uslov zadatka i njihov broj iznosi 4!. Dakle, u ovom sluc¢aju broj permutacija koje zadovoljavaju
uslov zadatka iznosi 5! — 4! = 96.

Ako je a1 = 4, broj permutacija oblika asazasasag iznosi 5!. Medutim, permutacije oblika 4 % * %6 1 4% % 65
ne zadovoljavaju uslov zadatka i njihov broj iznosi 4! i 3!, redom. Dakle, u ovom sluc¢aju broj permutacija koje
zadovoljavaju uslov zadatka iznosi 5! — 4! — 3! = 90.

Ako je a1 = 3, broj permutacija oblika asasasasag iznosi 5!. Medutim, permutacije oblika 3 % %6, 3% %65,
3 % %654, 3 * %645 1 3 * %564 ne zadovoljavaju uslov zadatka i njihov broj iznosi 4!, 3!, 2!, 2!'i 2!, redom. Dakle,
u ovom slu¢aju broj permutacija koje zadovoljavaju uslov zadatka iznosi 5! — 4! — 3! — 3 - 2! = 84.

Ako je a1 = 2, broj permutacija oblika asazasasag iznosi 5!. Medutim, permutacije oblika 2 x % % %6, 2 % x 65,
2 % %564, 2 % %645, 2 * %654, 215 x x4, 214 % x3, 215 x %3, 216 * 3, 216 * x5, 216 * x4, 214635, ne zadovoljavaju
uslov zadatka i njihov broj iznosi 4!, 3!, 2!, 21, 21 21/ 21 2. 21 21/ 21 i 1, redom. Dakle, u ovom slucaju broj
permutacija koje zadovoljavaju uslov zadatka iznosi 5! — 4! — 3! - 9.2l — 1 = T71.

Dakle, ukupan broj permutacija koje zadovoljavaju postavljeni uslov iznosi 120 + 96 4+ 90 + 84 + 71 = 461.

Sema bodovanja
e zakljucak da 1 ne moze biti na prvom mjestu 2 boda
e ako je a; = 6 zakljucak o ta¢nom broju povoljnih permutacija 2 boda
e ako je a; = 5 zakljucak o ta¢nom broju povoljnih permutacija 2 boda
e ako je a; = 4 zakljucak o ta¢nom broju povoljnih permutacija 3 boda
e ako je a; = 3 zakljucak o ta¢nom broju povoljnih permutacija 4 boda
e ako je a; = 2 zakljuc¢ak o ta¢nom broju povoljnih permutacija 6 bodova
e izracunat ukupan broj povoljnih permutacija 1 bod

e u slucéaju da ucenik raspise pojedine permutacije (slucajeve) i "ruéno" ih prebroji, i pri tome pogrijesi u
brojanju, nece se bodovati.



Zadatak 4. Na¢i sve parove (n, k) prirodnih brojeva n i k koji su rjesenja jednadzbe

(n—1!=nF—1.

Rjesenje:

Ako je n = 1, jednadzba nema rjegenja (jer je 0! =1 # 0= 1% — 1).

Ako je n = 2, lako se vidi da je (2,1) rjesenje date jednadzbe.

Ako je n = 3 ili n = 5, rjesenja su (3,1) i (5,2), respektivno.

Ako je n = 4, jednadzba nema rjesenja jer je 3! paran broj, a 4¥ — 1 neparan broj za bilo koji prirodan broj
k. Naime, lako se zakljucuje da ako je n = 2m, pri ¢emu je m > 2 prirodan broj, jednadzba nema rjesenja jer
je tada (n — 1)! paran broj (jer (n — 1)! u sebi sadrzi faktor 2), a desna strana n* — 1 je neparan broj.

Pokazimo da za n > 5 i n neparan broj, jednadzba nema rjesenja u skupu N x N. U ovom slucaju je

2=1 prirodan broj i vrijedi da je 251 < n —3, pa 2- 271 (n —2)!, tj. (n—1)[(n—2)!. Odavde vidimo da
(n —1)%| (n —1)!, pa mora vrijediti
(n— 1)2‘ (nk -1).
S druge strane, kako je k neparan broj, imamo da je
nF—1l=mn-1)E""+n" 2+ +n+1).
Kako je ostatak pri djeljenju n/ sa (n — 1) jednak 1 za svaki j € Ny, to posljednja jednakost i ¢injenica da
(n— 1)2‘ (n* — 1) daju da tada mora vrijediti (n — 1)| k. Odatle slijedi da je k > n — 1. Znadi,

nF—1>n" 1> m—-1)"">n-1).

Dakle, za n > 5 i n neparan broj data jednadzba nema rjesenja u skupu N x N.
Znagi, sva trazena rjesenja date jednadzbe su (n, k) € {(2,1),(3,1),(5,2)}.
Napomena: Da (n — 1) mora da dijeli k¥ mogli smo pokazati koriste¢i binomni teorem. Naime,

(n—1)+1)F -1
(n—l)k—l—(l;) (n—l)k_1+~-~—|-<kk >(n—1)2+k(n—1),

nf—1

-2
odakle vidimo da iz(n — 1)2‘ (n* —1) slijedi da (n — 1) k.
Sema bodovanja

e slucaj da za n = 1 nema rjesenja 0.5 boda
e pronalazak rjesenja (2,1),(3,1),(5,2) 3 boda (po 1 bod svako rjesenje)

e slucaj da za n = 2m, pri ¢emu je m > 2, jednadzba nema rjegenja 2.5 boda (1 bod se moze dobiti za
eliminaciju rjeSenja n = 4)

e zakljucak da (n —1)*| (n —1)! u sluéaju n > 5 i n neparan 6 bodova

e zakljucak da (n — 1)| k 4 boda odakle slijedi £k > n — 1 1 bod

e zakljucak n* — 1 > (n — 1)! odakle slijedi da jednadzba nema rjesenja u slu¢aju n > 5 i n neparan 3 boda



Zadatak 5. Izracunati sumu

% 2022\ _ (2022 | (2022\ (2022 (2022
=\ 3 -\ 0 3 2019 2022)"
Rjesenge I:
Prema Newtonovoj binomnoj formuli je
(1+x) :Z(,):ﬂ. (1)
=0\
Lako se provjeri da u skupu kompleksnih brojeva jednadzba z* = 1 ima rjeSenja data sa

2k 2k
2k :cosTﬂ-—FiSinTﬂ, k=0,1,2.

Poznato je da je 23 — 1= (2 — 1) (z2 +z+ 1), odakle vidimo da z; i z» zadovoljavaju jednakost 22 +z 41 = 0.
Primijetimo da vrijede sljedece jednakosti

T4z =—27i1+420=—23,
22 =1izk =2,
2022 4044 : 2022 4044
(1+ 1) =217 =11 (14 29) =2z =1,

—1,z 3m+1 =i 22m+2 — zi, VYm e Ny, k=0,1,2.

Sada, stavljajuéi da je n =2022 iz =2 za k =0,1,2, u (1) te uzimajuéi u obzir gornje jednakosti, imamo

52022 _ 2022 N 2022 N 2022 . 2022 N 2022
- 1 2 2021 2022)°

. 2022 2022 N 2022 2022 201 2022\ 5020
- 0 1) 2021 2022 )1
(2022 N 2022 202 2022 2022 - 2022
B 0 1 2020 2021 2022)’
(2022 2022 2022 2022 2022\ 500
- <o> (" )w( >z+ (m> (m)%

2022 2022 L (2022 2022
0 =2 g )T 2020

2022 n 2022
2021) % " \2022)°
Kako je 1 + z; 4+ 29 = 0, sabiranjem tri gornje jednakosti dobijemo

2022 2022 2022 2022
92022 | | 41 3 e
LR 0 + 3 ot 2019 + 2022/ |’

tj. trazena suma iznosi
2022 N 2022 P 2022 N 2022 2””2-%2
0 3 2019 2022 3

Sema bodovanja

n

e ideja da se posmatra (1 +z)" = > j=0 ( )27 ili ekvivalentna 2 boda

e pronalazak rjesenja 2z, k = 0,1, 2, jednadzbe 23 = 1 u skupu kompleksnih brojeva 4 boda

e rastavljanje 23 —1 = (2 — 1) (22 +z+ 1) i zakljucak da tada rjesenja z; 2 jednadzbe koja su razli¢ita od
1 zadovoljavaju jednakost 22 + z 4+ 1 = 0 2 boda



korisne jednakosti koje vrijede za z;, k = 0,1,2 5 bodova

e uvritavanje rjesenja zx, k=0,1,2, u (1+2)" = Z;L o ( )x7 i njihovo sumiranje 3 boda

e uocavanje da je 1 + 21 + 2o = 0 3 boda

dobijanje izraza 2202;” 1 bod

Rjesenje II:
n
Naga suma je oblika Z (g?), pri ¢emu je n = 674. Kako je
j=0

3n _ 3n—1 + 3n—1 _ 3n—2 + 3n—2 + 3n—2 + 3n—2
35)  \3j-—-1 3 ) \35-2 3j—1 3j—1 35
- 3n—3 n 3n—3 49 3n—3 49 3n—3 n 3n—3 n 3n—3
To\3j-3 35 —2 3j —2 35 —1 35 —1 3j
_ 3n—3 L3 3n—3 43 3n—3 n 3n—3
— \35-3 3j —2 3j—1 3i )’
to sumiranjem i rearanziranjem sabiraka dobijamo
Z":(?m) _ i{(3n—3>+(3n—3>+(3n—3>}+ - [(371—3)_}_(371—3)4_(371—3)}
= 37 = 37 —3 37— 2 37 —1 = 37 —2 37 —1 37
3n — 3n—3 3n—3 " /3n—3
+ZK3J2> (3j1>+( 3 ﬂ_j_()( 3 )
3n—3
_ 3.23n—3_ .
> (")

Napomenimo da ako u binomnim koeficijentima (Z) koji se javljaju u gornjim sumama imamo k < 0 ili & > n,
onda smatramo da je (}) =0, te () =1 (jer je po definiciji 0! = 1).
n

Ako stavimo E (‘;?) = ay, dobijamo rekurzivnu relaciju
=0

ap =3+ 23(n71) —ap_1=3" 8n71 — OGp—1,

pri ¢emu je ag = 1. Odavde dobijemo

agra = 3-8 —-3.874 .. 4+3.8-3+1=3(8" -8+ . +8-1)+1
8674_1 22022_1 22022+2
= 3. 41=""""-41==__T=
-1 3 " 3

Dakle,

% 2022 22022+2
37 3

=0

Sema bodovanja

o (37) = (328) +3(522) +3(5520) + (73,7) 3 boda
n

n—1
. Z 3" =3.2%-3 Z(B” 3) 8 bodova
7=0

Jj=0



e zapis u obliku rekurzivne relacije a,, = 3 - 23(n=1) _ g, 1 =3.-8"1—q, gdje je Z (i?) = a, 2 boda
j=0

.a():llbOd

2022
® Ag74 — 2 3+2 6 bodova




