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Kanton Sarajevo

KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

22. marta/ozujka 2023.

VI razred

Odrediti skup X takav da vrijede sljedeéi uslovi:

X <{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

X n{1,3,4,6,7910} = {1,4,10}

Zbir elemenata skupa X je djeljivsa 5
Skup X sadrzi tacno 5 elemenata

Obavezno obrazloziti kako ste dosli do skupa X.

Odrediti sve Sestocifrene brojeve oblika 1baa8b koji su djeljivi sa 36.

Napomena: Cifre a i b ne moraju biti razliite.

Dvije prave se sijeku te obrazuju Cetiri ugla: , B, v, 6

(kao na slici). Ako je ugao a za 47° veci od zbira o
uglova £ i &, odrediti vrijednost ugla y. Odgovor %ﬂ
obrazloziti!

. 8 32 10 . . ., vt
a) Poredati razlomke 2391’29 od najmanjeg do najveceg. Odgovor obrazloziti!

b)

Odrediti sve razlomke veée od % i manje od % Ciji je zbir brojnika i nazivnika jednak 99.

Emil kod sebe ima 12 Stapova: dva Stapa duZine 2 cm, tri Stapa duZine 3 cm, Cetiri Stapa

duzine 4 cm, jedan Stap duZine 5 cm, jedan Stap duZine 6 cm, te jedan Stap duzine 12 cm.

a)

b)

d)

Moze li Emil koristeci svih 12 Stapova napraviti pravougaonik kojem je jedna stranica
tri puta duZa od druge? Odgovor obrazloziti!

Emil je Stap duZine y ostavio sa strane, a od preostalih 11 Stapova je napravio
pravougaonik kojem je jedna stranica tri puta duZa od druge. Odrediti sve moguce
vrijednosti za y. Odgovor obrazloZiti! Za svaku od mogudih vrijednosti za y nacrtati
jednu sliku koja pokazuje kako Emil moZe napraviti traZzeni pravougaonik za to y.
Moze li Emil koristedi svih 12 Stapova napraviti pravouganik Cija je povrsina jednaka
126 cm?? Odgovor obrazlo7iti!

Emil je sada Stap duZine z ostavio sa strane, a od preostalih 11 Stapova je napravio
pravougaonik ¢ija je povriina jednaka 126 cm?. Odrediti sve moguée vrijednosti za z.
Odgovor obrazloziti! Za svaku od mogucih vrijednosti za z nacrtati jednu sliku koja
pokazuje kako Emil moZe napraviti pravougaonik povrsine 126 cm? za to z.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba

kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

VIl razred

Za jedan posao u trajanju od 10 dana poslodavac je angazirao radnika i obe¢ao mu po
zavrSetku posla dati naknadu u iznosu od 600 KM i jedan mobitel. Poslije 8 dana radnik se
razbolio pa mu je poslodavac za do tada obavljeni posao isplatio 400 KM i mobitel. Koliko
koSta mobitel? Odgovor detaljno obrazloziti!

Data je jednacina
1 70001

1+ 1 - 70002

1+x

a) Rijesiti datu jednacdinu.
b) Odrediti cifru broja x koja se nalazi na 2023. mjestu nakon decimalnog zareza.

Alen Zeli podijeliti 17 identi¢nih bombona Emilu, Nori, Hani i Denisu, pri ¢emu moraju biti
zadovoljeni svi sljedeci uslovi:

e Svako dijete mora dobiti odredeni broj bombona.

e Nora ¢e dobiti viSe bombona nego Emil.

e Hana ¢e dobiti viSe bombona nego $to su dobili Emil i Nora zajedno.

e Denis ¢e dobiti vise bombona od Hane.
Na koliko nacina Alen moZe podijeliti sve bombone koje ima? Odgovor detaljno
obrazloziti!

Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) koji zadovoljavaju sljedece uslove:
e a+b+c=2023
e Broj b ima sve iste cifre,
e a<b<cg,
e NZD(a,c) = 130.
Odgovor detaljno obrazloziti!

Neka je dat jednakokraki trougao AABC kod kojeg je AB = CB. Na polupravim CA, AB,
BC su date redom tacke D, E, F tako da vrijedi AD = AC,BE = BA,CF = CB.

a) Dokazatidaje BD = AF.
b) Izracunati 4ADB + ABEC + ACFA.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba

kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

VIl razred

Zadatak 1. U unutrasnjosti pravougaonika ABCD nalazi se tacka M takva da je AM = 3cm, BM =

4cm i CM = 5cm. Kolika je udaljenost tacke M od vrha D?

Zadatak 2. Na tabli je napisano 100 razlicitih proizvoljnih prirodnih brojeva. Emin je svaki napisani
broj zaokruzio jednom od tri boje: plavom, zutom ili bijelom. Dokazati da postoji barem
12 brojeva zaokruzenih istom bojom, koji pri dijeljenju sa 3 daju isti ostatak.

Zadatak 3. Ako je x2 +y? +xy =32 i 6x — 14y + xy = 90, izradunati 5x + 2y (x,y su realni
brojevi).

Zadatak 4. U trouglu ABC tezisna duz BD je dva puta kraca od stranice AB. Ugao £ABD iznosi 40°.
Odrediti veli¢inu ugla 2ABC.

Zadatak 5. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da jea+ b =ab —bcic+ 1 je kvadrat prostog
broja. Dokazati da je barem jedan od brojeva ab ili a + b potpun kvadrat.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena
upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Kanton Sarajevo

KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

22. marta/ozujka 2023.
IX razred

U koordinatnoj ravni sa ishodistem u tacki O data je prava p koja sijeCe x-osu u tacki
A = (3,0), ay-osu u tacki B (pri ¢emu je y koordinata tacke B negativna) tako da je
povrsina trougla AOB jednaka 6. Odrediti obim i povrSinu ¢etverougla OABD, pri ¢emu

jetacka D presjek prave y = %x — 1isimetrale duzi OB.

Petorka brojeva sastoji se od 5 medusobno razli¢itih prirodnih brojeva. Neki prirodan
broj se moZe nalaziti u visSe petorki. Za svake dvije petorke vrijedi da postoje tacno 4
broja koja se nalaze u obe te petorke (npr. {1,6,7,10,15},{1,6,7,10,21}, {6,7,10,15,21}
su tri validne petorke).

a) Dokazati da je moguce napraviti 2023 petorke.

b) Ako na raspolaganju imamo samo brojeve 1,2,3,4,5,6 koliko najvise petorki je
moguce napraviti (pri ¢emu se svaki od navedenih brojeva mora nalaziti bar u jednoj
petorci)?

c) Ako na raspolaganju imamo samo brojeve 1,2,3,4,5,6,7 koliko najvise petorki je
moguce napraviti (pri ¢emu se svaki od navedenih brojeva mora nalaziti bar u jednoj
petorci)?

Rijesiti sistem jednacina u skupu realnih brojeva:

1
+b+c=5-
a c 2
13
2 b2 2:11
a“ + +c 16
a® = bc.

Naci sve uredene parove prirodnih brojeva (x, y) za koje vrijedi da je 2xy potpun
kvadrat nekog prirodnog broja, a x? + y? je prost broj.

Dat je pravougaonik ABCD. Tacka E leZi sa one strane prave BC na kojoj nisu tacke A i
D, tako da vrijedi BE = BA i CE = CB. Poznato je da je povrsina pravougaonika ABCD
Cetiri puta veca od povrsine trougla BCE. Ako je duzina stranice AD = 10, odrediti
duZinu duzi AE.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 20 bodova. Nije dozvoljena upotreba

kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

RjeSenja zadataka i Sema bodovanja za VI razred

Zadatak 1. Odrediti skup X takav da vrijede sljededi uslovi:
- Xc<{1,234,5,6,78910}
- Xn{1,34,6,7,910} = {1,4,10}
- Zbir elemenata skupa X je djeljivsa 5
- Skup X sadrzi tacno 5 elemenata
Obavezno obrazloziti kako ste dosli do skupa X.

Rjesenje: Iz prvog uslova imamo da elementi skupa X mogu biti samo brojevi 1,2, ...,10. Iz drugog
uslova zaklju¢ujemo da elementi 1,4,10 pripadaju skupu X, dok elementi 3,6,7,9 ne
pripadaju skupu X.

Dakle, jedino jos treba ispitati da li elementi 2,5,8 pripadaju skupu X. Kako ve¢ imamo tri
elementa u skupu X, a on sadrzZi pet elemenata, to ¢e tacno dva od brojeva 2,5,8
pripadaju skupu X.

Zbir tri elementa u skupu X je 1 + 4 + 10 = 15, Sto je djeljivo sa 5, tako da i zbir dva
preostala elementa mora biti djeljiv sa 5. Primijetimo da 2 + 5 = 7 nije djeljivo sa 5, te
ni 5 + 8 = 13 nije djeljivo sa 5, dok 2 + 8 = 10 jeste djeljivo sa 5.

Dakle, zaklju€ujemo da brojevi 2 i 8 moraju pripadati skupu X, pa je X = {1,2,4,8,10}.

Sema bodovanja:

e zaklju¢ak da elementi 1,4,10 pripadaju skupu X: 4 boda

e zakluéak da elementi 3,6,7,9 ne pripadaju skupu X: 5 bodova

e zakljucak da ta¢no dva od elemenata 2,5,8 pripadaju skupu X: 4 boda

e zakljucak da je jedina mogucnost da brojevi 2 i 8 pripadaju skupu X: 6 bodova
e zapis konac¢nog skupa X: 1 bod



Zadatak 2.

Rjesenje:

Odrediti sve Sestocifrene brojeve oblika 1baa8b koji su djeljivi sa 36.
Da bi broj bio djeljiv sa 36, potrebno je da bude djeljivsa4i9.

S obzirom da broj 1baa8b mora biti djeljiv sa 4, to njegov dvocifreni zavrSetak mora biti
djeljiv sa 4. Kako su 80,84,88 jedini dvocifreni brojevi koji pocinju sa 8, a djeljivi su sa 4,
to zakljuéujemo b € {0,4,8}.

Da bi broj bio djeljiv sa 9, zbir njegovih cifara mora biti djeljiv sa 9, pa u nasem slucaju
brojl1+b+a+a+8+b =9+ 2a+ 2b mora biti djeljivsa 9.

Prvi slucaj: Ako je b = 0, broj9 4+ 2a + 2 - 0 = 9 + 2a mora biti djeljiv sa 9. Kako je a
cifra, t0je9<9+2a <9+ 18 =27,pa9 + 2a € {9,18,27}.Za 9 + 2a = 9 dobijamo
a=0,za9 + 2a = 18 dobijamo 2a = 9, $to je nemogude, aza 9 + 2a = 27 dobijamo
a = 9. Dakle, jedini brojevi u ovom slucaju su: 100080 i 109980.

Drugi slu¢aj: Ako je b = 4, broj9 + 2a + 2 -4 = 17 + 2a mora biti djeljiv sa 9. Kako je a
cifra, toje 17 <17+ 2a <17+ 18 = 35,pa 17 + 2a € {18,27}.Za 17 + 2a = 18
dobijamo 2a = 1, sto je nemoguce, aza 17 + 2a = 27 dobijamo a = 5. Dakle, jedini
broj u ovom slucaju je: 145584.

Tredi slucaj: Ako je b = 8, broj 9 + 2a + 2 - 8 = 25 4+ 2a mora biti djeljiv sa 9. Kako je a
cifra, to je 25 < 25 + 2a < 25+ 18 = 43, pa 25 + 2a € {27,36}.Za 25 + 2a = 27
dobijamo a = 1,a za 25 + 2a = 36 dobijamo 2a = 11, sto je nemoguce. Dakle, jedini
broj u ovom slucaju je: 181188.

Dakle, brojevi koji zadovoljavaju uslove zadatka su 100080,109980,145584,181188.

Sema bodovanja:

e zakljucak da je potrebno da broj bude djeljivsa 4 i 9: 2 boda
e zakljucak da dvocifreni zavrSetak mora biti djeljiv sa 4: 2 boda
e zaklju¢ak da b € {0,4,8}: 3 boda
e rjeSavanje sluc¢aja b = 0: 5 bodova, i to:
o 1bod za zaklju¢ak da zbir cifara mora biti djeljiv sa 9
o 1 bod za racunanje zbira cifara u ovom slucaju
o 3 boda za odredivanje mogucih vrijednosti za a
e rjesavanje slu¢ajab = 4: 4 boda, i to:
o 1bod za zaklju¢ak da zbir cifara mora biti djeljiv sa 9
o 1 bod za racunanje zbira cifara u ovom slucaju
o 2 boda za odredivanje mogudih vrijednosti za a
e rjesavanje slu¢aja b = 8: 4 boda (ista Sema kao za sluéaj b = 4)

Napomena: Ukoliko uéenik ne zakljuci da b € {0,4,8}, ali ipak navede kriterij
djeljivosti sa 9, dobija 2 boda. Ako pri tome izracuna zbir cifara, dobija joS 2 boda.
Konacno, ako zakljuci da broj a + b mora biti djeljiv sa 9, dobija jo$ 3 boda.



Zadatak 3.

Rjesenje:

Dvije prave se sijeku te obrazuju Cetiri ugla: a, 8,7y, 6

(kao na slici). Ako je ugao a za 47° veéi od zbira

uglova f i 6, odrediti vrijednost ugla y. Odgovor w«
obrazloziti! o

Kako su unakrsni uglovi jednaki, to je @ = y i B = 8. Iz uslova zadatka je
B+8+47° = q,
odakle zbog 8 = & dobijamo
2 +47°=a. (%)
Medutim, kako su a i § uporedni uglovi, to su oni suplementni, pa vrijedi « + 3 = 180°,
tj. @ = 180° — B. Uvrstavanjem posljednje relacije u (*) dobijamo
2 +47° =180° — B,
odakle nakon sredivanja dobijamo
38 = 180° —47° = 133°.
Sadaje f = % = 44°20", pajey = a = 180° — 44° 20" = 135°40".

Sema bodovanja:

zakljucak da je bilo koji par unakrsnih uglova jednak: 2 boda

e dobijanje relacije § + 6 + 47° = a: 2 boda

e dobijanje relacije 28 + 47° = a: 3 boda

e zakljucak da vrijedi @ + B = 180°: 2 boda

e dobijanje relacije 28 + 47° = 180° — 3: 4 boda (alternativno, ucenik moze
uvrstiti § = 180° — a u (*) te dobiti 2(180° — a) + 47° = «)

e rjesavanje jednacine i dobijanje vrijednosti y = 135° 40": 7 bodova



Zadatak 4.

Rjesenje:

8 32 10

a) Poredati razlomke 2391’29 od najmanjeg do najveceg. Odgovor obrazloziti!

b) Odrediti sve razlomke vece od % i manje od g Ciji je zbir brojnika i nazivnika jednak 99.

. , 8 v . 8 _ 84 32
a) Kako je 32 = 8-4, to ¢emo razlomak — prosiriti sa 4. Imamo da je — =— = —.
23 23 234 92

032,32, . . . - . . e .32 32
Razlomci o5 |57 IMaju isti brojnik, pa kako prvi razlomak ima veci nazivnik, to je % <or

. 8 _32
. — < —.
23 T’
Razlomke = i > ¢emo svesti na isti brojnik. Kako je najmanji zajednicki sadrzalac brojeva
. . . 8 85 _ 40 .10 _ 104 _ 40 . 40 . 40
8 i 10 jednak 40, imamo — = — = —, kao i — = — = —. Kako razlomci — i —
23 235 115 29 294 116 115 116

e . . L . 40 _ 40 . 8 _ 10
imaju isti brojnik, a prvi razlomak ima manji nazivnik, to je — > —, tj. = > —.
115 7 116’ 7 23 7 29

. .10 _ 8 _ 32
Dakle, vrijedi — < — < —.
29 ~23 91
. y . a v 1 2
b) Neka je na$ razlomak jednak > ProsSirujuéi razlomak 5 sa 11, a razlomak 5 sa 9,
.. 11 _a _18 _ . .. . . ,11.18 . . . S I
dobijamo — < — < —. Primijetimo da i razlomci — i — imaju zbir brojnika i nazivnika
88 b 81 88 81 "
. . v a v . a , ey ;e
jednak 99 (kao i nas razlomak E)' Trazeni razIomak; Ce biti veci od razlomka 35 S@amo ako
. /. .. . . ;. .. . . . .y a ., e ..
ima vedi brojnik (samim tim ¢e imati i manji nazivnik). Slicno, razIomakE ¢e biti manji od
18 . o L
razlomka g1 samo ako ima maniji brojnik (samim tim ¢e imati veci nazivnik). Na taj nacin

zakljuéujemo da su trazeni razlomci —,—,—,—,—i—.
87’86’8584’ 83 82

Sema bodovanja:
e dio pod a) nosi 6 bodova, i to:
. I 8 .32
o ispravno uporedivanje razlomaka 23 o1 2 boda
. _— 8 .10
o ispravno uporedivanje razlomaka 23 1 50" 3 boda
o ispravno redanje razlomaka: 1 bod
e dio pod b) nosi 14 bodova, i to:
S 1.2 11 .18
o zapisivanje razlomaka =i=kao —i—: 6 bodova
8 2 % 12 13 14 15 16.17
o objasnjenje zasto su jedina rjeSenja —=,—,—,—,— i—: 8 bodova

87’86°85°84°83 82

Napomena: U dijelu pod a), ucenik naravno moze uporediti razlomke na neki drugi nacin
(na primjer, svodenjem na zajednicki nazivnik). U dijelu pod b), u¢enik moZe na neki
drugi nacin pronaci trazene razlomke, ali je vazno da objasni zasto su to jedini razlomci
koji zadovoljavaju tvrdnju zadatka.



Zadatak 5.

Rjesenje:

Emil ima 12 Stapova: dva Stapa duZine 2 cm, tri Stapa duZine 3 cm, Cetiri Stapa duZine 4
cm, jedan Stap duZine 5 cm, jedan Stap duZine 6 cm, te jedan Stap duZine 12 cm.

a) Moze li Emil koristeci svih 12 Stapova napraviti pravougaonik kojem je jedna stranica
tri puta duza od druge? Odgovor obrazloziti!

b) Emil je Stap duZine y ostavio sa strane, a od preostalih 11 Stapova je napravio
pravougaonik kojem je jedna stranica tri puta duza od druge. Odrediti sve moguée
vrijednosti za y. Odgovor obrazloZiti! Za svaku od mogudéih vrijednosti za y nacrtati
jednu sliku koja pokazuje kako Emil moZe napraviti traZzeni pravougaonik za to y.

c) Moze li Emil koristec¢i svih 12 Stapova napraviti pravouganik ¢ija je povrsina jednaka
126 cm?? Odgovor obrazloziti!

d) Emil je sada Stap duZine z ostavio sa strane, a od preostalih 11 Stapova je napravio
pravougaonik ¢ija je povrina jednaka 126 cm?. Odrediti sve moguée vrijednosti za z.
Odgovor obrazloziti! Za svaku od mogucih vrijednosti za z nacrtati jednu sliku koja
pokazuje kako Emil moze napraviti pravougaonik povrsine 126 cm? za to z.

a) Neka jedna stranica (na primjer AD) ima duZinu x, a 3x
stranica AB duzinu 3x. Tada je i BC = x,CD = 3x, pa D C
je obim pravougaonika jednak 3x + x + 3x + x = 8x.
S druge strane, obim pravougaonika je jednak zbiru duzina X
svih Stapova, Sto je jednako
A 3X B
2:24+3-34+4-44+1-54+1-6+1-12=52.
Medutim, kako broj 52 nije djeljiv sa 8, to jednacina 8x = 52 nema rjesenje u skupu
prirodnih brojeva, te Emil ne mozZe napraviti pravougaonik koristeéi svih 12 Stapova.
b) Kako obim trazenog pravougaonika mora biti djeljiv sa 8, to broj 52 — y mora biti
djeljivsa8,pajey =4iliy = 12.
D3 3 3 4 5 o
Za y = 4, dobijamo 8x = 52 — 4 = 48, pa je x = 6, 2' * v ¢ d )
tj. AD =6cmiAB = 36 = 18 cm. Trazeni ¢
pravougaonik moZemo napraviti kao na slici desno. 4 4
A6 12 B
De 3 . 4 4 4
Za y =12, dobijamo 8x =52—12=140, pa je { * . * C
x=05, ti. AD =5cmiAB = 3-5 = 15 cm. TraZeni 2 2
pravougaonik moZzemo napraviti kao na slici desno. 3 3
A6 T 5 o 7 B

c) Neka je AB = ai AD = b. Tada je povrsina pravougaonika jednaka a - b, a obim
pravougaonika je jednak 2a + 2b. Dakle, mora vrijeditia - b = 126 i 2a + 2b = 52. Broj
126 moZemo na sljedece nacine zapisati kao proizvod dva prirodna broja:

126 =1-126=2-63=3:42=6-21=7-18=9-14.



Dakle, uz pretpostavku a < b (Sto moZemo pretpostaviti bez gubitka opstosti), imamo
(a,b) € {(1,126),(2,63),(3,42),(6,21),(7,18),(9,14)},

pa2a+ 2b € {254,130,90,54,50,46}.

Kako ni u jednom slucaju obim nije jednak 52, Emil ne moZe napraviti pravougaonik.

d) Primijetimo da je obim manji od 52 samo u slu¢ajevima (a, b) € {(7,18),(9,14)}, te
da je redom jednak 50 i 46 u tim slucajevima. Dakle, z = 2 iliz = 6.

6 4 4 4
. 0 s . . * ° C
U prvom slucaju, Emil ¢e sa strane ostaviti 2
Stap duZine 2 cm, te moZe napraviti trazeni 4
pravougaonik kao na slici desno. PovrSinaje 5
jednaka 18 -7 = 126 cm?. 3
A 12 3 3 B
D. 2 4 4 4
U drugom sluéaju, Emil ¢e sa strane ostaviti ¢ . * * oC
Stap duzine 6 cm, te moZe napraviti trazeni 4 3
pravougaonik kao na slici desno. PovrSina je  } )
jednaka 14 -9 = 126 cm?. 3
5 y
3
. * ®
A 12 2 B

Sema bodovanja:

e dio pod a) nosi 4 boda, i to:
o zaklju€ak da je obim pravougaonika kod kojeg je jedna stranica tri puta
duZa od druge oblika 8 - x: 1 bod
o zaklju€ak da je obim pravougaonika kojeg ¢e Emil napraviti od 12 Stapova
jednak 52 cm: 1 bod
o zakljucak da vrijedi 8x = 52, te da zbog toga nema rjesenja: 2 boda
e dio pod b) nosi 5 bodova, i to:
o zaklju€ak da su jedine opcijey = 4iy = 12: 3 boda
o primjerzay = 4:1 bod
o primjerzay = 12:1bod
e dio pod c) nosi 6 bodova, i to:
o zakljuéivanje (a,b) € {(1,126),(2,63),(3,42),(6,21),(7,18),(9,14)}:
3 boda
o odredivanje vrijednosti obima u svakom od tih slu¢ajeva: 2 boda
o zaklju€ak da zbog toga Emil ne moze napraviti pravougaonik: 1 bod
e dio pod d) nosi 5 bodova, i to:
o zakljucak da su jedine opcije z = 2 iz = 6: 3 boda
o primjerzaz = 2:1bod
o primjerzaz = 6:1bod



Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

Rjesenja zadataka i Sema bodovanja za VIl razred

Zadatak 1. Za jedan posao u trajanju od 10 dana poslodavac je angaZirao radnika i obe¢ao mu po
zavrsSetku posla dati naknadu u iznosu od 600 KM i jedan mobitel. Poslije 8 dana radnik
se razbolio pa mu je poslodavac za do tada obavljeni posao isplatio 400 KM i mobitel.
Koliko kosta mobitel? Odgovor detaljno obrazloziti!

Rjesenje: I nacin
Oznacimo sa x KM vrijednost mobitela. To znacdi da je za cjelokupno obavljen posao u
trajanju od 10 dana radnik trebao dobiti iznos od (600 + x) KM. Posto se radnik nakon
8 dana razbolio, to je do tog trenutka obaviol% = % ukupnog posla, i za taj dio je bio
isplacen (400 + x) KM. Znadi, cijenu mobitela moZemo odrediti iz jednacine

4
= (600 +x) = 400 +x.

Sredivanjem dobijemo jednacinu

480 + %x = 400 + x, tj. njoj ekvivalentnu %x = 80.
RjeSenje posljednje jednacine je x = 400.
Dakle, mobitel koSta 400 KM.

Sema bodovanja:
e uvodenje nepoznate veli¢ine za cijenu mobitela — 2 boda

e zaklju¢ak da je radnik uradio % ukupnog posla — 5 bodova

e postavljanje jednadine % (600 + x) = 400 + x ili njoj ekvivalentne % (600 +
x) = 200, tj. svodenje takstualnog zadatka na linearnu jednacinu — 8 bodova

e dobijanje ta¢nog rjesenja jednacine — 4 boda (manja greska u racunu ée se
kazniti oduzimanjem 2 boda)

e ispravan odgovor/zakljucak o cijeni mobitela — 1 bod

Il nacin
Oznacimo sa x KM vrijednost mobitela. Za posao u trajanju od 10 dana radnik je trebao
dobiti ukupno (600 + x) KM. Posto je za 8 dana, koliko je radio, bio isplacen (400 + x)
KM, zaklju¢ujemo da je za dva preostala dana trebao dobiti

(600 + x) KM — (200 + x) KM = 200 KM.
Otuda slijedi da jednan dana rada vrijedi 100 KM, pa za posao od 10 dana radnik bi
dobio 1000 KM. Kako je dio novca (600 KM) trebao dobiti u gotovini, a dio novca u
protuvrijednosti kostanja mobitela, slijedi da mobitel kosta

1000 KM — 600 KM = 400 KM.

Sema bodovanja:
e uvodenje nepoznate veli¢ine za cijenu mobitela ili ekvivalenta — 2 boda
e zakljucak da je radnik za preostala 2 dana trebao dobiti 200 KM — 9 bodova
e zakljucak da jedan radni dan vrijedi 100 KM, a 10 dana 1000 KM — 6 bodova (po
3 boda za svaki od tih zakljucaka)
e dobijanje ispravnog izra¢una i zakljucka o cijeni mobitela — 3 bod



Zadatak 2. Data je jednacina
1 70001

1 70002

i
14—

1+

a) Rijesiti datu jednacdinu.
b) Odrediti cifru broja x koja se nalazi na 2023. mjestu nakon decimalnog zareza.

Rjesenje:
a) Data jednacina se svodi na
14 1 70002
141 70007
x
tj. na
1 1
1 _l_% 70001
Kao i u prvom koraku, imamo da je
1
1+ i 70001,
odakle se dobije
1
. 700100
b) Napisimo brojx = u oblikux == Kako je
70000 7 10000’

1 .
- = 0,142857

(beskonacan periodi¢an decimalni broj u kojem se blok od 6 decimalnih cifara 142857

ponavlja beskonacan broj puta), to je

1 1

Dakle, cifre iza decimalnog zareza su Cetiri nule nakon kojih slijede ponavljajuci blokovi
od 6 cifara 142857. Vidimo da brojx = 70300
pomjeren za 4 mjesta u desnu stranu. Dakle, 2023. cifra u broju x ¢e biti istao kao i
2019. cifra (2023-4=2019) u broju ; = 0,142857. Kako je 2019 = 336+ 6 + 3, to ¢e se

2019. cifra u decimalnom zapisu pojaviti nakon ponavljanja 336 blokova po 6 cifara
142857, te kao 3. cifra u bloku 142857.
Dakle, 2023. cifra broja x je cifra 2.

L - . 1
ima ista ponavljanja kao i broj ~» samo

Sema bodovanja:

e transformacija jednacine na oink 1= 70000 i ispravno rjeSenje — 8 bodova (6+2)
_ 70001

(ukoliko se jednacina svede na obI|k
2x+1 70002

boda)

e dolazak do zapisa x = 0,0000142857 ili ekvivalentnog zaklju¢ka — 4 boda

e zakljucak da treba gledati 337 ponavljanja bloka od 6 cifara 142857 ili njemu
ekvivalentan zaklju¢ak — 6 bodova

e zakljucak da je traZzena cifra 2 — 2 boda

—— 5 bodova i ispravno rjesenje 3



Zadatak 3. Alen Zeli podijeliti 17 identi¢nih bombona Emilu, Nori, Hani i Denisu, pri cemu moraju
biti zadovoljeni svi sljededi uslovi:
e Svako dijete mora dobiti odredeni broj bombona.
Nora ¢e dobiti vise bombona nego Emil.
Hana ¢ée dobiti viSe bombona nego sto su dobili Emil i Nora zajedno.
Denis ¢e dobiti viSe bombona od Hane.
Na koliko razli¢itih nacina Alen moze podijeliti sve bombone koje ima? Odgovor detaljno
obrazloziti!

Rjesenje: Oznacimo sa a broj bombona koje ¢e dobiti Emil, sa b broj bombona koje ¢e dobiti Nora,
sa ¢ broj bombona koje ¢e dobiti Hana i sa d broj bombona koje ¢e dobiti Denis. Iz
postavljenih uslova u zadatku zaklju¢ujemo da vrijedi

l1<a<b<a+b<c<d,
tj. da svako dijete mora dobiti bar po jednu bombonuidajea <bia+b <c <d.
Ako bi Emil dobio 2 bombone (ili vise), onda je Nora dobila najmanje 3 bombone, Hana
najmanje 6 bombona, a Alen najmanje 7 bombona i tada bi bilo
a+b+c+d=2+3+6+7=18,
Sto je nemoguce.
Dakle, Emil je dobio 1 bombonu. Sada je Nora dobila najmanje 2 bombone (bar 1 vise od
Emila), Hana najmanje 4 bombone (bar 1 vise od toga koliko su dobili Emil i Nora
zajedno), te Alen najmanje 5 bombona (bar 1 vise od Hane).
Odavde slijedi da je
a+b+c+d=1+2+4+5=12.
Kakoje1l+ 2+ 4 4+ 5 = 12, ostaje jos da raspodjelimo 5 preostalih bombona, ali tako
da ne budu naruseni uslovi zadatka. Dakle, djeca bi trebala dobiti (a, b, ¢, d) =
(1,24 x,44+y,5+ z) bombona, pricemujex <y <zix+y+z=>5.
Akoje2 <x <5,ondajey=>2iz=>2,pajex+y+z=6,stoje kontradikcija.
Takoder, akoje3 <y < 5,tadajez > 3, pajey + z = 6, Sto je ponovo kontradikcija.
Ostaje jos provijeriti slué¢ajeve x € {0,1},y € {0,1,2}, pri Cemu je x < y.
1) Akojex=y=0iz=25,to(a,b,c,d) = (1,24,10) predstavlja jednu moguénost
za raspodjelu bombona.
2) Akojex =0,y=1,iz=4,to(a,b,c,d)=(1,2,5,9) takoder predstavlja jednu
moguénost za raspodjelu bombona.
3) Akojex =0,y =2,iz=3,to(a,b,c,d) = (1,2,6,8) takoder predstavlja jednu
moguénost za raspodjelu bombona.
4) Akojex=1,y=1,iz=3,to(a,b,c,d) = (1,3,58) takoder predstavlja jednu
mogucénost za raspodjelu bombona.
5) Akojex =1,y =2,iz=2,to(a,b,c,d) = (1,3,6,7) takoder predstavlja jednu
mogucénost za raspodjelu bombona.
Dakle, uz date uslove, Alen moZe na 5 razlicitih nacina podijeliti sve bombone.

Sema bodovanja:
o dokaz da Emil ne mozZe dobiti 2 ili viSe bombona — 4 boda
o dokaz da Nora ne mozZe dobiti 4 ili viSe bombona — 4 boda
e dokaz da Hana ne moZe dobiti 7 ili viSe bombona — 4 boda
e dobijanje svakog od 5 tacnih rjesenja po 1 bod (ukupno 5 bodova)
e zakljucak da ne postoje drugi nacini osim ovih 5 uz ispravnu argumentaciju — 3 boda



Zadatak 4.

Rjesenje:

Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) koji zadovoljavaju sljedece uslove:
e a+b+c=2023
e Broj b ima sve iste cifre,
e a<b<cg,
e NZD(a,c) = 130.
Odgovor detaljno obrazloziti!

Kako je NZD(a, c¢) = 130, to zaklju€ujemo da postoje prirodni brojevi k, [ € N takvi
daje
a =130k, b =130l, (k,l€N).
Iz gore navedenog dovoljno nam je zakljuciti da su brojevi a i ¢ djeljivi sa 10, a iz prvog
uslova zadatka a + b + ¢ = 2023, zaklju¢ujemo da i broj 2023 — b mora biti djeljiv sa
10, sto je moguce ako i samo ako je zadnja cifra broja b (a samim tim i sve njegove cifre)
jednaka 3.
Kako 130|a, odavde i iz treéeg uslova zadatka dobijamo da jeb > a = 130. Ako je
b > 333, tadaje b = 3333, sto je ocigledno nemoguce.
Dakle, b = 333. Sada prvi uslov postajea + ¢ = 1690, odakle zbog 130]aia < 333
mozZemo posmatrati sljedeéa dva slucaja:
i.  Ako jea = 130, onda imamo da je ¢ = 1560, tj. (a, b,c) = (130,333,1560). Ovo
zaista jeste rjesenje jer 130|1560, pa je NZD(130,1560) = 130.
i. Ako jea =260, onda jec = 1430, tj. (a,b,c)=(260,333,1430). Ovo zaista
jeste rjesenje jer je NZD(260,1430) = 130 (jer 260 t 1430).
Dakle, konacna rjeSenja koja zadovoljavaju sve uslove zadatka su sljededi uredeni parovi:
(a,b,c) € {(130,333,1560),(260,333,1430)}.

Sema bodovanja:

e 6 bodova za zakljuéak da broj b ima sve cifre 3

e 5 bodova za zakljuc¢ak da je b = 333 (tj. za odbacivanje ostalih mogucnosti)

e 5 bodova za zakljuéak dajea = 130ilia = 260

e 4 boda za dobijanje rjesenja (po 2 za svako rjesenje, pri cemu jedan bod nosi
provjera da to zaista jeste rjeSenje). Takoder, ako ucenik jednadinua + ¢ = 1690
zapise kao 130k + 1301 = 1690, te nakon dijeljenja sa 130 dobije k + [ = 13,
tada provjera u slué¢aju k = 1 nije potrebna, dok je za slucaj k = 2 dovoljno da
ucenik kaze daje NZD(2-1300,11-130) = 130)

Alternativni pristupi rjeSavanju zadatka sa Semom bodovanja:

e 2 boda za zakljucak da broj b ne moZze biti jednocifren ili dvocifren
e 2 boda za zakljucak da broj b ne moZze biti cetverocifren ili veci, pa mora biti
trocifren
e 2 boda za zakljucak da je dovoljno provjeriti sluc¢ajeve: b = 111, ...,999
e 14 bodova ukoliko ucenik provjeri sve te slucajeve, od toga:
o 5 bodova za odbacivanje slucajeva kada b nije 333
o 9 bodova za rjeSavanje slucaja b = 333 (kao u prvom rjesenju)



Zadatak 5. Neka je dat jednakokraki trougao AABC kod kojeg je AB = CB. Na polupravim CA, AB,
BC su date redom tacke D, E, F tako da vrijedi AD = AC,BE = BA,CF = CB.
a) Dokazatidaje BD = AF.
b) lzraCunati 4ADB + 4BEC + 4CFA.

Rjesenje: a) Imamo da vrijedi BA=BC = BE,AC = AD ,

te kako je ABAC = 4ACB,

4BAD = 180° — 4BAC = 180° — 4ACB = 4ACF. |z navedenog zaklju¢ujemo da su
trouglovi AACF i ABAD podudarni po
pravilu SUS, pa je BD = AF.

b) Iz dokazane podudarnosti pod a)
imamo da je 4ADB = AFAC, pa vrijedi 5 %

4ADB + 4CFA = 4FAC + 4CFA =
3ACB.

Posljednja jednakost proizilazi iz tvrdnje da je vanjski ugao trougla jednak zbiru dva

unutrasnja njemu nesusjedna ugla tog trougla. Takoder, kako je AABC jednakokraki sa
osnovicom AC, vrijedi da je 4ACB = 4BAC,aondai 24ACB + 4ABC = 180°, iz Cega

slijedi da je 4ACB = 90° —

imamo

4ABC

. Konacno,

Sada zakljuéujemo da je 4ADB + ACFA = 90° — %' Dalje, kako je BC = BE, vrijedi
4BEC = 4ECB, pa je 24BEC = 4BEC + 4ECB = 4ABC, tj. ABEC = 225<
4ADB + £BEC + ACFA = 90° — 222¢ 4 245C _ g,

Sema bodovanja:

2

e Zadio pod a) (ukupno 5 bodova):

1bodza BA=BC =BE,AC = AD

o 2 boda za jednakost uglova 4BAD = 4ACF
o 2 boda za podudarnost trouglova AACF i ABAD itvrdnju BD = AF

e Zadio pod b) (ukupno 15 bodova):

O

O

e}

2 boda za jednakost uglova 4ADB = 4FAC
3 boda za zaklju¢ak da je 4ADB + ACFA = 4ACB
1 bod za zakljuc¢ak da je 4ACB = 4BAC

2 boda za zaklju¢ak da je £ACB = 90° — 222¢

2 boda za zaklju¢ak da je #ADB + ACFA = 90° — 3ABC

2 boda za zakljucak da je 4BEC = MZBC

3 boda za konacnu tvrdnju 4ADB + ABEC + 4CFA = 90°




Kanton Sarajevo
KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
22. marta/ozujka 2023.

RjesSenja zadataka i Sema bodovanja za VIl razred

Zadatak 1. U unutrasnjosti pravougaonika ABCD nalazi se tacka M takva da je AM = 3cm, BM = 4cmi

Rjesenje.

CM = 5cm. Kolika je udaljenost tacke M od vrha D?

Oznac¢imo nepoznatu udaljenost tacke M od vrha D sa d. Posto je d udaljenost tacke M od
vrha D (i tacke M i D su razli¢ite), mora bitid > 0.

Ako povucéemo normalu kroz tacku M na stranice AB i CD datog pravougaonika i ozna¢imo
presjecne tacke normale i stranica AB i CD redom sa E i F, dobit ¢emo Cetiri pravougla
trougla: AEM, BME, MCF i FDM.Oznac¢imo duZinu duzi ME sa x, a duZinu duZi MF sa y, te
uocimo da je AE = DF i EB = FC (jer su AEFD i EBCF takoder pravougaonici).
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Primjenom Pitagorine teoreme na trougao AEM dobijamo:
AE? + x? =32 (1),

a primjenom Pitagorine teoreme na trougao BME dobijamo:
EB? + x? =42 (2).

Ako iz (1) i (2) izrazimo x2 kao x? =9 — AE? i x? = 16 — EB? redom, te izjednagimo,

dobijamo:
9 — AE? = 16 — EB?,
ti. EB2 — AE? =7 (3).

Primjenom Pitagorine teoreme na trougao MCF dobijamo FC? + y? = 52, tj. (sjetimo se da
je FC = EB):

y? =25—EB? (4),



a primjenom Pitagorine teoreme na trougao FDM dobijamo DF? + y? = d?, tj. posto je
DF = AE:

y? =d?— AE? (5).

1z (4) i (5) sad slijedi 25 — EB? = d? — AE?, tj. 25 — d? = EB? — AE? (6). 1z (3) i (6) sad
slijedi:

7 =25 —d?
d? =18

Posto je d > 0 to je rjedenje ove jednatine d = V18 = 3v/2cm.

Sema bodovanja:

e Povlacenje normale kroz tacku M na stranice AB i CD (ili analogno, na stranice BC i
AD): 1 bod

e Uocavanje 4 pravougla trougla: 2 boda
e Uocavanjedaje AE = DFiEB = FC: 3 boda

e Primjena Pitagorine teoreme na dobijene pravougle trouglove i dobijanje jednacina
AE? + x? =32, EB? + x? = 42, EB? + y?> = 52, AE? + y%2 = d? (ovih ili analognih
jednacina, ako je ucenik povukao normalu na stranice BC i AD): 8 bodova

e Svodenje problema na dvije jednacine EB? — AE? = 7125 — d? = EB? — AE?: 3 boda
e Dobijanje jednacine d? = 18 : 2 boda

e Dobijanje rje$enja d = v/18 = 3v/2cm: 1 bod



Zadatak 2.

Rjesenje.

Napomena:

Na tabli je napisano 100 razlicitih proizvoljnih prirodnih brojeva. Emin je svaki napisani
broj zaokruzio jednom od tri boje: plavom, Zutom ili bijelom. Dokazati da postoji barem
12 brojeva zaokruZenih istom bojom, koji pri dijeljenju sa 3 daju isti ostatak.

Posto je napisano 100 brojeva i zaokruzeni su sa tri boje, te posto je 100 = 3-33 4 1,
po Dirichletovom principu slijedi da su barem 34 broja zaokruZena istom bojom (dakle,
34 ili vise brojeva je zaokruzeno istom bojom). Oznacimo sa S skup tih brojeva.

Brojevi u skupu S su ili djeljivi sa 3 (pa pri dijeljenju sa 3 daju ostatak 0), ili pri dijeljenju
sa 3 daju ostatak 1 ili daju ostatak 2. Postoje samo ove 3 opcije za ostatak. Skup S ima
minimalno 34 elementa, te posto je34 =3-11+41, to po Dirichletovom principu
postoji barem 12 brojeva u skupu S koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3. Ti brojevi su
svakako zaokruZeni sa istom bojom (jer su svi iz skupa S), $to znaci da u pocetnom skupu
od 100 brojeva postoji barem 12 brojeva koji su zaokruZeni istom bojom i daju isti
ostatak pri dijeljenju sa 3.

Moglo se na analogan nacin prvo zakljuciti da postoje barem 34 broja na tabli koji daju
isti ostatak pri dijeljenju sa 3, a zatim da medu tim brojevima postoji barem 12 brojeva
koji su zaokruzeni istom bojom.

Sema bodovanja:

Zaklju¢ak da su po Dirichletovom principu barem 34 broja zaokruzena istom bojom: 9
bodova

Zakljucak da postoje samo 3 opcije za ostatak pri dijeljenju sa 3: ostatak O, ostatak 1 i
ostatak 2: 2 boda

Zakljucak da je po Dirichletovom principu onda barem 12 brojeva zaokruzeno istom
bojom i daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3: 9 bodova

Analogno bodovanje je u sluc¢aju ako ucenik prvo zakljuci da postoje barem 34 broja na
tabli koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3 (to je 2 boda + 9 bodova), a zatim da je
barem 12 tih brojeva zaokruZeno istom bojom (9 bodoval).



Zadatak 3.

Rjesenje.

Ako je x? +y? +xy =32 6x — 14y + xy = 90, izraCunati 5x + 2y (x,y su realni
brojevi).

Uocimo da se u obje date jednacine pojavljuje xy, pa éemo izraziti xy iz obje:

xy =32—x?—y?
xy =90 — 6x + 14y

Lijeve strane u ovako zapisanim jednacinama su jednake, pa moraju biti jednake i desne
strane, ¢ime dobijamo sljedecu jednacinu:

32 —x%2—y2=90—6x + 14y
—x2—y2+6x—14y—58=0
x2+y?2—6x+14y+58=0

Uo&imo da je izraz x? — 6x dio kvadrata razlike (x —3)2 = x2 —6x + 9, a izrazy? +
14y je dio kvadrata zbira (y + 7)? = y? + 14y + 49. Sad lijevu stranu gornje jednacine
moZemo zapisati ovako:

x2+y?2—6x+14y+9+49=0
(x2—6x+9)+ (y?+14y+49) =0
(x=32+@+7)2=0

Na lijevoj strani jednacine imamo zbir kvadrata realnih brojeva, i on je jednak nuli ako i
samo ako je svaki od kvadrata jednak nuli, tj. ako je (x —3)2 =0i(y + 7)2 =0, a ovo
vrijedisamozax =3iy = —7.

Sad mozZemo izraCunati traZzenu vrijednost: 5x + 2y =5-3+2:(=7) =15-14 = 1.

Sema bodovanja:

e Izraziti xy iz obje date jednacine te izjednaciti odgovarajuce strane (ili na neki drugi
nacin dobiti novu jednacinu, sa eliminisanim xy): 3 boda

e Srediti dobijenu jednacinu: 1 bod

e Prepoznati i zapisati kvadrate binoma (x — 3)2i(y + 7)2: 6 bodova (ako uéenik
uoti samo jedan kvadrat binoma, npr. prepozna (x — 3)?, ali ne i (y + 7)?, to su
onda 3 boda od navedenih 6 bodova)

e Dobiti jednacinu (x — 3)% + (y + 7)? = 0: 2 boda

e Zakljugiti da je ovo moguce samo kadaje (x —3)2 =0i(y + 7)? = 0: 4 boda

e Dobitix =3iy =—7:2boda

e Tacno izraCunati trazenu vrijednost 5x + 2y = 1: 2 boda



Zadatak 4. U trouglu ABC tezisSna duz BD je dva puta kraéa od stranice AB. Ugao £ZABD iznosi 40°.
Odrediti veli¢inu ugla £ ABC.

Rjesenje. I nacin:
Produzimo tezisnu duz BD u smjeru poslije tacke D za njenu duzinu tj. dobivamo tacku
E tako da je BD = DE kao na narednoj slici.

B

Zbog AD = CD i BD = DE, novodobiveni ¢etverougao ABCE je paralelogram (jer mu se
dijagonale polove). Poznato svojstvo paralelograma je da su mu naspramne stranice
paralelne i jednake duzine.
Trougao ABE je jednakokraki jer je BE =2 -BD = 2 -% = AB.
U tom jednakokrakom trouglu je: <BAE = <AEB = ~> _;ABE = 1802_40 =70".
Zbog BC || AE (naspramne stranice paralelograma) i zajednic¢ke duzi BE (s tackom D na
njoj) je *DBC = <AEB = 70° (uglovi sa paralelnim kracima).
Finalno, #ABC = <ABD + «DBC = 40" + 70" = 110"
Napomena: Zaklju¢ak da je *xDBC = 70° se moZe dobiti i iz podudarnosti trouglova
BDCiADE.

Sema bodovanja:

e Dodati tacku E na produZetku teZisSne duzi BD tako da je BD = DE: 3 boda

e  Zakljuciti da je ¢etverougao ABCE paralelogram: 4 boda

Zakljuciti da je trougao ABE jednakokraki: 3 boda

IzraCunati XAEB: 3 boda

Zakljuciti da su <DBC i X¥AEB podudarni kao uglovi sa paralelnim kracima: 4 boda
Izracunati veli¢inu traZzenog £ABC: 3 boda



Il nacin:

Na stranici AB trougla ABC dodamo tacku E tako da je AE = BE (tacka E je na sredini
te stranice) kao na narednoj slici.

C

Trougao BED je jednakokraki jer je BE = % = BD.

180°—<ABD _ 180°—40 o

U tom jednakokrakom trouglu je: «BED = <BDE = > > =70.

DuZ DE spaja sredista dvije stranice trougla ABC (stranice AB i AC). Takva duzZ se naziva
srednjom linijom trougla i njeno poznato svojstvo je da je ona paralelna s trecom
stranicom istog trougla (stranicom BC).

Zbog BC || DE i zajedni¢ke duzi BD je *BDE = <DBC = 70° (uglovi sa paralelnim
kracima).

Finalno, #ABC = <ABD + <DBC = 40" + 70" = 110°.

Sema bodovanja:

e Dodati tacku E na stranici AB trougla ABC tako da je AE = BE: 3 boda

e  Zakljuciti da je trougao BED jednakokraki: 3 boda

e lzracunati <BDE: 3 boda

e Zakljuciti da je DE srednja linija trougla ABC i konstatovati da je ona paralelna sa
stranicom trougla BC: 4 boda

e Zakljuciti da su «<DBC i <BDE jednaki kao uglovi s paralelnim kracima: 4 boda

e Izracunati veliinu trazenog 2ABC: 3 boda



Zadatak 5. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da jea+ b =ab —bcic+ 1je kvadrat prostog
broja. Dokazati da je barem jedan od brojeva ab ili a + b potpun kvadrat.

Rjesenje. Oznatdimo ¢ + 1 = p? (gdje je p prost broj) = ¢ = p? — 1.

Uvrstimo navedeno u zadanu jednakost a +b = ab — bc, a zatim istu dodatno
transformisemo kako slijedi:

a+b=ab-b(p*-1)
a+b=ab—bp®+b
bp? =a(b—1)
Primijetimo da je b # 1, jer bi onda desna strana bila 0, a lijeva strana prirodan broj.

Kako su ocigledno brojevi b — 1i b relativno prosti (NZD(b — 1,b) = 1), ¢lan (b — 1)
koji se nalazi s desne strane jednakosti mora biti djeljitelj lijeve strane bp?, odnosno
zbog NZD(b —1,b) = 1, b — 1 mora biti djeljitelj od p?. Kvadrat bilo kojeg prostog
broja ima tri djeljitelja: 1,p i p2.

Ukolikojeb—1=1 = 2p?=a = ab=2p%-2=4p%=(2p)%
Ukolikojeb—1=p = (p+ Dp?=ap = a=p*+p
> a+b=p*+p+p+1=p*+2p+1=(p+1)*
Ukolikojeb —1=p? = (p?+ Dp? =ap? 2a=p*+1
= ab=@*+D@P*+1) = (P*+1)°

¢ime je dokazana tvrdnja i u ovome slucaju, te samim time sumarno dokazana i tvrdnja
zadatka.

Sema bodovanja:

e Transformisati zadanu jednakost u oblik bp? = a(b — 1): 3 boda

e Dokazati da slucaj b = 1 nema rjesenja: 1 bod

e Objasnitidaje NZD(b —1,b) = 1za b > 2, te da zbog toga b — 1|p?: 5 bodova
(alternativno, u¢enik moze jednacinu zapisati u obliku p? + (b — 1)p? =
a(b — 1), te odatle zakljugiti da b — 1|p?, medutim, ukoliko u¢enik pogresno
zaklju¢i da da b — 1 dijeli p? iz razloga $to b — 1 ne dijeli b, ne dobija ovih 5
bodova, ali mu se priznaju dalji zakljucci)

e Zaklju¢iti da b — 1 moZe uzimati vrijednosti 1, p i p?: 3 boda

e Dokazati da je ab potpun kvadratzab — 1 = 1: 2 boda

e Dokazati da je a + b potpun kvadrat za b — 1 = p: 3 boda

e Dokazati da je ab potpun kvadrat zab — 1 = p?: 3 boda
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ZADACI S RIESENJIMA | SEMOM BODOVANIJA

IX razred

Zadatak 1. U koordinatnoj ravni sa ishodistem u tacki O data je prava p koja sijeCe x-osu u tacki
A = (3,0), a y-osu u tacki B (pri cemu je y koordinata tacke B negativna) tako da je
povrsina trougla AOB jednaka 6. Odrediti obim i povrsinu ¢etverougla OABD, pri ¢emu

je tacka D presjek prave y = %x — 1isimetrale duZi OB.

Rjesenje. Povrsina trougla AOB jednaka je P = M%, odakle je |yg| = 4, tj. yg = —4.
Dakle, B = (0, —4).

Simetrala duZi OB je pravay = —2. Presjek te prave i prave y = %x — 1 je tacka

p(-3.-2)

Povrsina cetverokuta OABD jednaka je zbiru povrsina trouglova OAB i ODB.
Imamo

4 5
o 0Bl %3

paje
POABD=6+5=11'



Obim Oppp etverougla OABD jednak je OA + AB + BD + DO. Imamo:

pa je
OOABD =8 + V4‘1.

Sema bodovanja.

e izracunavanje tacke B: 2 boda

e uocavanje da je simetrala duZi OB zapravo prava y = —2 (ili uo¢avanje da ¢e y koordinata tacke
D biti —2): 4 boda

e izracunavanje tacke D: 4 boda

e izracunavanje povrsine Cetverougla OABD: 4 boda

e izracunavanje obima cetverougla OABD: 6 bodova



Zadatak 2. Petorka brojeva sastoji se od 5 medusobno razli¢itih prirodnih brojeva. Neki prirodan

broj se moze nalaziti u visSe petorki. Za svake dvije petorke vrijedi da postoje tacno 4
broja koja se nalaze u obe te petorke (npr. {1,6,7,10,15},{1,6,7,10,21},{6,7,10,15,21}
su tri validne petorke).

a) Dokazati da je moguce napraviti 2023 petorke.

b) Ako na raspolaganju imamo samo brojeve 1,2,3,4,5,6 koliko najvise petorki je
moguce napraviti (pri ¢emu se svaki od navedenih brojeva mora nalaziti bar u jednoj
petorci)?

c¢) Ako na raspolaganju imamo samo brojeve 1,2,3,4,5,6,7 koliko najvise petorki je
moguce napraviti (pri ¢emu se svaki od navedenih brojeva mora nalaziti bar u jednoj
petorci)?

Rjesenje.

a)

b)

Petorke mozemo napraviti na sljededi nacin:
{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,4,7},{1,2,3,4,8}, ...,{1,2,3,4,2027}.

Nabrojano je ukupno 2023 petorki, a ocigledno vrijedi da svake dvije petorke imaju tacno 4
broja (brojeve 1,2,3,4) zajednicka i da su brojevi u svakoj petorci razliciti.

MoZemo napraviti najviSe 6 petorki. Naime, primijetimo da bilo koja dva podskupa od 5
elemenata skupa {1,2,3,4,5,6} imaju tacno 1 element razli¢it, odnosno imaju tacno 4 elementa
zajednicka. Ovo nam govori da ¢e svi uslovi biti zadovoljeni ako uzmemo sve petorke od po 5
elemenata skupa {1,2,3,4,5,6}, a sa druge strane oligledno je nemogude napraviti vise petorki
od toga. Dakle, to su petorke:

{1l2’3’4’5}’ {1l2l3’4’6}’ {1l2l4I5I6}’ {1F3F4I5I6}’ {2F3F4I5'6}'

MoZemo napraviti 3 petorke: {1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,4,7}. DokaZimo da je nemoguce
napraviti 4 ili viSe petorki. Pretpostavimo suprotno, da su napravljene bar 4 petorke od brojeva
1,2,3,4,5,6,7. Neka su prve dvije petorke A = {a,b,c,d,e}i B ={a,b,c,d, f}, pricemuje e #
f. Oznacimo sa g preostali sedmi broj. Neka je C petorka koja sadrzi broj g. Kako g nije
zajednicki element petorke C sa petorkama A i B, preostala 4 broja iz C se moraju nalazitiiu A i
u B, odnosno to moraju biti brojevi {a, b, ¢, d} iz ¢ega slijedida je C = {g,a,b, c,d}.
Posmatrajmo sada Cetvrtu petorku D. Ova petorka ne moZe sadrZavati broj g, jer bi inace
slicnom logikom kao maloprije zakljucilida D = {a, b, ¢, d, g}, sto je kontradikcija, jer su tada
petorke C i D iste. Po3to ne sadrzi g, onda D mora sadrZavati preostala 4 broja iz C, tj. brojeve
{a, b, c,d}. Medutim, sada D ve¢ ima 4 zajednicka elementa i sa A i sa B, pa ne smije sadrzavati
ni broj e ni broj f (u suprotnom bi D sa nekim od A ili B imao 5 zajedni¢kih elemenata). Ovo je
kontradikcija, jer sada D nema petog elementa.

Sema bodovanja.

a) konstrukcija i dokaz ispravnosti 2023 petorke: 5 bodova

b) zakljucak da su svi petoclani podskupovi validne petorke: 3 boda
prebrojavanje takvih petorki: 1 bod

c) validna konstrukcija 3 petorke: 2 boda

dokaz da se ne moZe napraviti 4 ili vise petorki: 9 bodova



Zadatak 3. Rijesiti sistem jednacina u skupu realnih brojeva:

1
b =5-
a+po+c P

13
2+ bP+ct=11—
a c 16

a® = bc.

Rjesenje. Pretvorimo prvo mjesovite razlomke u razlomke. Dakle, rjeSavamo sistem:

fbhyc=2t
a C—4

189

2 2 2
+ b2 42 =—
a c 16

a’? = bc.
Prvo ¢emo odrediti broj a na dva nacina.
1. nadin:
Kvadriranjem prve jednadzbe sistema dobivamo:

441

a2+b2+cz+2(ab+bc+ca)=1—6.

Odatle je, na osnovu druge jednadzZbe sistema,

63
ab+bc+ca=§,

pa na osnovu trece jednadzbe sistema slijedi

63
ab+ac+a2=§,

tj.
63
alb+c+a)=—.
8
Odatle je
B 63 21 _ 3
=8 Ty
2. nadin:

Uvrstavajudi a? = bc u drugu jednadzbu dobivamo:

189

b%+c*+bc=—y
(o c 16

.



189
2 _ = —
(b+c)*—bc 6

Iz prve jednadzbe je b + ¢ = % — a, aznamo i da je bc = a?, pa iz prethodnoga imamo

(21 ) 2_189
4 a a—16.

Odatle lako slijedi a = % .

. Y .. 3. S ‘ . . N -
Sada iz uvrstavajucia = Slizprvei treée jednadzbe dobivamo sistem dviju jednadzbi s

dvije nepoznate:

bic=2
€T3

bc =

O

oy N L y . 9 . y
Rjesavajuci ga metodom supstitucije, primjerice uvrstavajuci ¢ = o U Prvu jednadzbu,

dobivamo:

4b% —15b+ 9 = 0. (x)
Broj b ¢emo takoder odrediti na dva nacina:
1. nadin:

Srednji ¢lan 15b éemo rastaviti tako da je proizvod ta dva ¢lana jednak proizvodu prvog i
zadnjeg €lana, tj. 9 - 4b? = 36b2. To mozemo postiéi kao —15b = —12b — 3. Jednacinu
(*) moZemo zapisati kao 4b? — 12b — 3b + 3, tj. kao

4b(b—-3)—3(b—3)=0 <
(4b—-3)(b—4)=0.
2. nadin:

Nakon dijeljenja sa 4 (mada moZemo i bez dijeljenja), moZzemo nadopuniti jednacinu do

potpunog kvadrata. Jednacinu (*) moZemo zapisati kao h? — %Sb + z =0, tj. kao

3
b=~ =0.



Primijetimo da smo na oba nacina dosli do dvije mogucnosti:

a) b = 3, odaklejec = %;

b)b = %, odakle jec = 3.

Dakle, sistem ima dva rjesenja: (a, b,c) = (g, 3,%) i(a,b,c) = (g,%, 3).

Sema bodovanja.

izracunavanje broja a: 10 bodova
I nacin:

o izraGunavanje izraza ab + bc + ca: 2 boda
o uvritavanje bc = a? u prethodni izraz i faktorizacija na a(a + b + ¢): 7 bodova

o . 3
O izracunavanjea = - 1 bod
Il nacin:

o zapisivanje druge jednadzbe kao (b + c¢)? — bc: 4 boda
o izrazavanje izraza (b + c)? — bc preko a: 5 bodova

o . 3
o izraCunavanje a = - 1 bod

izracunavanje brojeva b i c: 10 bodova
o svodenje na sistem dvije jednadZbe sa dvije nepoznate: 1 bod
o izrazavanje jedne varijable preko druge i uvrstavanje u drugu jednacinu (tj. svodenje na
jednacinu sa jednom nepoznatom): 3 boda
o rje$avanje jednacine 4b%? — 15b + 9 = 0 (ili ekvivalentne jednacine sa c), te dobijanje
rjeSenja: 6 bodova



Zadatak 4. Nadi sve uredene parove prirodnih brojeva (x, y) za koje vrijedi da je 2xy potpun

kvadrat nekog prirodnog broja, a x? + y? je prost broj.

Rjesenje. Po pretpostavci je 2xy = n? za neki prirodan brojn, a x? + y2 = p za neki prost broj p.

Sada je
(x+y)?2=x%2+y%2+2xy=p+n?

odakle je, prebacivanjem n? na lijevu stranu i upotrebom formule za razliku kvadrata,
x+y—n)(x+y+n)=p.

Kakojex+y+n>0ip > 0,slijedidamoraix +y —n > 0. Kako je p prost broj, iz
prethodnog slijedi da je jedan od faktorax + y —n,x + y + n jednak 1, a da je drugi
jednak p.

Kako je x +y +n > x + y — n, zaklju€ujemo da mora biti
x+y—n=1,
x+y+n=p.

Sabirajuci ove dvije jednakosti, dobivamo

2x+2y=p+1,

tj.

2x + 2y =x*+y* +1,
a to je ekvivalentno sa
x-1D?+@-12=1.

Kako su x i y prirodni brojevi, odavde slijedi

x—1=0iy—1=1

ili

x—1=1iy—-1=0,
tj. (x,y) = (1,2) ili (x,y) = (2,1).

Provjerom se utvrdi da takvi parovi (1,2) i (2,1) zaista zadovoljavaju uvjete zadatka.

Sema bodovanja.

dobijanje jednacine (x + y)? = p + n?: 3 boda

faktorizacija prethodne jednacine preko razlike kvadrata: 2 boda

ispravan zakljuc¢ak da je jedini mogucislu¢ajx +y—n=1ix +y +n = p: 7 bodova
dobijanje jednacine (x — 1)? + (y — 1)? = 1: 5 bodova

dobijanje rjesenja (x,y) = (2,1) i (x,y) = (1,2): 2 boda

provjera rjeSenja: 1 bod



Zadatak 5.

Rjesenje.

Dat je pravougaonik ABCD. Tacka E leZi sa one strane prave BC na kojoj nisu tacke A i
D, tako da vrijedi BE = BA i CE = CB. Poznato je da je povrsina pravougaonika ABCD
Cetiri puta veca od povrsine trougla BCE. Ako je duZina stranice AD = 10, odrediti
duZinu duZi AE.

Iz uslova zadatka je AD = BC = CE = 10. Neka je M sredina stranice BE. Tada, posto
je trougao CBE jednakokraki, duz CM je zapravo i visina u trouglu CBE. Imamo da je
povrsina pravouganika jednaka 10 - AB = 10 - BE, a povrsina trougla CBE jednaka je

CM-BE . .. .
—, — paiz uslova zadatka vrijedi

CM - BE
10-BE=4-T,

tj. CM=5=BZ—C. Iz Pitagorine teoreme u trouglu CMB dobijamo i—EzBMz

V102 — 52 = 54/3, tj. AB = BE = 10+/3.

307

D C
-60°
90 M
30
30° 90°
A B

Posmatrajuci pravougli trougao BCM, oufavamo da je kod njega kateta CM duplo
manja od hipotenuze BC, sto znadi da taj trougao ima uglove 30° 60° 90°, odnosno
£MBC = 30°,2MCB = 60°.

Kako je CB = CE, to su i uglovi £CBE i «£BEC jednaki, pa je £BEC = 30°. S druge
strane, imamo da je ZABE = 90° 4+ 2CBE = 90° 4+ 30° = 120°, a kako je AB = BE,
slijedi da je £BAE = £BEA = 30°. Dakle vrijedi ZBEC = 30° = £BEA, patacke E,C,A

leZe na istoj pravoj. Sada je AE = AC + CE = \/102 + (10\/5)2 + 10 = 30.

Sema bodovanja.

e uvodenje tacke M: 1 boda

e dobijanje CM = BZ—C: 2 boda

e zakljucak da su uglovi u trouglu BMC jednaki 30°,60° 90°: 5 bodova
e dobijanje £BEC = 30°: 2 boda

e dobijanje ZBEA = 30°: 2 boda

e dokaz datacke A, C, E leZe na istoj pravoj: 5 boda

e izracun AE: 3 boda



