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Federalno takmicenje iz matematike ucenika srednjih Skola odrZano je na Prirodno-
matematickom fakultetu u Sarajevu, 16.4.2022. godine. Na takmicenju je ucestvovalo 130
ucenika koji su odabrani na kantonalnim takmicenjima, kao i na kvalifikacionom takmicenju.
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Esmir Pilav, a ispred takmicarske komisije Admir BeSirevic.
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Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

ZADACI

| razred

a) Faktorisati na linearne faktore izraz
-3n% —4n? + n + 2.
b) Odrediti sve realne brojeve n za koje nejednakost
n?—1)-x<-3n>—4n?+n+2

vrijedi za svaki pozitivan realan broj x.

Dokazati da ne postoje cijeli brojevi m i n takvi da vrijedi
(m+n+2)?=3(mn+1).

U skupu realnih brojeva rijesiti jednacinu [x]° + {x}> = x5.

Napomena: Sa | x| oznacavamo cijeli dio broja x, tj. najvedi cijeli broj koji nije veci
od x. Na primjer: [3.14| = 3, [-3.14] = —4,|3] = 3. Sa {x} oznatavamo
razlomljeni dio broja x, tj. {x} = x — [x]. Na primjer: {3.14} = 0.14,{-3.14} =
0.86,{3} = 0.

Neka je t tangenta u tacki B na opisanu kruznicu oStrouglog raznostrani¢nog
trougla AABC. Tacka H je ortocentar tog trougla, a K podnoZje normale iz H nat.
Ako je L sredina stranice AC, dokazati da je trougao ABKL jednakokraki.

Plo¢a formata 13 X 13 je podijeljena na jedini¢ne kvadrati¢e. Ana na raspolaganju
ima beskona¢no mnogo figurica formata 1 X 3, te k L —figurica (L —figurica je
figurica koja se dobije kada se iz kvadrata formata 2 X 2 ukloni neki kvadratic).
Figurice se smiju rotirati. Dino i Ana igraju igru. Dino prekrizi jedan kvadrati¢ (po
svom izboru), a Anin cilj je da poploca ostatak ploce. Prilikom poplocavanja figurice
se ne smiju preklapati, te ne smiju izlaziti van okvira ploce.

a) Dokazati daza k = 1 Dino moze prekriziti neki kvadratic¢ tako da Ana ne moze
ispuniti cilj.

b) Dokazati da za k = 2 Ana mozZe ispuniti svoj cilj bez obzira koji kvadrati¢ Dino
prekrizio.



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

Il razred

U cetverouglu ABCD vrijedi AB || CD,BC =CD =10 i AD L BD. Neka je §
presjek dijagonala AC i BD, a P srediste duzi BD. Ako je CP = 8, odrediti duZine
duzi PSiDS.

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da je a < 2b. Poznato je da se pri dijeljenju
broja a sa ¢ dobija ostatak r, pri dijeljenju broja a sa b se dobija ostatak 2r, a pri

dijeljenju broja b sa c se dobija ostatak r. Dokazati da je broj asz prirodan i djeljiv

Sa C.

Za cijele brojeve a, b vrijedi da je broj a + b rje3enje jednacine x? + ax + b = 0.
Odrediti maksimalnu vrijednost koju broj b?> moze uzeti.

Dat je raznostrani¢ni trougao AABC. Tacke A4, B;,C; su redom sredista
izlomljenih linijja C —A—B,A—B —C,B — C — A. Prava p, sadrzi tacku A; i
paralelna je simetrali ugla 2CAB, prava p,, sadrzi tacku B, i paralelna je simetrali
ugla £ABC, a prava p. sadrzi tacku C; i paralelna je simetrali ugla ZBCA. Dokazati
da se prave p,, Py, P Sijeku u jednoj tacki, te da ta tacka pripada pravoj T1, gdje
suT il redom teziste i centar upisane kruznice trougla AABC.

U jeziku J svaka rijec je niz slova a i b, i svaka rije¢ ima barem jedno i najvise 13
slova. Poznato je da se nadovezivanjem dvije rijeci jezika JJ uvijek dobija rije¢ koja
nije u jeziku J (drugim rijeima, ako su X1X5 ... X; | Y12 ... Y, rijeci iz J, tada
X1X5 . X V12 - Yp NE pripada J). Koliko najvise rije¢i moZe sadrZavati jezik (J?



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

Il razred

Akojesina + cosfB = aicosa +sinf = b, gdje su a i b realni brojevi takvi da
je a® + b% # 0, izraunati sin(a — B).

Dat je Spil koji se sastoji od 2022 karte na kojima su napisani brojevi 1,2, ...,2022
(svaki broj se pojavljuje tacno jednom). Mirko i Emil igraju igru. U jednom potezu
Mirko odabere kartu sa brojem a iz Spila, a potom Emil odabere kartu sa brojem
b iz ostatka $pila. Emil onda na tablu napi$e ta¢no jedan od trinoma x2 —ax + b
ilix2 — bx + a, po svom izboru. Karte sa brojevima a i b se odstrane iz $pila. Ovaj
proces se nastavlja sve dok se Spil ne isprazni. Emil pobjeduje ako na kraju svaki
trinom napisan na tabli ima cjelobrojna rjeSenja, a u suprotnom pobjeduje Mirko.
Koji igra€ ima pobjednicku strategiju?

Neka je M sredina hipotenuze AB pravouglog trougla ABC. Tacka P je izabrana na
kateti CB tako da je CP: PB = 1: 2. Prava kroz vrh B sijece duzi AC,AP i PM u
tackama X,Y i Z, redom. Dokazati da simetrala ugla £PZY prolazi kroz tacku C
ako i samo ako simetrala ugla £PYX prolazi kroz tacku C.

Naci sve prirodne brojeve n > 1 takve da brojevi n, ¢p(n) i d(n) €ine aritmeticki
niz u nekom poretku, pri cemu je ¢(n) broj prirodnih brojeva manjih ili jednakih
od n i relativno prostih sa n, dok je d(n) broj prirodnih djelioca broja n.

Za dati prirodan broj n kazemo da je realan broj x n-dobar ako postoji n prirodnih
brojeva a4, as, ..., a, takvih da je

1 1 1
xX=—+—+ - +—
a, a; an

Nadi sve prirodne brojeve k za koje je sljedeéa tvrdnja tacna:

Ako su a i b realni brojevi takvi da zatvoreni interval [a, b] (ovaj interval ukljucuje
i brojeve a i b) sadrzi beskona¢no mnogo 2022-dobrih brojeva, onda interval
[a, b] sadrZi bar jedan k-dobar broj.



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

IV razred

Polinom f(x) = x*+ ax®+ bx? + cx +d ima realne koeficijente i vrijedi
f(2i) = f(2 + i) = 0. Odrediti vrijednost a + b + ¢ + d.

Da li brojevi v/3, v/5 iv/7 mogu biti ¢lanovi (ne nuzno uzastopni) istog aritmetitkog
niza? ObrazloZiti.

Neopadajuéi niz {a, },=1 prirodnih brojeva je takav da a,, dijeli n? za sve prirodne
brojeve n. Ukoliko nisu svi ¢lanovi niza jednaki 1, dokazati da vrijedi jedna od
sliedeée dvije tvrdnje:

a) Postoji prirodan broj n, takav da je a,, = n za sve prirodne brojeve n = n,.
b) Postoji prirodan broj n, takav da je a,, = n? za sve prirodne brojeve n > n,.

Dat je trougao AABC i njegova opisana kruznica I'. Neka je tacka D podnoZje visine
iz vrha A trougla AABC, a tacke M i N sredine stranica AB i AC, redom. Neka je Q
tacka na kruznici I" dijametralno suprotna tacki A i neka je tacka E sredina duZi
DQ. Pokazati da se prave okomite na duzi EM i EN utackama M i N, redom, sijeku
na pravoj AD.

U redu se nalazi n = 3 neobojenih Zetona. Igra¢i A i B igraju igru u kojoj
naizmjenicno boje po jedan neobojeni Zeton u jednu od 3 odredene boje. Igrac¢ A
pocinje prvi i igra zavrSava kada su svi Zetoni obojeni. Igra¢ A pobjeduje ako
postoje 3 susjedna Zetona razliCite boje, a u suprotnom pobjeduje igra¢ B. Za koje
n igrac€ A ima pobjednicku strategiju?



RjeSenja zadataka i Sema bodovanja za | razred

Zadatak 1. a) Faktorisati na linearne faktore izraz
—3n3—4n? +n+ 2.
b) Odrediti sve realne brojeve n za koje nejednakost
n?—-1)x<-3n>—4n?+n+2
vrijedi za svaki pozitivan realan broj x.
RjeSenje: a) Imamo
—3n3—4n’+n+2=-3n-3n -n’—n+2n+2
=-3n’(n+1)—-nn+1D+2(n+1) =mn+1)(-3n>—n+2)
=(m+1)(-3n?-3n+2n+2)=m+1(-3n(n+1) +2(n+1))
= (n+ 1)2(2 - 3n).
b) Datu nejednakost moZzemo zapisati u obliku

m—1Dn+1)-x<n+ 1?2 -3n).

Za n = —1, nejednakost se svodi na 0 < 0, sto nije tacno. Za n = 1, nejednakost
se svodi na 0 < —4, Sto takoder nije ta¢no, pa je n + +1. Razlikujemo sada tri
sluéaja:

1° n > 1. Nakon skradivanja san + 1 > 0 nejednakost postaje
nm—-1)-x<m+1)(2-3n).
Kako jen — 1 > 0, to je ova nejednakost ekvivalentna sa

< n+1)(2 —3n).
n—1

(n+1)(2-3n)

Medutim, za bilo koje n moZemo naci pozitivho x > —

, pa trazena

nejednakost nece vrijediti za svako pozitivno x.



2° — 1 < n < 1. Nakon skraéivanjasan + 1 > 0 nejednakost postaje
m—1)x<m+1)(2-3n).
Kako jen — 1 < 0, to je ova nejednakost ekvivalentna sa

s (n+1)(2—3n).
n—1

Ova nejednakost ¢e vrijediti za svako pozitivno x ako i samo ako vrijedi

(n+1)(2-3n) (n+1)(2-3n)

< 0 (jer ako je > 0, postojat ¢e pozitivno x manje od

n-—1 n-—1
(n+112(+3n))_ Kakojen+1>0in—1 <0, posljednja nejednakost ¢e vrijediti za

2-3n=20,tn< g Dakle, u ovom slucaju je rjeSenje n € (—1,%].

3° n < —1. Nakon skraéivanja san + 1 < 0 nejednakost postaje
n—-1)-x>Mn+1)(2—-3n).
Kako jen — 1 < 0, to je ova nejednakost ekvivalentna sa

L < (n+1)(2—3n).
n—1

Medutim, kao u prvom sluc¢aju zaklju¢ujemo da za bilo koje n moZzemo nadi
(n+1)(2—-3n)

pozitivno x tako da vrijedi x > , pa u ovom sluc¢aju nemamo rjesenja.

Dakle, sva rjeSenjasun € (—1, %]

Sema bodovanja:

e 3 boda za dio pod a), pri ¢emu ucenik dobija 2 boda ako dode do oblika
(n+1)(-3n2-—n+2)

e 1 bod za pravilno razdvajanje slu¢ajeva za n (potrebno je da se vidi da u¢enik razumije
da je bitno kojeg je predznaka izraz sa kojim ce dijeliti)

e 3bodazarjeSavanjesludaja—1 <n<1

e 3 boda za rjeSavanje slu¢ajevan > 1in < —1, pri ¢emu slu¢ajn > 1 nosi 1 bod, a
slu¢ajn < —1 nosi 2 boda (ova dva slu¢aja se mogu objediniti ukoliko ucenik posmatra
sluéajn? > 1,tj. [n| > 1)

Napomena: U dijelu pod b), zaklju¢ak da je n # +1 ne nosi bodove. Medutim, ukoliko
ucenik ne provijeri te slucajeve, maksimalno moZze osvojiti 9 bodova



Zadatak 2. Dokazati da ne postoje cijeli brojevi m i n takvi da vrijedi
(m+n+2)2=3(mn+1)

RjeSenje: Pretpostavimo suprotno. Imamo da 3|(m + n + 2)?, pa 3|m + n + 2, odakle
9|(m + n + 2)2. Tada vrijedi i 9|3(mn + 1), odakle slijedi 3|mn + 1. Dakle,
vrijedi3lm+n+2i3|mn + 1.

Iz 3|mn + 1 slijedi da broj mn daje ostatak 2 pri dijeljenju sa 3. To je moguée samo
ako jedan od brojeva m i n daje ostatak 1, a drugi ostatak 2 pri dijeljenju sa 3.
Medutim, u tom slucaju broj m + n + 2 daje ostatak 2 pri dijeljenju sa 3, sto je
kontradikcija.

Dakle, pretpostavka da brojevi s datom osobinom postoje dovela je do
kontradikcije, pa zaklju¢ujemo da oni ne postoje.

Sema bodovanja:

e 1 bod zazaklju¢akda 3|m +n + 2

e 3 boda za zaklju¢ak da 3|mn + 1

e 4 boda za zaklju¢ak da jedan od brojeva m i n daje ostatak 1, a drugi ostatak 2 pri
dijeljenju sa 3

e 2 boda za privodenje dokaza kraju



Zadatak 3.

RjeSenje 1:

U skupu realnih brojeva rijeiti jednacinu [x]° + {x}°> = x°.

Napomena: Sa | x| oznacavamo cijeli dio broja x, tj. najvedi cijeli broj koji nije veci
od x. Na primjer: |3.14]| =3, |-3.14| = —4,[3] = 3. Sa {x} oznacavamo
razlomljeni dio broja x, tj. {x} = x — [x]. Na primjer: {3.14} = 0.14,{-3.14} =
0.86,{3} = 0.

Imamo Ix]°+ {x}°=x5=(Ix] + {xD° = |x]>+ 5 |x]* - {x}+ 10 |x]3 -
{(x}>+10-|x)? - {x}®*+5-|x] - {x}* + {x}°, odakle dobijamo 5-|[x]-{x}-
(xP+2|x)?-{x}+2|x] {x}?> + {x}3) = 0. Kao u prvom rjedenju, za x| =
0 imamo rjesenje x € [0,1), a za {x} = 0 imamo rjesenje x € Z. U suprotnom,
imamo da vrijedi |[x]3 + 2 [x]?-{x}+ 2" |x] - {x}* + {x}3 = 0. Ovu jednakost
moZemo zapisati u obliku 0= [x]3+{x}3+ 2 |x]?-{x}+ 2 |- {x}? =
(L) + D Ax)® = [x] - {3 + {32 + 2 |x] - {ed(x] + D) = (Ix

ODUx)? + x| {x}+ {x32) = x - (Ix)? + |x] - {x} + {x}?). Rje§enje x = 0 smo
ve¢ dobili, a na dva nacina éemo pokazati da je nemoguée da vrijedi |x|? + |x] -
{x}+ {x}*=0.

Inaéin: Imamo |x|? + [x] - {x} + {x}* = [x]* + |x] - {x} + = {X} + Z{x}2 = ([xJ +

2
%) + %{x}z- Kako je {x} > 0, prethodni izraz ne moze biti jednak nuli.

Il nadin: Datu jednakost moZemo zapisati u obliku (|x| + {x})? = [x] - {x}, tj.
x? = |x] - {x}. Kako je lijeva strana pozitivna i {x} > 0, to mora vrijediti i |x] > 0.
Medutim, kako je x = 1 (jer je |x]| # 0), to je x > {x}, pa kako je x > |x]| (jer je

{x} # 0), to je x2 > |x] - {x}, $to je kontradikcija.

Sema bodovanja:

2 boda za dobijanje jednakosti 5|x|-{x} - (|x]>+2-|x)?-{x}+2-|x] - {x}*+
{x}*) =0

1 bod za zakljuéak da svi cijeli brojevi x (tj. {x} = 0) jesu rjeSenje zadatka

1 bod za zaklju¢ak da svi realni brojevi x € [0,1) (tj. |[x] = 0) jesu rjeSenje zadatka

2 boda za svodenje na oblik |x]? + [x] - {x} + {x}?> = 0 u sluéaju kad je {x} # 0 i
|x] # 0 (1 bod ako se samo dode do oblika ([x] + {x})([x]? + |x] - {x} + {x}?) i ne
zakljuéi se da je sluéaj x = |x| + {x} = 0 vec obraden)

4 boda za dokaz da je nemoguée da vrijedi |x]? + [x] - {x} + {x}* = 0



RjeSenje 2:

Imamo
{xP =x°—[x]° = (x = [xDOx* + 23 - x| + 22 - [x]* + x - [x]? + |x]*)
={x}-(x*+ 23 |x] +x2 |x)? +x - |x]® + |x]Y).

Ako je {x} = 0, tada ova jednakost ocigledno vrijedi, pa su svi cijeli brojevi x
rje$enje jednacine. Za {x} # 0 nakon skradivanja sa {x} dobijamo {x}* = x* + x3 -
lx] + x2 - [x]? + x - |x]® + |x]*. Za |x] = 0 je {x} = x, pa jednakost vrijedi, tj. svi
realni brojevi iz intervala [0,1) su takoder rjesenje. S druge strane, za |x| # 0 su
brojevi x i | x] istog predznaka, pa su svi sabirci u sumi x* + x3 - |x] + x2 - [x]? +
x - |x]? pozitivni, odakle je {x}* > [x]|*. Medutim, o¢igledno je 1 > {x}*i [x]|* >
1, pa je prethodna jednakost nemoguca.

Dakle, rjesenjasux € Z U (0,1).

Sema bodovanja:

2 boda za dobijanje jednakosti {x}° = {x}- (x* +x3[x] +x%-[x]? +x-|x|® +
c]*)

1 bod za zaklju¢ak da svi cijeli brojevi x (tj. {x} = 0) jesu rjeSenje zadatka

1 bod za zaklju¢ak da svi realni brojevi x € [0,1) (tj. |x] = 0) jesu rjeSenje zadatka

1 bod za zaklju¢ak da su u suprotnom brojevi x i | x| istog predznaka

3 boda za zakljuéak da su svi sabirci u sumi x* +x3-|x] +x?|x]? +x - |x]3
pozitivni

2 boda za zavrSetak dokaza



Zadatak 4.

Rjesenje 1:

Neka je t tangenta u tacki B na opisanu kruZnicu ostrouglog raznostrani¢nog
trougla AABC. Tacka H je ortocentar tog trougla, a K podnoZje normale iz H na t.
Ako je L sredina stranice AC, dokazati da je trougao ABKL jednakokraki.

Neka su AD, BE i CF visine trougla AABC. Primijetimo da tacke D i F pripadaju
kruznici sa pre¢nikom AC, pa je Cetverougao CAFD tetivni, odakle je ZBDF =
180° — 2CDF = £CAB. (1) Kako je L centar te kruznice, to je LF = LD, tj. tacka
L pripada simetrali duZi DF. (*)

Dalje, primijetimo da tac¢ke D, F, K pripadaju kruZznici sa pre¢nikom BH, odakle je
Cetverougao DFBK tetivni. Medutim, kako po teoremi o uglu izmedu tangente i
tetive vrijedi ZKBD = £CAB = 4BDF (zbog (1)), to je BK||DF, tj. ¢etverougao
DFBK je trapez. Kako je on pri tome i tetivni, to je jednakokraki trapez. To znadi
da se simetrale duZi BK i DF poklapaju, pa zbog (*) tacka L pripada simetrali duzi
BK, odakle je LB = LK, tj. trougao ABKL je jednakokraki, Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

1 bod za zaklju¢ak da je LD = LF

2 boda za zaklju¢ak da tacke D, H, F, B, K pripadaju istoj kruznici

1 bod za zaklju¢ak da je BK||DF

2 boda za zaklju¢ak da je ¢etverougao DFBK jednakokraki trapez

4 boda za zakljuéak da duzi KB i DF imaju istu simetralu stranice, te da je zbog toga
LB = LK (ili npr. dokazivanje podudarnosti trouglova ALFB i ALDK)



Rjesenje 2:  Neka je O centar opisane kruznice trougla AABC, a S sredina duzi BH. Kako je t
tangenta opisane kruznice, to je t okomito na BO. S druge strane, poznato je (a

slijedi iz sli¢nosti troglova BHC i OLM, gdje je M sredina stranice AB), da vrijedi
OL = % = BS, pa kako su OL i BS paralelne (obje su okomite na AC), to je

Cetverougao LOBS paralelogram. Zbog toga je LS||OB, pa je LS okomito na t.

S druge strane, ako je T sredina duzi BK, tada je ST srednja linija trougla AHBK,
pa je ST||HK, odakle je ST okomito na t. Dakle, i LS i ST su okomite na t, pa je to
ustvari jedna prava, odakle je LT okomito na t. Sada je u trouglu ALBK prava LT i
tezisni i visina, pa je taj trougao jednakokraki, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e 1 bod za uvodenje tacke O i zakljucak da je OB okomito na t

e 3 boda za uvodenje tacke S i zaklju¢ak da je ¢etverougao LOSB paralelogram (ne
dobijaju se bodovi ako se samo navede da vrijedi OL = %)

e 1 bod za zaklju¢ak da je LS okomitona t

e 3 boda za uvodenje tatke T i dokazivanje da su tacke L,S,T kolinearne (ili
ekvivalentno, definisanje tacke T kao presjeka LS sa T i dokazivanje da je T sredina)

e 2 boda za zavrSetak dokaza



Zadatak 5. Plo¢a formata 13 X 13 je podijeljena na jedini¢ne kvadratice. Ana na raspolaganju
ima beskona¢no mnogo figurica formata 1 X 3, te k L —figurica (L —figurica je
figurica koja se dobije kada se iz kvadrata formata 2 X 2 ukloni neki kvadratic).
Figurice se smiju rotirati. Dino i Ana igraju igru. Dino prekrizi jedan kvadrati¢ (po
svom izboru), a Anin cilj je da poploc¢a ostatak ploce. Prilikom poploc¢avanja figurice
se ne smiju preklapati, te ne smiju izlaziti van okvira ploce.

c) Dokazati daza k = 1 Dino moze prekriziti neki kvadratic¢ tako da Ana ne moze
ispuniti cilj.

d) Dokazati da za k = 2 Ana moZe ispuniti svoj cilj bez obzira koji kvadrati¢ Dino
prekriZio.

Rjesenje: a) Dino ce prekriziti kvadrati¢ oznacen na slikama. Posmatrajmo bojenje ploce na
lijevoj slici. Imamo 57 kvadrata koji su obojeni bojom 1, 56 kvadrata obojenih
bojom 3 i 55 kvadrati¢a obojenih bojom 2.

1/2|3|1|2|3|1|2|3|1|2|3]|1 103213 [2|1|3|2|1]|3]|2]1
2(3[1(2(3]1 312|312 2|1[3]2]1]3 1(3[2(1(3]2
3(1(2(3|1|2(3|21|2(3|1|2|3||3]2|1|3|2|1|3|2|1|3|2]|1]3
1/2|3|1|2|3|1|2|3|1|2|3]|1 103213 |2|1|3|2|1|3]|2]1
2 (31|23 |1|2|3|1|2|3|1]|2 2|1 (3|21 |3 |2|1|3|2|1]|3]2
3(1(2(3|1|2(3|21|2(3|1|2|3||3]2|1|3|2|1|3|2|1|3|2]|1]3
1023 |1|2|3|1|2|3|1|2]|3]|1 103213 |2|1|3|2|1|3]|2]1
2 (3|1 |23 |1|2|3|1|2|3|1]|2 213|213 |2|1|3|2|1]|3]2
3(1(2(3|1|2(3|21|2(3|1|2|3||3]2]1|3|2|1|3|2|1|3|2]|1]3
1/2|3|1|2|3|1|2|3|1]|2]|3]|1 103213 |2|1|3|2|1]|3]|2]1
2 (3|1 |2|3|1|2|3|1|2|3|1]|2 2013|213 |2|1|3|2|1]|3]2
3(1(2(3|1|2(3|21|2(3|21|2|3||3]2]1|3|2|1|3|2|1|3|2]|1]3
1/2|3|1|2|3|1|2|3|1]|2]|3]|1 103213 |2|1|3|2|1]|3]|2]1

Svaki 3 X 1 pravugaonik koji stavimo na plocu, prekrit ¢e po jedan kvadrati¢ svake
boje. Posto kvadrati¢a obojenih bojom 1 ima za dva vise od onih obojenih bojom
2, a kvadrati¢a obojenih bojom 2 ima za jedan manje od onih bojom 3, znaci da

¢emo L —figuricom morati pokriti dva kvadrati¢a boje 1, te jedan boje 3. Ovo znaci

da ¢e L —figurica biti okrenuta na sljedeci nacin:

Medutim, ako pogledamo desnu sliku, primjeéujemo da imamo identi¢an broj

kvadrati¢a obojenih bojama 1, 2, 3 kao i u prethodnom bojenju, sto znaci da ¢éemo



L —figuricom opet morati prekriti dva kvadrati¢a boje 1, i jedan boje 3. Medutim,
to je nemogude uraditi ako se L-figurica postavi na nacin kao u prethodnom

bojenju. Dakle, Ana ne moze poplocati plocu.

b) Posmatrajmo oblik na lijevoj strani sacinjen od 3 X 1 pravugaonika. On na plo¢i
13 X 13 ostavlja prazan kvadrat dimenzija 7 X 7. MoZemo ga zarotirati tako da ne

pokriva kvadrati¢ koji je Dino prekriZio.

Posmatrajmo sada oblik u sredini sacinjen od 3 X 1 pravugaonika. Rotiranjem
ovog oblika moZzemo poplocati dio kvadrata dimenzija 7 X 7 u kojem se ne nalazi
prekrizeni kvadrati¢. Na ovaj na¢in nam ostaje kvadrat dimenzija 4 X 4 koji nije

poplocan, a sadrzi prekrizeni kvadratié.

Posmatrajmo sada oblik na desnoj strani sacinjen od tri 3 X 1 pravugaonikaijedne
L —figurice. Poplo¢ajmo preostali 4 X 4 kvadrat ovim oblikom, tako da nam
kvadrat koji je prekrizen ostane nepokriven (Sto opet moZzemo postici rotacijom).
Na ovaj nacin preostaje kvadrat 2 X 2 koji sadrzi prekrizeni kvadrati¢, Sto znaci da
nam preostaje da poplo¢amo samo jos dio ploce koji je i dimenzija i oblika kao jo$
jedna preostala L —figurica, koju imamo na raspolaganju. Dakle, u ovom slucaju

Ana moZze poplocati plocu.

Sema bodovanja:
Dio pod a) nosi 5 bodova, i to:

e 1 bod za bojenje ploce sa 3 boje i krizanje kvadrati¢a koji nije obojen bojom koje je
najvise



e 1 bod za zaklju¢ak u kojem smjeru mora biti okrenuta L —figurica
e 3 boda za drugo bojenje i dobijanje kontradikcije

Dio pod b) nosi 5 bodova, i to:

e 2 boda za svodenje na plocu 7 X 7 koja sadrzi prekrizeni kvadrati¢ (pri cemu nije
iskoristena niti jedna L —figurica)

e 1 bod za svodenje na plo€u 4 X 4 koja sadrzi prekrizeni kvadrati¢ (pri ¢emu nije
iskoristena niti jedna L —figurica)

e 2 boda za zavrSetak dokaza



Rjesenja zadataka i Sema bodovanja za Il razred

Zadatak 1. U cetverouglu ABCD vrijedi AB || CD,BC =CD =10 i AD 1 BD. Neka je S
presjek dijagonala AC i BD, a P srediste duzi BD. Ako je CP = 8, odrediti duZine
duzi PSiDS.

Rjesenje: Kako je trougao ABCD jednakokraki, vrijedi CP L BD. Primjenom Pitagorine
teoreme na trougao APCD dobijamo PD? = CD? — CP? = 102 — 82 = 36, paje

PD = 6. Dalje, iz AB || CD slijedi ZABD = £PDC (transverzalni uglovi), Sto uz
BD

2ADB = £CPD = 90° daje AADB~ADPC. 1z posljednje sli¢nosti imamo% =5

Kako je P srediste duzi BD, to je % = 2,paje i?—g = 2, odnosno AD = 16.

A B

Posmatrajmo trouglove ADS i CPS. Vrijedi ZADS = £CPS = 90°i £ASD =

£CSP (unakrsni uglovi), pa je AASD~ACSP. Odavde slijedi = = 2> = = = 2,
odnosno DS = 2 - PS.1zDS + PS = PD sada dobijamo 3 - PS = 6, odnosno

PS=2iDS =4.

Sema bodovanja:
e Zaklju¢ak CP L BD: 1 bod
e IzraCunavanje duzine duzi PD: 1 bod

e Zakljucak AADB~ADPC (ili AADB~ABPC), te dobivanje odnosa %: 3 boda
e Zakljucak AASD~ACSP, te dobivanje odnosa 2—;: 3 bodova

e lzracunavanje duZina duzi DS i PS: 2 boda



Zadatak 2.

Rjesenje:

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da je a < 2b. Poznato je da se pri dijeljenju
broja a sa c dobija ostatak r, pri dijeljenju broja a sa b se dobija ostatak 2r, a pri

dijeljenju broja b sa c se dobija ostatak r. Dokazati da je broj asz prirodan i djeljiv

Sa C.

Kako broj a pri dijeljenju sa b daje ostatak 2r, to je 2r < bia = bq + 2r, za neko
q € Ny. Medutim, kako je a < 2b,tojeq < 2,paq € {0,1}.

Zaq = 0 je a = 2r.Kako broj a pri dijeljenju sa c daje ostatak r, toje broja —r =
2r — r = r djeljiv sa c. Medutim, kako se pri dijeljenju b sa c dobija ostatak r, to
jer < ¢, odakle slijedi r = 0, Sto je nemoguce zbog a = 2r.

a+b a+a-2r v . .
T: > =a—r=b+r, sto je prlrodan

broj djeljiv sa c (jer a daje ostatak r pri dijeljenju sa c, pa je broj a — r djeljiv sa c).

Zaqgq=1jea=>b+2r.Sada je

Sema bodovanja:

3 boda za zaklju¢ak dajea = 2rilia = b + 2r (tj. dajeq = 0ilig = 1)
4 boda za odbacivanje slu¢aja a = 2r
3 boda za rjeSavanje slu€ajaa = b + 2r



Zadatak 3.  Za cijele brojeve a, b vrijedi da je broj a + b rje$enje jednatine x? + ax + b = 0.
Odrediti maksimalnu vrijednost koju broj b?> moze uzeti.

Rjesenje: Posto je a + b rjeSenje date jednatine, vrijedi: (a + b)? + a(a + b) + b = 0 tj.
2a® +3ab+ b*+b =0.

Posmatrajmo kvadratnu jednacinu:

2x%+3bx +b%*+b=0.
Znamo da je rjeSenje ove jednacine a. Dakle, ona ima cjelobrojno rjesenje sto
implicira da je njena diskriminanta D potpun kvadrat. Neka je D = m?, gdje je
m = 0.

9b2 —-8b*—-8b =m? &

b2 —8b+16=m?+16 ©
(b—4)>—-m?=16
b—4-m)(b—4+m)=16.
Posto su b i m cijeli brojevi, imamodasuib —4 —mib — 4 + m cijeli brojevi.
Dalje,izm = O slijedib —4 + m = b — 4 — m, $to znadi da su mogudi sljededi
slucajevi:
(b—4-m,b—4+m)e€{(1,16),(2,8),(+4 £ 4),(-8,-2),(-16,-1)}

Akojeb—4—m=1ib— 4+ m = 16, oduzimanjem ove dvije jednakosti
dobijamo 2m = 15, §to je nemogude.

Akojeb—4—m=—-16ib —4 + m = —1, oduzimanjem ove dvije jednakosti
dobijemo da je 2m = 15, sto je nemoguce.

Akojeb—4—m = 2ib— 4+ m = 8, oduzimanjem ove dvije jednakosti
dobijemodaje2m =6,pajem =3ib =9.

Akojeb—4—m=4ib— 4+ m = 4, oduzimanjem ove dvije jednakosti
dobijemodaje2m =0,pajem=0ib = 8.

Akojeb—4—m = —4ib — 4+ m = —4, oduzimanjem ove dvije jednakosti
dobijemodaje2m =0,pajem=0ib = 0.
Akojeb—4—m = —-8ib—4+ m = —2, oduzimanjem ove dvije jednakosti

dobijemodaje2m =6,pajem =3ib = —1.
Dakle, b € {—1, 0, 8,9}, pa je maksimalna vrijednost od b? jednaka 92 = 81.
Sema bodovanja:

e Uvrstavanje a + b u pocetnu jednacinu, i sredivanje izraza: 2 boda

e Posmatranje dobijenog izraza kao kvadratnu jednacinu po a: 2 boda

e Zakljucivanje da korijen diskriminante od novonastale kvadratne jednacine mora
biti nenegativan cijeli broj: 1 boda



e Kvadriranje korijena diskriminante i dodavanje 16 da bi dobili potpun kvadrat: 2
boda

e Faktorisanje razlike kvadrata: 1 bod

e Razmatranje svih sluc¢ajeva i dobivanje ta¢nog rezultata: 2 boda

Napomena: Jednakost 2a? + 3ab + b? + b = 0 se moZe dobiti i primjenom Vijetovih pravila.
Takoder, ta jednacina se moZe rijesiti uvodenjem najveceg zajednickog djelioca brojeva a i b, pri
¢emu je neophodno posebno razmotriti slu¢ajevea = 0ib = 0.



Zadatak 4.

Rjesenje:

Dat je trougao ABC. Tatke A;,B;,C; su redom sredista izlomljenih linija
CAB,ABC,BCA. Prava p, sadrzi tacku A, i paralelna je simetrali ugla ZCAB, prava
pp sadrzi tacku B; i paralelna je simetrali ugla £ABC, te prava p. sadrzi tacku Cj i
paralelna je simetrali ugla ZBCA. Dokazati da se prave p,, Py, P Sijeku u jednoj
tacki, te da ta tacka pripada pravoj T1, gdje su T i I redom tezZiste i centar upisane
kruZnice trougla ABC.

Oznacimo duzine stranica AB, BC, CA trougla ABC redom sa c,a, b. Neka
simetrala ugla £CAB sijece stranicu BC u D, a prava p, sijeCe stranicu BC u M.
Bez umanjenja opstosti pretpostavimo b > c.

A
A
C
B D M
Na osnovu teoreme o simetrali ugla vrijedi BD 48 _ E, odnosno BD = = CD.
CD  AC b b
Imamo
BD +CD = AB &
c
5 CD+CD=a¢&
b+c
CD - =a S
b
D ab BD c ab ac
= — = - =
b+c b b+c b+c
S druge strane, kako je A; srediste izlomljene linije BAC, vrijedi CA; = BA;AC =
%. Sada iz Talesove teoreme (A;M || AD) dobijamo % = %, odnosno
b+c

CM = CD CA;  ab 7 a
B CA b+c b 2
Dakle, M je srediste stranice BC.



Ukoliko sa N oznacimo presjek pravih p,, i CA, a sa P presjek pravih p. i AB,

analogno dobijamo da su N i P redom sredista stranica CA i AB.
A

B B, M C
LBZAC. Zbog

MN || AB (MN je srednja linija) vrijedi £ZMNC = £BAC. Ugao £MNC je vanjski za
LBAC _ LBAC

trougao MNA,, pa je 2A{MN = £MNC — £MA;N = £BAC — . S

Kako je prava A;M paralelna simetrali ugla £CAB, vrijedi ZNAM =

A




Kako iz paralelograma APMN imamo £PMN = £PAN = £BAC, to dobijamo da

je prava M A, simetrala ugla ZPMN. Analogno dobijamo da su prave NB; i PC;

redom simetrale uglova ZMNP i £NPM. Zaklju¢ujemo, ove tri prave se sijeku u

centru upisane kruznice trougla MNP.

Oznacimo tacku presjeka pravih p,, pp, D sa S. Pokazimo da ona pripada pravoj

T1. Posmatrajmo homotetiju H (T, —2), gdje je T teZiste trougla ABC. Poznato je
BT _ CT

da vrijedi AL BT 2, pa ova homotetija slika trougao MNP u trougao
™ TN TP

ABC. Zato centar upisane kruZnice trougla MNP slika u centar opisane kruZznice
trougla ABC, odnosno tacku S slika u tacku I. Zakljucujemo da su tacke S i [
kolinearne s centrom homotetije, tj. da tacka S pripada pravoj T1.

Sema bodovanja:
e lzrazavanje duzina duzi BD i CD preko duZina stranica trougla: 1 bod
e Dobivanje relacije i—l\; = %z 1 bod
e ZakljuCak da prave pg, Py, P polove naspramne stranice: 2 boda
e Zaklju¢ak da je p, simetrala ugla ZPMN (ili ekvivaletan zakljuéak): 1 boda
e Zaklju¢ak da se p,, pp, P Sijeku u centru upisane kruznice trougla MNP: 2
boda
e Posmatranje homotetije H (T, —2): 2 bod
e Zakljucak da prava TI sadrzi tacku presjeka p,, pp, 0 1 bod



Zadatak 5.

Rjesenje:

U jeziku (J svaka rijec je niz slova a i b, i svaka rije¢ ima barem jedno i najvise 13
slova. Poznato je da se nadovezivanjem dvije rijeci jezika JJ uvijek dobija rije¢ koja
nije u jeziku J (drugim rijeima, ako su xX1X5 ... Xpn | Y12 ... Y, rijeci iz J, tada
X1X5 . X V12 - Yp NE pripada J). Koliko najvise rije¢i moze sadrzavati jezik (J?

Odgovor je 21* — 27 rijeéi.

Kako su na raspolaganju dva slova, broj moguéih rije¢i duzine k je 2%, pa rijeci
duZine izmedu 1i 13 ukupnoima 21 + 22 + ... + 213 = 214 — 1,

Posmatrajmo sve moguce rijeci duzine barem izmedu 7 i 13. Njih ukupno ima
2% 1 -2+ 224+ +2) =2 -1-(27-1) =2"-27. Kako se
nadovezivanjem dvije rijei duZine barem 7 dobija rije¢ duZine barem 14, to jezik
J moze sadrzavati sve ove rijeci. Dakle, broj 21* — 27 se moze dostiéi.

PokaZzimo sada da je ovaj broj zaista maksimalan moguci broj rijeci. Pretpostavimo
suprotno, tj. da jezik J sadrzi viSe rijeci . Tada J sadrzi rije¢ x duZine manje od 7
(jer smo prethodno pokazali da moze sadriavati najvise 2% — 27 rije¢i duZine
barem 7). Posmatrajmo parove rijeci (y, xy) gdje je y proizvoljna rije¢ duZine 7, a
xy rije¢ dobijena nadovezivanjem rijei x i y. Ovih parova ima onoliko koliko ima
rije¢i duZine 7, tj. ima ih 27. Za svaki ovakav par rije¢i najvise jedna moZze biti u
jeziku J (u suprotnom su u jeziku rijeci x, y i xy Sto je kontradikcija s uslovom), tj.
barem po jedna rijec iz svakog ovakvog para nije u J. Dakle, u ovom slucaju jezik
J moze sadrzavati najvise 21 — 1 — 27 < 21 — 27 rijedi, $to je kontradikcija s
pretpostavkom da sadrzi vise od 2% — 27 rije¢i.

Ovim je pokazano da je trazeni najvedi broj rijeci u jeziku J jednak 2% — 27.

Sema bodovanja:

e QOdredivanje broja rijec¢i duzine izmedu 1i13: 1 bod

e Navodenje konstrukcije kojom se dostize 21% — 27 rije¢i: 2 boda

e Dokaz da je konstrukcija validna: 1 boda

e Tvrdnja da u suprotnom J sadrii rije¢ x duzine manje od 7: 1 bod

e Nadovezivanje svih rijeci duZine 7 na x: 3 boda

e Kompletiranje dokaza da J ne moZe sadriavati vise od 21* — 27 rije¢i: 2 boda



Zadatak 1.

RjeSenje:

Rjesenja zadataka i Sema bodovanja za lll razred

Akojesina + cosfB = aicosa +sinf = b, gdje su ai b realni brojevi takvi da
je a? + b? # 0, izralunati sin(a — B).

Kvadriranjem zadanih jednakosti dobivamo:

a’ = sin? a + cos? B + 2sina cos §

b? = cos? a + sin? B + 2 cos a sin
Sabiranjem gornjih jednakosti, uz primjenu osnovnog trigonometrijskog
identiteta, dobivamo

2 + 2(sinacos B + cosasinB) = a? + b?,
pa primjenom adicione formule za sinus i dijeljenjem dobivamo:
a? + b?

-1
2

sin(a + B) =

Oduzimanjem tih jednakosti, uz primjenu adicione formule za kosinus, formule
za kosinus dvostrukog ugla, formule za pretvorbu zbira/razlike u proizvod,
Cinjenice da je sinus neparna funkcija i gore izraunate vrijednosti za sin(a + ),
dobivamo:

a’? — b? =sin? a — cos? a + cos? B — sin? B + 2(sina cos f — cosa sin B) =
= cos2f3 — cos2a + 2sin(a — B) =

= 2sin(a + B) sin(a — B) + 2sin(a — B) =

= 2sin(a — B)[sin(a + B) + 1] =

_ a?+b?>
= 2sin(a — B) = sin(a — B)(a? + b?),
odakle je
aZ _ bZ
sin(a - ﬁ) = m

Sema bodovanja:

kvadriranje zadanih jednakosti: 1 bod

dobivanje relacije 2 + 2(sina cos B + cos a sin ) = a? + b?: 1 bod
izracunavanje sin(a + £): 1 bod

dobivanje relacije a? — b? = cos 28 — cos 2a + 2 sin(a — ): 2 boda
dobivanje relacije a? — b? = 2 sin(a + B) sin(a — B) + 2 sin(a — ): 3 boda
izracunavanje sin(a — [): 2 boda



Zadatak 2. Dat je Spil koji se sastoji od 2022 karte na kojima su napisani brojevi 1,2, ...,2022
(svaki broj se pojavljuje tacno jednom). Mirko i Emil igraju igru. U jednom potezu
Mirko odabere kartu sa brojem a iz Spila, a potom Emil odabere kartu sa brojem
b iz ostatka $pila. Emil onda na tablu napi$e ta¢no jedan od trinoma x? — ax + b
ilix2 — bx + a, po svom izboru. Karte sa brojevima a i b se odstrane iz $pila. Ovaj
proces se nastavlja sve dok se Spil ne isprazni. Emil pobjeduje ako na kraju svaki
trinom napisan na tabli ima cjelobrojna rjeSenja, a u suprotnom pobjeduje Mirko.
Koji igra€ ima pobjedni¢ku strategiju?

Rjesenje: Ako Mirko odabere kartu s brojem a, Emil moze odabrati kartu s brojem b = a +
1 i formirati trinom

x>’ —(a+Dx+a
Cije su nule cijeli brojevia i 1.

Emil takoder mozZe odabrati kartu s brojem b = a — 1 i formirati kvadratni
trinom

x?—ax+a-1
Cije su nule cijeli brojevia — 1 1.

U svakom koraku, ako je a paran, Emil mozZe odabrati a — 1, a ako je a neparan
broj, Emil moZe odabrati a + 1. Na taj nacin osigurava da ¢e u svakom koraku,
sve do kraja kada preostanu dvije karte, moéi odabrati jednu od dvije karte koje
su u Spilu bile susjedne karti koju je odabrao Mirko.

Dakle, Emil ima pobjednicku strategiju.

Sema bodovanja:

e zakljucak da ukoliko Mirko odabere broj a, Emil moze odabrati brojeve a + 1 ilia —
1 i formirati kvadratni trinom sa cijelim rjeSenjima: 6 bodova
e uparivanje brojeva (2k, 2k — 1) i krajnji zaklju€ak: 4 boda



Zadatak 3.

Rjesenje:

Neka je M sredina hipotenuze AB pravouglog trougla ABC. Tacka P je izabrana na
kateti CB tako da je CP: PB = 1: 2. Prava kroz vrh B sijec¢e duzi AC,AP i PM u
tackama X,Y i Z, redom. Dokazati da simetrala ugla £PZY prolazi kroz tacku C
ako i samo ako simetrala ugla £PY X prolazi kroz tacku C.

Primijetimo da je tvrdnja da tacka C leZi na simetrali ugla £PZY ekvivalentna tome
da je C jednako udaljena od pravih ZP i ZY. Sli¢no, tvrdnja da tacka C lezi na
simetrali ugla £PYX je ekvivalnetna tome da je C jednako udaljena od pravih YP
i YX. Dokazat ¢éemo da neovisno od odabira prave BX, tacka C je jednako udaljena
od pravih ZP i YP, iz Cega Ce slijediti tvrdnja zadatka (jer ako je C na simetrala ugla
£PZY,toznaéidajed(C,ZP) = d(C,ZY), pri éemu je d funkcija udaljenosti tacke
od prave, a kako je d(C,ZP) = d(C,YP) dobijamo d(C,YP) = d(C,YX) pajeCi
na simetrali ugla £PYX, a sli¢no vrijedi i u obrnutom smjeru).

B

M

Preslikajmo tacku A preko C u ta¢ku A'. Tada je BC teZi$nica u trouglu A’AB, a
kako je BP: PC = 2:1, to je tacka P teZiSte ovog trougla. Ovo znaci da su tacke
A',P i M kolinearne, jer je M sredina stranice AB. Sada, kako su trouglovi A'CP i
ACP podudarni (SUS), toje zA'PC = £APC, tj. taka C leZi na simetraliugla A'PY.
Medutim, ovo nam govori da je ta¢ka C jednako udaljena od pravih PA" i PY,
odnosno pravih PZ i PY, sto smo i htjeli dokazati.

Sema bodovanja:

opazanje da je dovoljno dokazati da je C jednako udaljena od PY i PZ {ili
ekvivalentna tvrdnja): 3 boda

dodavanje tacke A’ i dokaz da je P teZiste trougla BAA': 3 boda

dokaz da su tacke A, P i M kolinearne: 2 boda

dokaz da je ZA'PC = £CPA i krajnji zakljucak: 2 boda



Zadatak 4.

Rjesenje:

Naci sve prirodne brojeve n > 1 takve da brojevi n, ¢(n) i d(n) €ine aritmeticki
niz u nekom poretku, pri éemu je ¢(n) broj prirodnih brojeva manjih ili jednakih
od n i relativno prostih sa n, dok je d(n) broj prirodnih djelioca broja n.

Pretpostavimo da ova tri broja ¢ine aritmeticki niz. Posto je oCiton > ¢p(n) in >
d(n) razlikujemo dva slucaja:

1° poredak u aritmetickom nizu je ¢p(n) < d(n) < n, tj. vrijedi d(n) = %(n) (*
). Ovo znaci da je d(n) > 2 Kako su svi djelioci broja n koji su manji od n, ujedno

manji ili jednaki g, to generalno vrijedi da je d(n) < g-&- 1. Dakle, vrijedi% <

d(n) < %+ 1, pa mora vrijediti d(n) = g + 1, tj. n je djeljiv sa svim brojevima

1,2, ,g i n. Ovo nam prvo govori da n mora biti paran. Neka je n = 2k.
Primijetimo da n = 2 ne zadovoljava uslove, jer brojevi 2,2,1 ne Cine aritmeticku
progresiju. Zan > 2, po§tog— 1 =k —1|n = 2k, dobijamo da k — 1|2k —
2(k—1)=2,tj.k —1€{1,2}. Zak = 2 dobijamon = 4, aza k = 3, dobijamo
n = 6. Provjerom utvrdujemo da za n = 4, 6 brojevi ¢(n), d(n) i n zaista ¢ine
aritmeticki niz.

2° poredak u aritmeti¢kom nizu je d(n) < ¢(n) < n, tj. vrijedi p(n) = n+z(n) (*

). Neka jen = py'py? ...p,* za proste brojeve p; < p, < -+ < py i prirodne
brojeve ay, a5, ..., aj. Poznato je (Eulerova funkcija) da je ¢p(n) =

(P1 = 1) . (0 — D pe ™ 1z (%) slijedi da je ¢p(n) > %, §to nam govori
da n mora biti neparan broj (jer ukoliko je n = 2k, tada brojevi 2,4, ...,2k sigurno
nisu relativno prosti sa n, pa je ¢p(n) < g). Sada iz 2¢p(n) = n + d(n) i ¢injenice
da je n neparan broj, zaklju¢ujemo da je i d(n) neparan broj, sto nam govori da
je n potpun kvadrat, tj. ay, a5, ..., @i = 2. Poznato je daje d(n) =

(g + D(ay, + 1) ...(ap + 1), pa () postaje:

2(py = 1) o (pe — Dt pet
= pIpS2 L p* + (ay + D(ag + 1) ... (@ + 1.

Ovo nam govori da pfl_lpgz_l ...p,f"_1|(a1 + 1D (ay + 1) ...(a + 1), paje

p TS L pB T < (g + D)(ap + 1) ... (ay + 1). Medutim, kako za p; > 3
(n je neparan) i a; = 2 vrijedi )oiai_1 > 3% 1 > @, + 1 (zadnja nejednakost
vrijedi, jer za a; = 2 je 3 = 3, a povedavanjem «; za 1, desna strana se poveca za
samo jedan, dok se lijeva strana pomnozi sa 3, pa e lijeva strana biti strogo veca
od desne), pri cemu jednakost vrijedi samozap; = 3ia; = 2 (zap; = 5, na
pocetku vrijedi stroga nejednakost p; > 3, pa Ce vrijediti i za vece «;, a vidjeli
smo da za p; = 3 jednakost vrijedi samo na pocetku za a; = 2), moZzemo



zakljuciti da n smije imati samo jedan prosti djeliocp; =3 idajea; = 2,tj.n =
9. Provjerom utvrdujemo da zan = 9 brojevi d(n), ¢(n) i n zaista ¢ine
aritmeticki niz.

Dakle, brojevi n za koje vrijedi tvrdnja zadatka sun = 4, 6, 9.

Sema bodovanja:

e rjeSavanje prvog slucaja: 4 boda
o zaklju¢akda 1,2, ,g moraju dijeliti n: 2 boda
o zakljucak da su jedine mogucnostin = 2,4, 6: 2 boda
e rjeSavanje drugog slucaja: 6 bodova
o dokaz da sunid(n) neparnibrojevi: 1 bod
o dokazdasuay,...,ar = 2:1bod
o dokaz da je (*) mogucde jedino zan = 9: 4 boda (pri ¢emu se dodjeljuju
parcijalni bodovi ukoliko u¢enik dobije samo kona¢no mnogo mogucénosti za

n, pri cemu broj bodova moze biti od 0 do 4, u zavisnosti od koliko slu¢ajeva
ucenik dobije)

Napomena: zaklju¢ak dajen > ¢(n) in > d(n) ne nosi bodove, medutim ako ucenik
ne napomene ovo, najvise moze osvojiti 9 bodova.



Zadatak 5.

RjeSenje:

Za dati prirodan broj n kazemo da je realan broj x n-dobar ako postoji n prirodnih
brojeva a4, a,, ..., a, takvih da je

1 1 1
X=—+—++—
a, a; an

Nadi sve prirodne brojeve k za koje je sljededa tvrdnja tacna:

Ako su a i b realni brojevi takvi da zatvoreni interval [a, b] (ovaj interval ukljucuje
i brojeve a i b) sadrZi beskonacno mnogo 2022-dobrih brojeva, onda interval [a, b]
sadrZi bar jedan k-dobar broj.

Dokazat éemo da tvrdnja vrijedi za sve k > 2021. Posmatrajmo sljedece slucajeve:

1° k = 2022. Uzmimo proizvoljan 2022-dobar broj x € [a, b]. Imamo da vrijedi
X = i + i + cee + 1
az

za neke prirodne brojeve ay, ..., @3¢22. Medutim, onda je

ai a2022
. 1,1 1 1 1 1 .
ix=—+—+--+ v ———— pri
a; az azoz1  (k—2021)azezz  (k—=2021)azoz2 (k—2021)azo22
Y . 1 T _
¢emu se sabirak ————— pojavljuje k — 2021 puta. Ovo nam govori da je x
(k=2021)azo22

ujedno i k-dobar broj.

2° k < 2020. Posmatrajmo interval [a, b] = [2021,2021 + Klo]' Ovaj interval
sadrzi beskona¢no mnogo 2022-dobrih brojeva (naime, svi brojevi oblika % + % +
R % + %, gdje imamo 2021 jedinicu, a n je prirodan broj veci ili jednak 100, su

2022-dobri). Posmatrajmo neki broj x € [2021,2021 + Klo]' Pretpostavimo da
je on k-dobar, tj. x = L + L + -+ L zaneke prirodne brojeve a, ..., Q.
aq az ar
Medutim, imamo da je x = ai+i+ ---+ais 14+1+4+--4+41=k<2020,sto
1 k

az
je kontradikcija. Dakle, nijedno k < 2020 nema trazenu osobinu.

3° k = 2021. Po tekstu zadatka postoji beskona¢no mnogo 2022-torki a; =
1 1

(ai1, @iz, -, Ajz022) takvindajea < S; = Lrlyt
aix Q2 Ai2022

brojeve u svakoj ovakvoj 2022-torci, tj. pretpostavimo dajea;; < ajp; < -+ <

Q2022 (*). Posmatrajmo sada beskonacne nizove aq, ayi, asy, ---za k =

1,2, ...,2022 (tj. posmatramo nizove elemenata na prvoj poziciji u svim 2022-

torkama, na drugoj poziciji, itd.). Primijetimo da nije moguce da su svi ovi nizovi

ograniceni, jer ako je a;; < Ny, za svako i isvako k = 1,2,...,2022, onda je

2022-torki a; = (a1, @iz, -, Ajzg22) SamMo kona¢no mnogo (najvise N; - N, - ...

N,022), Sto je kontradikcija. Dakle, postoji broj 1 < t < 2022 takav da su nizovi

A1k, Aok, A3y - 2a k = t,t + 1, ...,2022 neograniceni (**) (jer ako je niz

< b. Usmjerimo



aqk, Aok, A3k, - NEOGranicen za neko k, onda je on neograniceniza k + 1, zbog
(%), aznamo da je bar jedan od posmatranih nizova neogranic¢en). Posmatrajmo

1 1 1
sadasumuW; = —+—+ -+
Qi1 Qi Ai(t-1)

(ukoliko je t = 1, ova suma je zapravo

1

jednaka 0). Imamo da S; = W; + ai + -+ € [a, b]. Ovo nam otito govori
it

QAi2022
1

da je W; < b. Medutim, kako sumu Lt mozZemo uciniti proizvoljno

it Ai2022
malom (zbog (**)) to mora vrijediti i W; = a, jer u suprotnom, ako je W; = a —
€, za neko € > 0, mogli bi uzeti dovoljno velike a;, ..., @j292, takve da je suma

ait Qi2022

je (t — 1)-dobar. Sada sli¢cno kao i prvom slucaju,zal <t —1 < 2021, broj W;
moZemo napisati kao W; = e e N M. S

ai1 (4¥] Aj(t-1) ai1 QAiz Aj(t-2)

< €, pa biimalidaje S; < a, $to je kontradikcija. Dakle, broj W;

" . , 1 T
————— + - + ———— (pri ¢emu se sabirak —————— pojavljuje
(2023-)aj(r—1) (2023-t)ajz022 (2023-0)a;(¢-1)

2023 — t puta), $to znaci da je W; 2021-dobar broj iz intervala [a, b]. S druge

strane, akojet —1=0,tj.t = 1,imamoda W; = 0 € [a, b], pa moZemo

odabrati dovoljno veliko N tako da broj T = % = % + % + -+ % takoder

2021
b
realan broj koji pripada intervalu [a, b] i koji je 2021-dobar, pa k = 2021

takoder zadovoljava uslove zadatka.

pripada intervalu [a, b] (npr. uzmemo N = [ ]). U svakom slucaju, nasli smo

Sema bodovanja:

rjeSavanje sluc¢aja k = 2022: 1 bod
rieSavanje slucaja k < 2020: 2 boda
rjeSavanje slucaja k = 2021: 7 bodova

o usmjeravanje 2022-torki i zaklju¢ak da pocevsi od nekad nizovi koji se sastoje
od elemenata na istoj poziciji u 2022-torkama moraju biti neograniceni: 4
boda
(za ovaj dio ucenici mogu dobiti parcijalne bodove za slabije, ali slicne
zakljucke)

o pronalazak broja u intervalu [a, b] koji je t dobar za 2021 > t > 0 i krajni
zakljuéak: 3 boda



RjeSenja zadataka i Sema bodovanja za IV razred

Zadatak1. Polinom f(x) =x*+ax3+bx?+cx+d ima realne koeficijente i vrijedi
f(2i) = f(2 + i) = 0. Odrediti vrijednost a + b + ¢ + d.

RjeSenje 1:  Koeficijenti polinoma su realni pa kompleksni korijeni dolaze u konjugovano
kompleksnim parovima. Zbog toga su pored 2i i 2 + i korijeni polinoma takoder i
njima konjugovano kompleksni —2ii2 —i.

Posto je polinom cetvrtog stepena (sa vodedim koeficijentom 1), nema drugih
korijena osim pomenuta Cetiri, to se on moZe napisati kao

f)=@=2)x+2)-(x-Q2+D) (x-2-0)
=(x?>+4)-(x?—4x+5)
f(x) = x* —4x3 + 9x% — 16x + 20

Zbir koeficijenataa+b+c+dje—4+9—-16+ 20 =09.

Sema bodovanja:

e zaklju¢ak dasui—2ii2 — i korijeni polinoma (3 boda)

e izraZavanje polinomakao f(x) = (x — 2i) - (x + 2i) - (x -2+ L')) . (x -2 - i))
(3 boda)

e sredivanje izraza i dobijanje f(x) = x* — 4x3 4+ 9x? — 16x + 20 (2 boda)

e dobijanje koeficijenata a, b, c, d i raCunanje vrijednostiizrazaa+ b+ c+ d (2
boda)

RjeSenje 2:  Kao u RjeSenju 1 dobijemo da je:
f)=@—-20)-x+20) - (x—2+D)-(x—2-0D)

1z f(x) = x*+ ax® + bx? + cx + d dobijamodaje f(1) =1+a+b+c+d,
pajea+b+c+d=f(1)—1, odnosno

a+b+c+d=(1-2))-1+2)-(1-2+))-(1-2-1)-1
=(1-2)-(1+2) (-1-D-(-1+) -1
=(1%+42%)-(12+13)-1=9



Sema bodovanja:

e zakljucak dasui—2ii2 — i korijeni polinoma (3 boda)

e izrazavanje polinoma kao f(x) = (x — 2i) - (x + 2i) - (x -2+ i)) . (x —(2- i))
(3 boda)

e zakljuakdajea+b+c+d = f(1) —1(2boda)

e racunanje f(1) — 1 (2 boda)



Zadatak 2.

RjeSenje:

Da li brojevi v/3, V5 i V7 mogu biti &lanovi (ne nuzno uzastopni) istog aritmetitkog
niza? Obrazloziti.

Aritmeticki niz se definiSe kao a,, = ¢ + n - d, gdje su c i d realni brojevi.

Ako su brojevi V3, V5 iV/7 Elanovi nekog aritmetickog niza, onda postoje prirodni
brojevi ny, n, i n; za koje vrijedi

V3=c+n,-d,
\/§:C+n2'd,
V7i=c+n;-d.

Ako od drugog izraza oduzmemo prvi, a od treceg izraza oduzmemo drugi,
dobijemo

\/g—\/gz (nz_nl)'d,
\/7_\/§: (n3_n2)'d.
Dijeljenjem dobijenih izraza dobijemo

\/7—\/§_Tl3—n2
V-3 mp—ng

. .. . N7-V5 . .
Ovo bi znadilo da je NG racionalan broj.

V75 . . . . . . -
Dokazaéemo da je iracionalan broj. Prvo éemo racionalizovat nazivnik

V53
\/_\/_\/_+\/_\/_+\/_—5\/_
V5-v3 V5+3 2

Sada moramo dokazati da je V35 + V21 — V15 iracionalan broj. Pretpostavimo
da je on racionalan broj, tj.

V35++121-V15=q€ Q.

Napisat ¢éemo ovu jednakost na drugi nacin i kvadrirati
V7 - (V5 +V3) = q + V15,
7- (8 + 2V15) = ¢ + 2qV15 + 15.

Sredivanjem dobijemo

56 — 15 — g2 = V15 - (2q — 14).



Lijeva strana jednakosti je racionalan broj, a desna je racionalan samo ako je g =
V7—5
V5-v3
iracionalan broj, a samim tim brojevi V3, V5 i7 ne mogu biti ¢lanovi nekog
aritmetic¢kog niza.

7. Medutim, tada ne vrijedi jednakost. Kontradikcija! Ovo znadi da je

Sema bodovanja:

e izraziti brojeve V3, V5 i V7 kao ¢&lanove aritmetitkog niza
V3=c+n,-d, \/_=c+n2-di\/7=c+n3-d(2boda)
V75 _
e dobijanje izraza B mo (2 boda)
e posmatranje racionalnosti |zraza (1 bod)

V75
e dokazdaje—=——= N iracionalan broj (5 bodova)



Zadatak 3.

RjeSenje:

Neopadajudi niz {a, },=1 prirodnih brojeva je takav da a,, dijeli n? za sve prirodne
brojeve n. Ukoliko nisu svi ¢lanovi niza jednaki 1, dokazati da vrijedi jedna od
sljedeée dvije tvrdnje:

c) Postoji prirodan broj n, takav da je a,, = n za sve prirodne brojeve n > n;.
d) Postoji prirodan broj n, takav da je a,, = n? za sve prirodne brojeve n > n,.

Primijetimo da za proste brojeve p vrijedia, = 1,a, =pilia, = p?. Buduéi da
nisu svi €lanovi niza 1 i niz je neopadajuci, za sve proste brojeve p vece od nekog t
vrijedia, =pilia, = p?. Dokazimo sada da ako je a; > k za neki prirodan broj
k, tada jeiaxyq > k + 1. Da bi to dokazali dovoljno je dokazati da vrijedi aj,; >
ay. Ako to ne bi vrijedilo, onda je a; = ay41, pa ay dijelii k? i (k + 1)?, zbog ega
dijeli i nzd (k?, (k + 1)?) = 1, $to je nemogudée. Dakle, ay,; > k + 1. Sada je i
a; >tzasvet > k,pajei a, = p? za sve proste p > k. Sada primijetimo da ako
(n+1)? < (n+1)? (n+1)2

je a, = n? da je tada : =1+5+%.Zan>2vrijedi <2,
an+1 n n n an41
2 2
paje 1) _ 1 (jer je (nt1) prirodan broj). Dakle, vrijedi a, = t? zasvet > p,
an+1 an+1

Sto je i trebalo dokazati. Ostaje slucaj kada za sve k vrijedia;, < k.Toznacida je
a, = p za sve proste p vece od nekog t. Ve¢ smo dokazali da nikoja dva susjedna
¢lana nisu jednaka, pa za svaka dva prosta p < q veca od t vrijedi p = a, <
aps1 <...< aq = q.0voznalidaje a; = i zasve Clanove izmedu. Kako ovo vrijedi
za proizvoljna dva prosta broja, a prostih brojeva ima beskona¢no mnogo,
zaklju€ujemo da je a; = i pocevsi od nekog ¢lana.

Sema bodovanja:

b
* a,
* a,

° qa
°* a,

=1l,a, =pilia, = p? za sve proste p (1 bod)

=n? = a,.; = (n+ 1)% (4 boda)

= p? za neko prosto p = a,, = n? za sve vec¢e nn (1 bod)

< apy4q1 zasve k kad je ai > 1 (1 bod)

= p za sve proste p pocevsi od nekog = a,, = n za sve n pocevsi od nekog (3

boda)



Zadatak 4.

Rjesenje.

Dat je trougao AABC injegova opisana kruznica I'. Neka je tacka D podnoZzje visine
iz vrha A trougla AABC, atacke M i N sredine stranica AB i AC, redom. Neka je Q
tacka na kruznici I" dijametralno suprotna tacki A i neka je tacka E sredina duzi
DQ. Pokazati da se prave okomite na duzi EM i EN utackama M i N, redom, sijeku
na pravoj AD.

Bez gubitka opcenitosti moZemo pretpostaviti da je AB < AC. ProduZimo visinu
AD do presjeka P sa opisanom kruznicom I'. Oznacimo sa F sredinu duZi DP. Ugao
4APQ je ugao nad pre¢nikom AQ kruznice I, paje 4APQ = 90°.Sadaje PQ || BC
jerjeiugao 4ADC = 90°.

X C

F E

=] Q

DuzZ FE je srednjica trougla ADPQ, pa je FE || PQ, odnosno FE || BC. Centar O
kruznice T je sredina pre¢nika AQ, pa je EO srednjica trougla AADQ, odakle je
EO || AD.Buduéidaje AD 1L BC,tojei OF 1 BC, paje OF simetrala stranice BC
(zbog toga Sto je O centar opisane kruznice I'). Ako sa G oznacimo presjek OF i
BC, tacka G ce biti sredina stranice BC. Dokazali smo da je GE 1L DG, kao i da je
GE || DF i FE || DG, pa je cetverougao FEGD pravougaonik. Iz pravougaonika
FEGD imamo FD = EG.

DuzZ GN je srednjica trougla AABC, paje GN = % i CGN = 4CBA. Tacka M je,
kao srediste hipotenuze trougla AABD, centar opisane kruznice oko trougla
AABD. Iz toga je DM = BM = % kaoi AMDB = ADBM = %CBA.



Primijetimo da su trouglovi AMDF i ANGE podudarni, jerje GN = DM, FD = EG
i ANGE = ACGN +90° = 4CBA +90° = AMDB + 90° = 4MDF. Odavde je
FM = EN. DuZi MN i FE su srednjice trouglova AABC i ADPQ, redom, i obje su
paralelne stranici BC, pa je FE || MN. Sada iz FM = EN i FE || MN imamo da je
Cetverougao MFEN jednakokraki trapez, a samim tim i tetivni Cetverougao.

DefiniSimo tacku X kao presjek opisane kruznice oko tetivnog Cetverougla MFEN
i prave AF. Kako je ZEFX =90° to je EX precnik kruZnice opisane oko
Cetverougla MFEN. Sada su uglovi AENX i AEM X, kao uglovi nad pre¢nikom EX,
jednaki 90°. Ovo upravo znaci da se prave okomite na duzi EM i EN u tackama M
i N, redom, sijeku u tacki X na pravoj AD.

Sema bodovanja:

e dokaz da je ¢etverougao FEGD pravougaonik (2 boda)

e dokaz da su trouglovi AMDF i ANGE podudarni (3 boda)

e zakljucak da je ¢etverougao MFEN tetivni (3 boda)

e zakljucak da je EX precnik kruznice opisane oko MFEN i da je presjek pravih
okomitih na duzi EM i EN utackama M i N, redom, upravo tacka X (2 boda)



Zadatak 5. U redu se nalazi n = 3 neobojenih Zetona. Igraci A i B igraju igru u kojoj
naizmjenicno boje po jedan neobojeni Zeton u jednu od 3 odredene boje. Igra¢ A
pocinje prvi i igra zavrSava kada su svi Zetoni obojeni. Igrac A pobjeduje ako
postoje 3 susjedna Zetona razliCite boje, a u suprotnom pobjeduje igrac B. Za koje
n igrac¢ A ima pobjednicku strategiju?

Rjesenje: Zan < 4 drugiigrac pobjeduje ponavljajuéi boju prvog iz prethodnog poteza,
bojedi bilo koji Zeton.

Primijetimo da za n = 5 pobjeduje prvi igrac. Igra¢ A u prvom potezu oboji prvi
Zeton u neku boju. Ako drugi igrac oboji 3. ili 4. Zeton on oboji drugi od ta dva u
drugu boju i tada su dva susjedna razli¢ite boje i oba susjedna njima su neobojena.
Prvi ¢e onda u sljede¢em potezu obojiti jedan od dva susjedna u tre¢u boju i
pobijediti. Ako drugi igra¢ oboji 2. Zeton, prvi ¢e obojiti 5. Zeton u drugaciju boju.
Tada drugi treba obojiti 3. ili 4. i prvi ée moci obezbijediti da suili 2., 3. i 4. razlicite
boje ili 3., 4. ili 5. razli¢ite boje (jer ¢e Zeton koji drugi odigra biti drugaciji ili od 2.
ili od 5.). Ako drugi igrac¢ oboji 5. Zeton, tada prvi boji 2. u drugaciju boju i imamo
istu situaciju.

Primijetimo da za parno n pobjeduje drugi igrac¢ (posmatranje slu¢aja n = 6 moze
pomodi da se primijeti). Drugi igrac podijeli sve Zetone u parove susjednih (1.i 2.,
3.i4, ..). Kad god A oboji jedan Zeton nekog para, B oboji drugi u istu boju. Na
kraju ée u svaka tri susjedna biti neka dva susjedna iste boje, pa pobjeduje B.

Sada primijetimo da se strategija A za n = 5 mozZe generalizovati za sve neparne.
A oboji 1. Zeton u prvom potezu, ako B. oboji bilo koji osim 2. i zadnjeg, A boji
susjedni u drugu boju tako da su s obje strane neobojeni Zetoni susjedi. Tada A u
sliede¢em potezu moze pobijediti. Ako B oboji 2., A ¢e obojiti 5. i bojit ée razne
Zetone osim 3. i 4. bilo kojim bojama dok B ne oboji jedan od njih. B ée morati prvi
obojiti jer ako samo ta dva susjedna ostanu neobojena, on ée biti na potezu. Tada
A pobjeduje kao i zan = 5. Slucaj kada B oboji zadnji Zeton je analogan (tada ¢e A
obojiti 4. od kraja).

Sema bodovanja:

e Dokaz za bilo kojen = 5 (1 bod)
e Dokaz za sve parne n (4 boda)
» Uparivanje u susjedne Zetone (1 bod od ova 4)
e Dokaz za sve neparne n (5 bodova)
* Dovoljno je prvom igracu da napravi dva susjedna razli¢ite boje kojima su susjedi
neobojeni (1 od 5 bodova)



Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika I razreda

Rang | Ime i prezime Skola 1 2 3 4 5 | Ukupno
1 Benjamin Mujki¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
2 Abdullah Fehratbegovi¢ | Druga gimnazija Sarajevo 9 10 10 | 10 1 40
3 Isa Svrakié Druga Gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 7 | 10 | 1 38
4 Vedad Kozica Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 10 0 1 31
> Faruk Ibrahimovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 10 0 30
6 AjSa Borovina Druga gimnazija Sarajevo 5 10 7 0 5 27
7 Gimnazija "Dr Mustafa Kamari¢"

Senada Zaketovi¢ GraCanica 6 10 4 2 0 22
7 Richmond Park International School

Sara Smaji¢ Sarajevo 8 9 4 1 0 22
9 Ines Jozié Druga gimnazija Sarajevo 6 10 | 3 1 0 20
10 | Muhamed Numanovié Behram-begova medresa u Tuzli 4 |10 ]| 1 0 0 15
11 | Fatih-Efe Memigevi¢ Druga Gimnazija Sarajevo 0 |10 ]| 4 0 0 14
11 | Kerim Feti¢ Prva gimnazija u Zenici 9 1 4 0 0 14
13 Op¢a realna gimnazija KSC sv. Josip

Filip Kristi¢ Sarajevo 4 1 1 0 10
14 | Eldar Hamzi¢ Srednja medicinska $kola Tuzla 4 0 2 1 0 7
15 JU Srednja elektrotehnicka skola "Salih-

Nadja Smajki¢ Salko Curi¢" Mostar 2 1 0 0 3 6
15 | Amela Smolo Gimnazija "Visoko" Visoko 3 0 3 0 0 6
15 | Lejla Baturi¢ Behram-Begova medresa u Tuzli 3 0 3 0 0 6
18 | Iman Krzali¢ Prva bonjacka gimnazija Sarajevo 4 0 0 1 0 5
18 | Kerim Fazli¢ Gimnazija "Ismet Mujezinovi¢" Tuzla 4 0 1 0 0 5
20 | Sumeja Hasanspahi¢ Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Breza 2 2 0 0 0 4
20 | Arif Begié Druga Gimnazija Sarajevo 4 0 0 0 0 4
22 | Nejla Mameledzija MijeSovita srednja $kola "Travnik" Travnik 3 0 0 0 0 3
2 JU Srednja elektrotehnicka skola "Salih-

Nadija DZolota Salko Curi¢" Mostar 3 0 0 0 0 3
22 | |lhana Kvaki¢ Gimnazija "Visoko" Visoko 3 0 0 0 0 3
22 | Amina Devedzija Druga gimnazija Sarajevo 3 0 0 0 0 3
22 | Lamija Sabitovié JU Srednja $kola Jablanica 3 0 0 0 0 3
27 | Ahmed Ibigevi¢ Druga Gimnazija Sarajevo 0 1 1 0 0 2
28 | Armin Grabovac Gimnazija "Visoko" Visoko 1 0 0 0 0 1
29 | Ajdina Herceglija Gimnazija "Visoko" Visoko 0 0 0 0 0 0
29 | Erna Hirki¢ JU "Gimnazija" Cazin 0 0 0 0 0 0
29 | Minel Vrco MijeSovita srednja $kola "Travnik" Travnik 0 0 0 0 0 0
29 Mustafa Ceho SMS "Zijah Dizdarevié" Kiseljak 0 0 0 0 0 0
29 | Selver Sarajli¢ Behram-begova medresa u Tuzli 0 0 0 0 0 0
29 | Nadira Culov STS ,Hasib HadZovi¢* 0| O 0 0 0 0

Ucenik Benjamin Mujki¢ se plasirao i na Matematicku olimpijadu BiH i na Izborno takmicenje za Balkansku
matematicku olimpijadu, dok su se uéenici Abdullah Fehratbegovi¢ i Isa Svraki¢ plasirali na Matematicku

olimpijadu BiH.




Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika Il razreda

Rang | Imei prezime Skola 1 2 3 4 5 | Ukupno
1 | lima Celjo Druga Gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 9 |10 | 2 41
5 _ . Richmond Pgrk International Secondary

Harun Alibegovi¢ School Sarajevo 10 | 10 9 0 10 39
3 Ahmed Spahié¢ Druga Gimnazija Sarajevo 10 5 10 0 9 34
4 | Asja Cati¢ Druga Gimnazija Sarajevo 10 | 6 8 1 5 30
5 Naida Gavranovi¢ Druga Gimnazija Sarajevo 7 7 8 0 5 27
6 Emina Hasanbegovi¢ | Druga Gimnazija Sarajevo 10 7 2 1 6 26
7 Emina Sulji¢ Treéa gimnazija Sarajevo 10 1 5 0 2 18
7 Sarah Mraki¢ MjeSovita srednja Skola "Travnik" Travnik 10 6 2 0 0 18
9 Tarik Agi¢ Prva boSnjacka gimnazija Sarajevo 10 2 2 0 3 17
9 Osman Puscul Gimnazija "Visoko" Visoko 10 1 4 0 2 17
11 | Imran Custovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 1 5 0 0 16
11 | Ammar Turbié¢ Gimnazija "Mustafa Novali¢" Gradadac 8 6 1 0 1 16
13 | Elmas Hamidovi¢ Srednja tehnicka $kola Zavidovigi 1 4 0 0 14
13 | Kerim Mujkanovié Gimnazija "Musa Cazim Catié¢" Tedanj 10 | O 4 0 0 14
13 | Fatima Huskanovié Behram-Begova medresa u Tuzli 10 | 2 1 0 1 14
16 | Husein Jasi¢ Behram-Begova medresa u Tuzli 3 2 7 0 0 12
17 | Hanis Ponko JU Druga gimnazija Mostar 5 1 4 0 0 10
18 | Emir Halilovié Elektro-tehnitka $kola Tuzla 3 0 4 0 1 8
19 | Affan Kaknjo Prva gimnazija u Zenici 2 2 0 0 3 7
20 | Emina Dzagji¢ JU Srednja $kola "Konjic" Konjic 5 1 0 0 0 6
21 | Sara Adilovi¢ Elgi Ibrahim- pasina medresa u Travniku 2 0 0 0 3 5
21 | Amar Pehilj JU Druga gimnazija Mostar 0 0 4 0 1 5
21 | Amina Bukvié Gimnazija "Rizah OdZecki¢" Zavidoviéi 5 0 0 0 0 5
21 | AjsaBrka Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 2 0 2 0 1 5
25 | Aiga Zuzo EIgi Ibrahim-pagina medresa u Travniku 2 0 2 0 0 4
26 | NadZa Gani¢ MSS "Hazim Sabanovié" Visoko 0 0 2 0 0 2
26 | Mia Hodzié Gimnazija KSC "Sveti Franjo" Tuzla 2 0 0 0 0 2
28 | Adnan Kadi¢ JU Gimnazija "Biha¢" Biha¢ 1 0 0 0 0 1
28 | Amir DZafi¢ MSS LEnver Pozderovi¢" Gorazde 0 1 0 0 0 1
)8 _ _ JU MSS "Bosanski Petrovac" Bosanski

Tarik Gutli¢ Petrovac 1 0 0 0
28 | Berina Hodzié SMS "Zijah Dizdarevié" Fojnica 1 0 0 0
32 | Lamija Joldi¢ Elgi Ibrahim- pasina medresa u Travniku 0 0

Uéenici Ilma Celjo i Harun Alibegovié su se plasirali i na Matematicku olimpijadu BiH i na Izborno takmiéenje za
Balkansku matematicku olimpijadu, dok su se uéenici Ahmed Spahi¢, Asja Cati¢, Naida Gavranovi¢ i Emina
Hasanbegovi¢ plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.




Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika lll razreda

Rang | Ime i prezime Skola 1 2 3 4 | 5 | Ukupno
1 Ervin Maci¢ Druga gimnazija Sarajevo 10| 10 | 10 | 8 | 4 42
2 Emira Ibrahimovi¢ | Druga gimnazija Sarajevo 10| 10 | 10 | 1 | 1 32
3 Mirnes Fehri¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 3 710 30
4 Hana Zaimovi¢ Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 4 | 10 5 0]0 19
5 _ 3 Richmond Park International Secondary School

Vedran Selimovié Tuzla 3 10 5 0]0 18
> Esmir Zoleti¢ JU Gimnazija "Zivinice" Zivinice 10| 7 0 |1]0 18
7 Adian Krivi¢ Druga gimnazija Sarajevo 4 | 10 0 3|10 17
8 Admir Zatega Druga gimnazija Sarajevo 10 0 110 15
9 Andela Milanovi¢ Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko 10 0 0 3 0 13
10 | Asja Rahmanovi¢ | Druga gimnazija Sarajevo 10| 0 0 |2]o0 12
11 | Rubina Rekic Gimnazija "Cazin" Cazin 10| 1 0 |l]o]oO 11
1 Amina Krnji¢ MijeSovita srednja Skola "Travnik" Travnik 10 1 0 0 0 11
1 . N Richmond Park International Secondary School

Salih Leti¢ Sarajevo 1 10 0 0]0 11
14 | Emin Begi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 10| 0 0 |0]oO 10
15 | llhan Erovi¢ Druga Gimnazija Sarajevo 8| 0 0 |0]oO 8
16 | Adna Mujkanovi¢ | Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" TeSanj 410 3 ]0o]o0 7
16 | Edin Hasanovi¢ Elektro-tehnitka $kola Tuzla 3| 4 0o [0]oO 7
18 | Lejla Nuhié JU Druga gimnazija "Mostar" Mostar 5| 1 0 |0]oO 6
19 | DZenan Midzi¢ JU Gimnazija "Biha¢" Biha¢ 4| 1 0o [0]oO 5
20 | Enis Adilovi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 4] 0 0o [0]oO 4
20 | Elmir Kevilj Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 410 0 |0]oO 4
20 Emina Sarajli¢ Gimnazija "Dr Mustafa Kamari¢" Gracanica 4 0 0 0] 0 4
20 | Maida Biber JU Srednja $kola "Konijic" Konijic 410 0 l]olo 4
20 | Tarik Mujki¢ Gimnazija "Rizah Odze¢ki¢" Zavidovici 4 0 0 0|0 4
25 | Irma Topgagi¢ Gimnazija "Dr Mustafa Kamari¢" Graganica 3|0 0 |0]oO 3
25 | Lamija Pridjev¢ié Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Te$anj 2 | 1 0 oo 3
25 Berina Kari¢ Prva bosnjacka gimnazija Sarajevo 3 0 0 0]0 3
25 | Adin Frjak Prva boSnjacka gimnazija Sarajevo 3 0 0 0] 0 3
25 Haris Maci¢ JU Srednja skola "Konijic" Konijic 3 0 0 0]0 3
25 lima Hindija Gimnazija Visoko Visoko 3 0 0 0]0 3
31 Azra Alihodza EICi Ibrahim- paSina medresa u Travniku 2 0 0 0 0 2
31 | Alen Zubovié Treéa Gimnazija Sarajevo 2| 0 0 |lo0]oO 2
33 | Haira Tolja Elgi Ibrahim- pagina medresa u Travniku 0| o0 0 |0]oO 0

Ucenici Ervin Maci¢, Emira Ibrahimovic¢ i Mirnes Fehri¢ su se plasirali i na Matematicku olimpijadu BiH i na Izborno
takmicenje za Balkansku matematicku olimpijadu.




Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika IV razreda

Rang | Ime i prezime Skola 1 2 3 4 5 | Ukupno
1 Boris Stankovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
1 Naida PuriSevi¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
3 Haris Imamovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 10 0 10 40
4 Esma Masi¢ Druga gimnazija Sarajevo 7 10 | 10 | 10 37
> Ahmed Softi¢ MjeSovita srednja Skola "Travnik" Travnik 10 7 6 0 10 33
> Adi Huiji¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 10 1 2 33
7 Imana Alibasi¢ Druga gimnazija Sarajevo 6 9 1 0 10 26
7 Lamija Borovina Druga gimnazija Sarajevo 10 6 0 0 10 26
9 Eldar Buzadzi¢ Gimnazija "Dr Mustafa Kamari¢" Gracanica 10 2 2 0 1 15
10 | Ajla Hasanbegovi¢ | Druga gimnazija Sarajevo 10 | 2 0 0 2 14
11 | Melika Alibegié MSS "Hazim Sabanovié" Visoko 10 | 3 0 0 0 13
11 | Iman Kovaé Prva gimnazija u Zenici 10 | 3 0 0 0 13
13 | Ajsa Herceglija Medresa "Osman ef. RedZovié" Visoko 7 3 0 0 2 12
13 | Sara Dautbegovi¢ KSC "Sveti Pavao" Zenica 10 | 2 0 0 0 12
13 | Kanita Rakovac Gimnazija "Me$a Selimovi¢" Tuzla 10 | 2 0 0 0 12
16 | Belma Pirija JU Srednja $kola "Konjic" Konjic 10| 0 0 0 0 10
16 | Aida Mazalovi¢ Gimnazija "Me$a Selimovi¢" Tuzla 10 | 0 0 0 0 10
16 | AIma Jusufbegovié | JU Srednja $kola "Konjic" Konjic 10| 0 0 0 0 10
19 | Nina Brki¢ Gimnazija "Musa Cazim Cati¢", Te$an; 6 3 0 0 0 9

20 | Edin Zivojevié MSS ,Enver Pozderovi¢“ Gorazde 5 3 0 0 0 8
20 | Mahir Salihbagi¢ MSS "Srebrenik" Srebrenik 5 3 0 0 0 8
22 | Faruk Sijergi¢ Gimnazija "Visoko" Visoko 7 0 0 0 0 7
23 . . Richmond Park International Secondary

Almedin Mesié¢ School Tuzla 3 0 0 0 3 6
24 | Dado Skrgi¢ JU Gimnazija "Cazin" Cazin 0 0 0 0 5 5
25 | Alen Hrnji¢ JU Gimanzija "Biha¢" Bihaé¢ 3 1 0 0 0 4
25 | Anastasija Ferraby | Franjevadka klasi¢na gimnazija Visoko 3 1 0 0 0 4
27 | Ammar Haljkovi¢ STS ,Hasib Had?ovié"* Gorazde 3 0 0 0 0 3
27 | Ajla HadZovi¢ STS ,Hasib HadZovi¢“ Gorazde 3 0 0 0 0 3
29 | Anur Smailhodzi¢ MSS ,Enver Pozderovi¢“ Gorazde 0 0 0 0 0 0
29 | Ismihana Klisura Elgi Ibrahim-pasgina Medresa u Travniku 0 0 0 0 0 0

Nezvanic¢na konkurencija

3 | Jovan Vukovi¢ ‘ 10 ‘ 10 ‘ 10 ‘ 0 ‘ 10 40

Ucenici Boris Stankovi¢, Naida PuriSevi¢, Haris Imamovic, Esma Masi¢, Ahmed Softi¢ i Adi Huji¢ su se plasirali i na
Matematicku olimpijadu BiH i na Izborno takmicenje za Balkansku matematicku olimpijadu, dok su se ucenici

Imana Alibasi¢ i Lamija Borovina plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.




