UMKS u saradnji sa UMUSK, UM “Algoritam” Mostar, UMTK i PZ Tuzla
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| RAZRED

Zadatak 1. Neka su a, b, c realni brojevi takvi da vrijedi

ab—c =22,
bc—a =35,
ca—b=-27.

Dokazatidajea+ b +c # 0.

Zadatak 2. Dokazati da je broj 1 + 220217 4 32021%%%% 4 .. | 20202021 Gjeljiv sa 2021.

b

(Napomena: a “ znati a®9, ane (a®)€.)

Zadatak 3. Neka su aq, a,, ..., @44 prirodni brojevi takvida je 1 < a; < a, < -+ < aygq < 125. Dokazati da
medu 43 razlike a, — a4, a3 — a,, a4 — as, ..., a44 — ay43, postoji barem 10 jednakih.

Zadatak 4. U trapezu ABCD (AB||CD) vrijedi AD = AB + CD. Prava paralelna osnovicama trapeza koja
prolazi kroz ta¢ku presjeka dijagonala trapeza sijece krak AD u tacki M. Odrediti ZBMC.

Zadatak 5. U svako polje tabele formata 2020 x 2021 treba upisati po jedan broj iz skupa {0,1,2}. Koliko
maksimalno moZemo upisati jedinica u tu tabelu tako da zbir brojeva u svakom redu i zbir brojeva u svakoj
koloni bude djeljiv sa 3? Odgovor obrazloZiti!

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.

SRETNO!
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Il RAZRED

Zadatak 1. Nadi sve kvadratne polinome P(x) = ax? + bx + c¢ (a # 0) sa cjelobrojnim koeficijentima a, b, ¢
takve da za sve realne x vrijedi

1 3
Exz +2x+ 2019 < P(x) < Exz + 6x + 2023.

Zadatak 2. Neka je p prost broj. Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva takvih da vrijedi
NZS(a,a +p) = NZS(b,b + p).

(Napomena: NZS(x,y) je oznaka za najmaniji zajednicki sadrzilac, odnosno najmanji zajednicki visekratnik,
prirodnih brojeva x i y.)

Zadatak 3. Rijesiti jednacinu u skupu realnih brojeva

1 1 1
+ +
V2020 —vx V2021 —+vx+1 2022 —Vx +2
1 1 1

= + + :
V2021 —x —V1 V2022 —x—+2 2023—x—-+3

Zadatak 4. Date su tacke P i Q na stranicama AB i BC kvadrata ABCD, redom, tako da vrijedi BP = BQ. Ako
je tacka S na PC takva daje BS L PC,izracunati 2QSD.

Zadatak 5. U svako polje tabele formata 2020 x 2021 treba upisati po jedan broj iz skupa {0,1,2}. Koliko
maksimalno moZemo upisati jedinica u tu tabelu tako da zbir brojeva u svakom redu i zbir brojeva u svakoj
koloni bude djeljiv sa 3? Odgovor obrazloziti!

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.

SRETNO!
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Il RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra k za koji jednacina
log(kx) = 2log(x + 1)
ima tacno jedno rjesenje u skupu realnih brojeva.

Zadatak 2. Neka je a prirodan broj. Dokazati da su sljedeée dvije tvrdnje ekvivalentne:
i) postoji prirodan broj d takav da svaka od jedna¢inax? —ax+d =0ix?—ax —d = 0 ima bar
jedno cjelobrojno rjesenje;
ii) postoje prirodni brojevi b i ¢ takvi da je a? = b? + c2.

Zadatak 3. Neka su Xq,Xy,..., X021, X2022 razliCiti prirodni brojevi iz skupa {1,2,3,...,2021,2022}.
Odrediti najmanju i najvec¢u mogudu vrijednost izraza

- | — X2021| — X2022

H||||X1— le_ X3| _X4_

Zadatak 4. Neka je AABC trougao u kojem je AB = AC i 2.CAB = 90°. Ako su M i N tatke na hipotenuzi
BC takve daje BM? + CN? = MN?Z, odrediti ZMAN.

Zadatak 5. Beskonacna ploca je podijeljena na jedini¢ne kvadratice. Figuru koja se dobije izbacivanjem
jednog kvadratica iz kvadrata formata 2 X 2 zovemo L — figurom. Konfiguracijom
¢emo zvati svaki raspored L — figura na plodi takav da nikoje dvije L — figure ne
pokrivaju isti kvadrati¢. Ako za svaku L — figuru u konfiguraciji vrijedi da je
kvadrati¢ koji zajedno sa tom L — figurom gradi kvadrat formata 2 X 2 pokriven

drugom L — figurom, tu konfiguraciju zovemo savrsenom (na slici je dat primjer
savrsene konfiguracije sa pet L — figura). Neka je data savrsena konfiguracija sa

2021-om L — figurom. Dokazati da se nekoliko L — figura (barem jedna, ali ne i
sve) iz te savrsene konfiguracije moze ukloniti sa plo¢e tako da na ploci i dalje
ostane savrSena konfiguracija.

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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IV RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra m tako da jednacina
x*—(Bm+2)x>+m?=0
ima Cetiri realna rjeSenja koja formiraju aritmeti¢ku progresiju.

Zadatak 2. Za dva skupa A i B definiSemo skup A + Bsa A+ B = {a + bla € A, b € B}. Na primjer, ako je
A=1{1,23}iB ={4,5,6},ondaje A+ B = {5,6,7,8,9}.
a) Odrediti najvedi prirodan broj m takav da postoje skupovi A i B, oba podskupovi skupa N U {0},
takvidai A i B imaju po m elemenata i vrijedi A + B = {0,1,2, ...,2021}.
b) Odrediti najmaniji prirodan broj n takav da postoje skupovi A i B, oba podskupovi skupa N U {0},
takvida i A i B imaju po n elemenataivrijedi A + B = {0,1,2, ...,2021}.

Zadatak 3. Neka su xq,X,,...,X2021,X2022 razli¢iti prirodni brojevi iz skupa {1,2,3,...,2021,2022}.
Odrediti najmanju i najve¢u mogucu vrijednost izraza

Zadatak 4. Neka je AABC trougao u kojem je AB = AC i 2.CAB = 90°. Ako su M i N tacke na hipotenuzi
BC takve daje BM? + CN? = MN?, odrediti ZMAN.

||x1 - le‘ x3| — Xg|— | — X2021| — X2022

Zadatak 5. Ako sum, n, r prirodni brojevi takvi da vrijedi
2r-1

1+m+nV3=(2++3)"

dokazati da je broj m potpun kvadrat.

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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| RAZRED

Zadatak 1. Neka su a, b, ¢ realni brojevi takvi da vrijedi

ab—c =22,
bc—a =275,
ca—b=-27.

Dokazatidajea+ b +c # 0.

Rjesenje
Sabiranjem datih jednakosti dobijemo
ab+bc+ca—(a+b+c)=0,
odakle slijedi
ab+bc+ca=a+b+c.
Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da vrijedi a + b + ¢ = 0. Tada bi vrijedilo
ab + bc + ca =0.
Sada imamo
0=(a+b+c)>=a%?+b?+c?+2(ab+ bc +ca) =a?+b?+c2
U skupu realnih brojeva ovo je jedino moguce ako je a = b = ¢ = 0, ali onda ne vrijede date jednakosti iz
uslova zadatka.
Dakle, pretpostavka da je a + b + ¢ = 0 nas je dovela do kontradikcije, pa mora vrijeditia + b + ¢ # 0.

Sema bodovanja

2 boda — dobijanje jednakostiab + bc+ca=a+ b + ¢

2 boda — zaklju¢ak da iz pretpostavke a + b + ¢ = O slijedida jeab + bc + ca =0

3 boda — zaklju¢ak da iz prethodne dvije jednakosti slijedi a? + b% + ¢? = 0

1 bod — zakljucak da iz prethodne jednakosti slijedi a =b =c =0

2 boda — zaklju¢ak da je a = b = ¢ = 0 u kontradikciji sa uslovima zadatka, te da mora bitia +b +c # 0

Zadatak 2. Dokazati da je broj 1 + 22021°°%% 4 32021°%%% 4 .. 4 20202021°°** Gjeljiv sa 2021.

b znaci a®9, ane (ab)°.)

(Napomena: a
Rjesenje 1
Nekajen = 20212022 S =1+ 2" + 3™ + --- + 2020™.
S ima paran broj sabiraka i moZe se napisati u obliku



S=(1+2020"+ (2™ + 2019™) + .-+ (1010™ + 1011™).
lzrazi u zagradama su oblika p™ + (2021 — p)™, gdjejep = 1,2, ...,1010.
Kako za neparan prirodan broj m vrijedi faktorizacija

a™+b™m=(a+b)(a™t—a™2h+ -—ab™ 2+ pm D),
i kako je n = 20212%22 neparan broj, to je
p"+ (2021 —p)" = (p + (2021 — p))(p™ 1 — p""2(2021 — p) + -+ — p(2021 — p)""2 + (2021 — p)™ ).
Dakle, p™ + (2021 — p)™ je djeljivo sa p + (2021 —p) = 2021 zasve p = 1,2,...,1010, pa je i S djeljivo sa
2021.

Sema bodovanja

3 boda — uparivanje sabiraka p™i (2021 — p)™ usumi S

4 boda — faktorizacija izraza p™ + (2021 — p)™ iz koje se moze zakljutiti djeljivost sa 2021

3 boda — zaklju¢ak da su svi sabirci u sumi S djeljivi sa 2021, te da je zbog toga i suma S djeljiva sa 2021
Napomena: U¢enik mozZe dobiti 1 bod ako zaklju¢i da sabirak 2020™ daje ostatak —1 pri djeljenju sa 2021

RjesSenje 2
Kao i u prethodnom rjesenju dobijamo da je S zbir sabiraka oblika p™ + (2021 — p)"*, p = 1,2, ...,1010.
Kako je za n neparno
(2021 —p)* = (—p)™ = —p™ (mod 2021),
toje
p"+ (2021 —p)" =p™ —p™ =0 (mod 2021),
zasvep = 1,2,...,1010, pajei S = 0 (mod 2021). Dakle, S je djeljivo sa 2021.

Sema bodovanja

3 boda — uparivanje sabiraka p™ i (2021 — p)™ usumi S

2 boda — zaklju¢ak da je (2021 —p)"™ = (—p)™ (mod 2021)

2 boda — zakljuc¢ak da je (—p)™ = —p™ (mod 2021) zbog toga $to je n neparan broj

3 boda — zaklju¢ak da su svi sabirci u sumi S djeljivi sa 2021, te da je zbog toga i suma S djeljiva sa 2021
Napomena: U¢enik mozZe dobiti 1 bod ako zakljuéi da je 2020™ = —1 (mod 2021)

Zadatak 3. Neka su aq, a,, ..., @44 prirodni brojevitakvidaje 1 < a; < a, < - < ayq < 125. Dokazati da
medu 43 razlike a, — aq,a; — a,,a, — as, ..., Qg4 — Ay3, postoji barem 10 jednakih.

Rjesenje
Nekaje d; = aj.1 — a; (j € {1,2,...,43}). Imamo da je

dy+dy++dys=(ay —a)) + (a3 —ay) + - (Qgs — Qy3) = Agq —ag <125 -1 =124
Pretpostavimo suprotno, tj. da se medu ovim razlikama svaka vrijednost pojavljuje najvise 9 puta.
Najmanja vrijednost koju navedena suma moze uzeti je tada

9:14+9:-2+4+9-349-44+7-5=125> 124,

Sto je ocigledna kontradikcija. Do kontradikcije nas je dovela pretpostavka da se svaka vrijednost pojavljuje
najvise 9 puta, pa je ona netacna. Dakle, postoji razlika koja se pojavljuje barem 10 puta.



Sema bodovanja

4 boda —zakljuak dajed; +d, + -+ dy3 < 124

4 boda — zaklju¢ak da u slucaju kada se nijedna razlika ne pojavljuje 10 puta vrijedi da je najmanja
vrijednost koju suma d; + d, + -+ + d43 moZe uzetijednaka9-1+9-2+9-3+9-4+7-5

1 bod —racdunanje vrijednostisume 9-14+9-24+9-34+9-4+7-5

1 bod — zakljucak da nas je pretpostavka dovela do kontradikcije i da postoji razlika koja se pojavljuje
barem 10 puta.

Zadatak 4. U trapezu ABCD (AB||CD) vrijedi AD = AB + CD. Prava paralelna osnovicama trapeza koja
prolazi kroz ta¢ku presjeka dijagonala trapeza sijece krak AD u tacki M. Odrediti ZBMC.

Rjesenje
Neka je tatka M’ na kraku AD takva da je AM’ = AD. Tada je DM’ = DC.

Kako je zbog paralelnosti ZBAD + £ADC = 180°to je ZAM'B + £DM'C =

180°—~£BAD . 180°—2ADC £BAD+£ADC Y .
> > = 180°— —Y = 90°, zbog cega je

ZBM'C = 90"

Neka je O presjek dijagonala trapeza. Dokazat ¢emo da vrijedi OM'||AB,

odakle ce slijediti da se tatke M i M’ poklapaju. Zbog sli¢nosti trouglova

AAOB i ACOD (ili iz Talesove teoreme) vrijedi D02 D=M,. Na osnovu
BO 4B AM

obrata Talesove teoreme vrijedi M'O||AB, pa se tatke M’i M poklapaju, pa

je ZBMC = BM'C = 90",

Sema bodovanja

3 boda — definisinje tacke M’ te dokazivanje da za nju vrijedi ZBM'C = 90°
2 boda — zakljucak da je za poklapanje tacaka M i M’ dovoljno pokazati da je OM’ paralelno osnovicama
trapeza

1 bod — zaklju¢ak da je za prethodno navedenu paralelnost dovoljno pokazati odnos % = %

3 boda — dokaz prethodnog odnosa
1 bod — zaklju€ak da zbog poklapanja tataka M i M’ vrijedi da je ZBMC = £BM’'C = 90°

Zadatak 5. U svako polje tabele formata 2020 x 2021 treba upisati po jedan broj iz skupa {0,1,2}. Koliko
maksimalno mozemo upisati jedinica u tu tabelu tako da zbir brojeva u svakom redu i zbir brojeva u svakoj
koloni bude djeljiv sa 3? Odgovor obrazloZiti!

Rjesenje
Pretpostavimo da je u tabelu upisano n nula i d dvica. Posto u jednom redu imamo 2021 polja, da bi zbir
brojeva u tom redu bio djeljiv sa 3 moramo u njemu imati bar jednu dvicu ili bar dvije nule. Dakle, mora

vrijediti d + % = 2020. Sli¢no, kako u jednoj koloni imamo 2020 polja, da bi zbir brojeva u toj koloni bio



djeljiv sa 3 ona mora sadrzavati bar jednu nulu ili bar dvije dvice. Dakle, vrijedi n +% = 2021. Sabiranjem

dvije dobivene nejednakosti i dijeljenjem sa % dobijamo da je d + n = 2694, pa je broj jedinica u tabeli

sigurno maniji ili jednak od 2020 - 2021 — 2694.

Sada ¢éemo konstruisati primjer tabele sa tacno toliko jedinica. Uzet ¢emo da je n = 1348 i d = 1346.
Rasporedimo 1348 nula u horizontalnim parovima pocev od gornjeg lijevog ¢oska (u 674 redova i 1348
kolona) i 1346 dvica u vertikalnim parovima pocev od donjeg desnog ¢oska (u 1346 redova i 673 kolone), a
ostala polja popunimo jedinicama (pogledati sliku ispod). Kako je 674 + 1346 = 2020 i 1348 + 673 =
2021, to ¢e u prvih 674 redova biti po dvije nule, dok ¢e u preostalim redovima biti po jedna dvica, a u
prvih 1348 kolona ¢e biti po jedna nula, dok ée u ostalim kolona biti po dvije dvice, ¢ime smo zadovoljili
uslov da je zbir brojeva u svakom redu i svakoj koloni djeljiv sa 3. Dakle, maksimalan broj jedinica je jednak
2020-2021 — 2694 = 4079726.

o0 (21 (21 |1 |1 |..|1 |1 |1
11 }0 |0 |1 |1 |..|1 |1 |1
1|1 |1 {1 |0 |0 |..|1 |1 |1
1|1 |1 |1 |1 |1 2 |1 |1
1|1 |1 |1 |1 |1 2 |1 |1
11 |1 |1 |1 |1 1 12 |1
1|1 |1 |1 |1 |1 1 12 |1
11 |1 |1 |1 |1 1 71 |2
1|1 |1 |1 |1 |1 1 ]1 |2

Sema bodovanja

4 boda — pronalaZzenje optimalne konstrukcije sa 2020 - 2021 — 2694 jedinica

1 bod — zaklju¢ak da u svakom redu mora biti bar jedna dvica ili bar dvije nule, i da u svakoj koloni mora biti
bar jedna nula ili bar dvije dvice

3 boda — dobijanje nejednakosti d + % =>2020in +% => 2021 (dobijanje samo jedne od ovih nejednakosti

vrijedi 2 boda)
2 boda — zaklju¢ak dajed + n = 2694

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjeSenja koja su razli¢ita od sluzbenog rjeSenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.



61. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE | HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA
Biha¢ / Mostar / Sarajevo / Tuzla, 22.05.2021. godine

Il RAZRED

Zadatak 1. Nadi sve kvadratne polinome P(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0) sa cjelobrojnim koeficijentima
a, b, c takve da za sve realne x vrijedi

1 3

Exz +2x+ 2019 < P(x) < Exz + 6x + 2023.
Rjesenje 1

Primijetimo da datu nejednakost mozemo zapisati u obliku

1 3
E(x +2)24+2017 < P(x) < E(x +2)% +2017.

Sada za x = —2 dobijamo 2017 < P(-2) < 2017, tj. P(—2) = 2017. S druge strane, kako za svkao x
vrijedi %(x +2)%2 42017 > 2017, to je P(x) = 2017 za sve x, $to zbog P(—2) = 2017 zna¢i da parabola

y = P(x) dostize minimalnu vrijednost za x = —2. Dakle, mora vrijediti a > 0 (jer samo tad parabola ima
minimum) i tacka (—2,2017) je tjeme parabole, paje P(x) = a(x + 2)? + 2017. Dakle, imamo

1 3
E(x +2)2+2017 <a(x+2)>+2017 < E(x +2)%2 +2017.

Ocigledno je a = 1 jedina cjelobrojna vrijednost za koju vrijedi data nejednakost za sve x, pa je P(x) =
(x +2)? + 2017 = x? + 4x + 2021, $to je jedino rjedenje zadatka.

Sema bodovanja

2 boda — dobijanje nejednakosti u obliku%(x +2)2+2017<P(x) < %(x +2)2 + 2017

1 bod - zakljuc¢ak da je P(—2) = 2017

2 boda — zaklju¢ak da parabola y = P(x) mora dostizati minimum za x = —2 (tj. da je tjeme parabole u
tacki (—2,2017))

2 boda — zaklju¢ak da mora vrijediti P(x) = a(x + 2)? + 2017

2 boda — zaklju¢ak da mora vrijeditia = 1

1 bod — pravilno izra¢unavanje P(x)



Rjesenje 2

Za a = 2 bi zbog desne strane nejednakosti vrijedilo (a — ;) x2+ (b —6)x +c—2023 < 0zasve x, §to
je nemogude jer ovaj kvadratni polinom nema maksimuma zbog a —; > (. Sli¢no, za a < 0 bi zbog lijeve
strane nejednakosti vrijedilo G — a) x?+ (2 —=b)x + 2019 — ¢ < 0, $to je nemoguce zbog % —a>0.
Dakle, a = 1.

Sada je lijeva strana nejednakosti ekvivalentna sa x; + (b —2)x+ c— 2019 = 0. Ovo ¢e vrijediti za svako

realno x ako je D; = (b—2)?—4 % (c —2019) <0 (1). Sli¢no, desna strana nejednakosti postaje

x?z+ (6 —b)x + 2023 — c > 0, 3to vrijedi za sve realne x ako je D, = (6 — b)? — 4-%- (2023 —¢) <
0 (2). Sabiranjem (1) i (2) nakon sredivanja dobijamo 2 - (b — 4)? < 0, pa mora vrijediti b = 4. Sada se
(1) svodi na 4 < 2(c —2019), odakle je ¢ > 2021, dok se (2) svodi na 4 < 2(2023 — ¢), odakle je
c < 2021.Dakle, c = 2021, pa je P(x) = x? + 4x + 2021.

Sema bodovanja

2 boda — zaklju¢ak da mora vrijeditia = 1

3 boda - zakljucak da lijeva strana nejednakosti vrijedi za svako realno x ako i samo ako je zadovoljena
nejednakost (1), a da desna strana nejednakosti vrijedi za svako realno x ako i samo ako je zadovoljena
nejednakost (2) (ukoliko uéenik ima jednu od prethodne dvije nejednakosti dobija 2 boda)

3 boda — sabiranje nejednakosti (1) i (2) i zaklju¢ak da je b = 4

2 boda — dobijane nejednakostic = 2021 ic < 2021 i zaklju¢ak c = 2021

Zadatak 2. Neka je p prost broj. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takvih da vrijedi NZS(a,a +
o=NZ5b66+p.

(Napomena: NZS(x,y) je oznaka za najmaniji zajednicki sadrZilac, odnosno najmaniji zajednicki visekratnik,
prirodnih brojeva x i y.)

Rjesenje
Neka jed = NZD(a,a + p) (NZD je oznaka za najveci zajednicki djelilac). Tada imamo da d|aid|a + p, iz

a(a+p)

slu¢aju kada p dijeli a) ili jednako 1 (u sluc¢aju kada p ne dijeli a). Posto je NZS(a,a + p) = NZD(@atp)

zaklju¢ujemo da je NZS(a,a +p) = %(a + p) ukoliko p dijeli a, odnosno NZS(a,a +p) = a(a + p)

ukoliko p ne dijeli a. Analogno imamo da je NZS(b,b +p) = %(b + p) ukoliko je b djeljiv sa p i
NZS(b,b + p) = b(b + p) u suprotnom.

Ukoliko je jedan od brojeva a,b djeljiv sa p, a drugi nije (npr. pla,p 1 b), tada p|NZS(a,a +p), a
p t NZS(b,b + p) (jer ako p t b onda p t b + p), pa je nemoguée da vrijedi NZS(a,a + p) = NZS(b,b +
Y2

Dakle, ili su oba broja a, b djeljiva sa p ili nije nijedan. U oba slucaja jednakost NZS-ova se svodi na



a(a+p)=b(b+p) &
a’?—b>=bp—ap &
(a—b)a+b+p)=0.

Ova jednacina moZze vrijediti jedino ukoliko je a = b, jer ako je a — b # 0, dobijamodajea+ b +p =0,
Sto nije moguce jer su a, b, p prirodni brojevi.

Dakle, jedina rjesenja su parovi (a, b) gdje je a = b.

Sema bodovanja
2 boda — zaklju¢ak da je NZD brojevaaia+ p (ilibib + p) jednak 1 (ako p t a) ili p (ako p|a)

a(a+p) u

2 boda - zaklju¢ak da je NZS(a,a + p) = a(a + p) uslucajudap t a, odnosno NZS(a,a + p) = >

slu¢aju p|a (i isto to za b)

2 boda — zaklju¢ak da su ili oba broja a, b djeljivi sa p ili nije nijedan

2 boda —ispravno rjeSavanje slucaja kad nijedan od brojeva a, b nije djeljiv sa p
2 boda —ispravno rjeSavanje slu¢aja kada su oba broja a, b djeljivisa p

Zadatak 3. Rijesiti jednacinu u skupu realnih brojeva

1 1 1
+ +
V2020 —vx V2021 —+Vx +1 2022 —-Vx+2
1 1 1

= + + :
V2021 —x —V1 V2022 —x—+/2 +2023—x—+/3

Rjesenje
Primijetimo da mora biti 0 < x < 2021 ix # 2020.
Racionalizacijom dobijamo
V2020 +vVx V2021 ++Vx+1 2022 —Vx +2
2020 — x + 2021 —-(x+1) + 2022 - (x + 2)
V2021 —x +v1 V2022 —x++2 +2023—x++3
T T2021—x—-1 + 2022 —x—2 + 2023 —x—3
MnoZenjem sa 2020 — x # 0 dobijamo ekvivalentnu jednacinu

V2020 + vx + V2021 + Vx + 1 + V2022 — Vx + 2
=+2021 — x + V1 + 2022 —x + V2 + 2023 — x + V3. (¥)

Lako vidimo da je x = 1 rjeSenje jednacine ().

Akojex > 1,ondaje

V2020 > V2021 — x,v2021 > V2022 — x,v/2022 > /2023 — x,

Vx> VLVx+1>V2,Vx +2 >+/3,



pa vrijedi da je

V2020 + Vx + V2021 +Vx + 1 + V2022 —Vx + 2 >
> V2021 — x + V1 + V2022 — x + V2 + V2023 — x + /3.

Dakle, jednacina (*) ne moZe imati rjeSenje vece od 1.

Slicno, zax < 1je

V2020 <2021 — x,v/2021 < /2022 — x,v/2022 < /2023 — x,

Ve < VI, Vx+1<V2,Vx +2 <3,

pa vrijedi da je

V2020 + Vx + V2021 +Vx + 1 + 2022 —Vx + 2
<2021 —x + V1 + V2022 — x + V2 + V2023 — x + V3,

i jednacina (*) ne moze imati rjeSenje manje od 1.
Dakle, jedino rjesenje jednacine je x = 1.

Sema bodovanja

2 boda — dobijanje jednacine (*)

1 bod — konstatacija da je x = 1 rjeSenje jednacine

4 boda — dokazivanje da je nemoguce da vrijedi x > 1 (ili dokazivanje da je nemoguce da vrijedi x < 1)

3 boda — dokazivanje slucaja koji nije dokazan u gornjem koraku

Napomena: Da bi u¢enik dobio svih 10 bodova, potrebno je da konstatuje da je jednacina (*) ekvivalentna
sa polaznom jednacinom za x # 2020 ili da provjeri da rjeSenje x = 1 zadovoljava pocetnu jednacinu
(inace gubi jedan bod).

Zadatak 4. Date su tacke P i Q na stranicama AB i BC kvadrata ABCD, redom, tako da vrijedi BP = BQ.
Ako je tacka S na PC takva da je BS L PC, izra¢unati 2QSD.

Rjesenje 1

Zbog £PBS = 90° — £CBS = £BC(S, pravougli trouglovi APBS i ABSC su D c
slicni odakle je ?:": = % = %, j. % = %, odakle su zbog 2QBS = 90° —

£BCS = £SCD trouglovi ABSQ i ACSD sli¢ni (pravilo SUS). Zbog toga je bQ
£CSD = £BSQ, pa dobijamo 2£0QSD = 2QSC + £CSD = 90° — £BSQ +

2CSD = 90°.




Sema bodovanja

2 boda — zaklju¢ak da je za 2QSD = 90° dovoljno dokazati sliénost trouglova ABSQ i ACSD

2 boda — zakljuc¢ak da je za tu slicnost dovoljno dokazati % = %

3l

4 boda — zakljucak da su pravougli trouglovi APBS i ABSC i da odatle slijedi g =
2 boda — zaklju¢ak da su prethodne dvije jednakosti ekvivalentne, te da odatle slijedi 2QSD = 90°

Rjesenje 2

Kako je ZPBD = £CBD = 45°, to su trouglovi APBD i ACBD podudarni (pravilo SUS), tj. PD = DQ, pa je
¢etverougao PBQD deltoid. Zbog toga je BD L PQ. Neka je {R} = BD N PQ.

Kako je 42QCD + £QRD =90°+90° = 180° to je cetverougao DRQC
tetivan. S druge strane, iz slicnosti pravouglih trouglova APBS i APBC slijedi
% = %, tj. PB2 = PC - PS. Takoder, na isti nacin iz sli¢nosti trouglova APBR
i APBQ slijedi PB? = PR - PQ. 1z posljednje dvije jednakosti je PC - PS =
PR - PQ, $to znadi da je ¢etverougao SRQC tetivan (iz potencije tacke P ili iz
slicnosti trouglova APSR i APQC). Dakle, tacke S, R, Q, C, D pripadaju jednoj 3

kruznici, zbog cega je £QSD = £QRD = 90°.

Sema bodovanja

1 bod — zaklju¢ak da je BD L PQ

1 bod — uvodenje tacke R i dokaz da su tacke R, @, C, D koncikli¢ne
1 bod — zaklju¢ak da je za £QSD = 90° dovoljno dokazati da i tacka S pripada toj kruznici

2 boda — zaklju¢ak da je dovoljno dokazati PC - PS = PR - PQ

4 boda — dobijanje jednakosti PB? = PC - PS i PB? = PR - PQ (po 2 boda za svaku, pri ¢emu se ovi bodovi
ne dobijaju ukoliko u€enik ranije nije konstatovao da je dovoljno dokazati PC - PS = PR - PQ)

1 bod — zakljuc¢ak da zbog prethodnih jednakosti vrijedi £QSD = 90°

Zadatak 5. U svako polje tabele formata 2020 X 2021 treba upisati po jedan broj iz skupa {0,1,2}. Koliko
maksimalno moZemo upisati jedinica u tu tabelu tako da zbir brojeva u svakom redu i zbir brojeva u svakoj
koloni bude djeljiv sa 3? Odgovor obrazloZiti!

Rjesenje
Pretpostavimo da je u tabelu upisano n nula i d dvica. Posto u jednom redu imamo 2021 polja, da bi zbir
brojeva u tom redu bio djeljiv sa 3 moramo u njemu imati bar jednu dvicu ili bar dvije nule. Dakle, mora

vrijediti d + g = 2020. Sli¢no, kako u jednoj koloni imamo 2020 polja, da bi zbir brojeva u toj koloni bio
djeljiv sa 3 ona mora sadrzavati bar jednu nulu ili bar dvije dvice. Dakle, vrijedi n +§ = 2021. Sabiranjem

dvije dobivene nejednakosti i dijeljenjem sa % dobijamo da je d + n = 2694, pa je broj jedinica u tabeli
sigurno maniji ili jednak od 2020 - 2021 — 2694.



Sada ¢emo konstruisati primjer tabele sa tacno toliko jedinica. Uzet ¢emo da je n = 1348 i d = 1346.
Rasporedimo 1348 nula u horizontalnim parovima pocev od gornjeg lijevog ¢oska (u 674 redova i 1348
kolona) i 1346 dvica u vertikalnim parovima pocev od donjeg desnog ¢oska (u 1346 redova i 673 kolone), a
ostala polja popunimo jedinicama (pogledati sliku ispod). Kako je 674 + 1346 = 2020 i 1348 + 673 =
2021, to ¢e u prvih 674 redova biti po dvije nule, dok ée u preostalim redovima biti po jedna dvica, a u
prvih 1348 kolona ¢e biti po jedna nula, dok ¢e u ostalim kolona biti po dvije dvice, ¢ime smo zadovoljili
uslov da je zbir brojeva u svakom redu i svakoj koloni djeljiv sa 3. Dakle, maksimalan broj jedinica je jednak
2020-2021 — 2694 = 4079726.

o0 |0 (1 |1 (1 |1 (..]1 (1|1
111 /0|0 |1 |1 |..|1 |1 |1
11 (1)1 (0 |0 |.. |1 |1 |1
1 (1 (1 (1 (1 |1 2 |1 |1
1 (1 (1 (1 (1 |1 2 |1 |1
1 (1 (1 (1 (1 |1 1 (2 |1
1 (1 (1 (1 (1 |1 1 (2 |1
111 (1)1 |1 |1 1 |1 |2
111 (1)1 |1 |1 1 |1 |2

Sema bodovanja

4 boda — pronalaZenje optimalne konstrukcije sa 2020 - 2021 — 2694 jedinica

1 bod — zaklju¢ak da u svakom redu mora biti bar jedna dvica ili bar dvije nule, i da u svakoj koloni mora biti
bar jedna nula ili bar dvije dvice

3 boda — dobijanje nejednakosti d + % =>2020in+ % => 2021 (dobijanje samo jedne od ovih nejednakosti
vrijedi 2 boda)

2 boda —zaklju¢ak dajed + n = 2694

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjesenja koja su razlic¢ita od sluzbenog rjesenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.
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Il RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra k za koji jednacina
log(kx) = 2log(x + 1)
ima tacno jedno rjesenje u skupu realnih brojeva.

Rjesenje
Primijetimo da ne moze biti k = 0 jer tada log(kx) nije definisan. Definiciono podrucje date jednacdine je:

(1) z=2ak>0,x>0,
(2) z2ak<0,-1<x<0.

Uz uslove (1) i (2) data jednatina je ekvivalentna jednacini (jer je 2 log(x + 1) = log ((x + 1)?))
(3) x2+(2—-k)x+1=0.

Posto nas zanimaju samo realna rjesenja ove jednacine, potrebno je da je njena diskriminanta veca ili
jednaka 0. Diskriminanta ove jednacine je D = (2 — k)% — 4. Posto mora biti k # 0, jedino je za k = 4
diskriminanta D = 0. Tada jednacina (3) ima jedinstveno rjesenje x = 1, koje je ujedno i jedinstveno
rjeSenje polazne jednacine (jerjek > 0ix > 0).

Akoje D > 0, tj.akoje k < 0ili k > 4 tada iz (3) slijedi da je

Jk(k —4),

t

N| &
N| —

xl'z = _1 +

pri ¢emu uzimamo da je x; < x,.
Razmatrajmo dva slucaja:

1° k < 0. Vidimo da x; ne zadovoljava uslov (2), pa ono nije rjeSenje polazne jednacine (jer je —1 + % -

%\/k(k —4) < —1). S druge strane, uslov —1 < —1 +§+%‘/k(k —4) < 0 je ekvivalentan sa uslovima

—k <Vk? -4k i Vk? — 4k < 2 — k. Kako je k < 0, posljednje dvije nejednakosti smijemo kvadrirati,
nakon Cega dobijamo tacne nejednakosti 0 < —4k i 0 < 4. Dakle, za k < 0, postoji tacno jedno rjeSenje

polazne jednadine.



2° k > 4. Tada je o€igledno x, > 0,a uslov x; > 0 je ekvivalentan sa k — 2 > Vk? — 4k, $to je nakon
kvadriranja (zbog k — 2 > 0) ekvivalentno sa 4 > 0, sto je ocigledno ta¢no. Dakle, u ovom slucaju polazna
jednacina ima dva razli¢ita realna rjesenja (jer oba zadovoljavaju uslov (1)).

Dakle, jednacina ima tac¢no jedno rjeSenje samo za k = 4i k < 0ito rjesenje je:

x:%(k—2+w/k(k—4))

Sema bodovanja

1 bod — postavljanje uslova (1) i (2) (ne dobijaju se bodovi ukoliko je postavljen samo jedan od uslova)
1 bod — dobijanje jednakosti (3)

2 boda - rjeSavanje sluéajaD = 0

1 bod — zakljucak da u slu€aju D > O vrijedik < 0ili k > 4

3 boda - rjesavanje slucaja k < 0

2 boda - rjesavanje slucaja k > 4

Zadatak 2. Neka je a prirodan broj. Dokazati da su sljedece dvije tvrdnje ekvivalentne:
i) postoji prirodan broj d takav da svaka od jednadinax? —ax+d =0i x? —ax —d = 0 ima bar
jedno cjelobrojno rjesenje;
ii) postoje prirodni brojevi b i c takvi da je a® = b? + c2.

Rjesenje

i) Dokazimo prvo da ako trazeno d postoji onda postoje i brojevi b i c. Da bi date jednacine imale bar
jedno cjelobrojno rjeSenje njihove diskriminante moraju biti potpuni kvadrati. Diskriminante ovih
jednatinasu D; = a? — 4d i D, = a? + 4d. Neka je D; = x2, a D, = y? za neke nenegativne cijele
brojeve x i y. Zbog d > 0 vrijedi x > y > 0. Sabiranjem dobijamo da je D; + D, = x? + y? = 2a?,

x2+y?  2(x%4y?)  (x+y)%+(x-y)? X+Y\2 x—y
2 = 2 = : =G+

pa je a? = )2. Primijetimo da su brojevi x i y

. . . . Xty . x— . . v . x+y .
iste parnosti zbog x? + y? = 2a?, pa su brojevi Ty i Ty prirodni, te moZemo uzeti b = Ty i

c=2Y

=
ii) Dokazimo sada drugi smjer, tj. ako postoje prirodni brojevi b i ¢ takvi da je a® = b? + ¢? (1), onda
postoji i trazeno d. Primijetimo da je nemoguce da su oba broja b i ¢ neparna, jer bi onda jednacina
(1) bila nemoguéa po modulu 4 (desna strana bi bila kongruentna 2 po modulu 4, a kvadrat a? ne

moZe biti kongruentan 2 po modulu 4). Dakle, bar jedan od brojeva b i ¢ je paran. Uzmimo da je
d= % (ovo je sada prirodan broj). Sada su rjesenja prve jednacine jednaka
atVa?—2bc axvb?+c?2—2bc azx(b—c)* azx|b—c|
2 - 2 - 2 -T2
i ona su cijeli brojevi, jer su brojevi a i b — c iste parnosti iz jednacine (1).
Sli¢no, rjesenja druge jednacine jednaka su

X12 =



_atva®—-2bc atvVb*+c*+2bc ax(b+c)* at(b+c)
Y2 = 2 B 2 B 2 -T2
i ona su takoder cijeli brojevi, jer su brojevi a i b + c iste parnosti iz jednacine (1). Sada je dokaz

zavrsen.

Sema bodovanja

Prvi smjer vrijedi 6 bodova, a drugi smjer 4 boda.

Prvi smjer:

1 bod — zaklju¢ak da se broj 2a? moZe napisati kao x? + y?, gdje je x? = a® + 4d i y? = a® — 4d.
3 boda — dobijanje jednakosti a? = (x;r—y)2 + (?)2

2 boda - zaklju¢ak dasu b = %i c= % prirodni brojevi koji zadovoljavaju uslov zadatka

Drugi smjer:
1 bod —dokaz da je bar jedan od brojeva b i ¢ paran

3 boda—-dokazdazad = %jednaéine imaju rjesenje u skupu cijelih brojeva

Zadatak 3. Neka su X, X5,...,X2021,X2022 razli¢iti prirodni brojevi iz skupa {1,2,3,...,2021,2022}.
Odrediti najmanju i najve¢u mogucu vrijednost izraza

— X2022

H||||X1— le_ X3| _X4_ —"'|—X2021

Rjesenje
Dokazimo prvo da je minimalna vrijednost datog izraza 1. Primijetimo da neovisno od toga kako dodijelimo

vrijednosti brojevima xq, x5, ..., X027 izraz W je uvijek neparan (apsolutne vrijednosti i predznaci ne uticu
na parnost, pa je W iste parnosti kao zbir x; + x, + -+ X390, = 1 + 2 + --- + 2022 = w =1011-
2023, sto je neparno). Kako je W = 0 uvijek, a neparno je, zaklju¢ujemo da je W = 1. Vrijednost W =1
mozZemo posti¢isax, =k +2,x4q =k + 3, x4, =k +5,%,,3 =k +4,zak =159,13,...,2017i
X2021 = 2,X2022 = 1. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||xk — X1l — xk+2| - xk+4| = |||(k +2)—

k+3—Fk+5—Fk+4=0za svako £=1,5,9,13...,2017 pa dobijamo da je W=0-x2021—-x2022=0-2—1=1.

DokaZimo sada da je maksimalna vrijednost izraza W jednaka 2021. Prvo dokaZimo matematickom

indukcijom da je W, = H| |||x1 - |- 5| = x| = | = 2| — x| < 202222k = 3, 2022.
i) Bazaindukcije vrijedi, jer je Wy = ||x1 — x| — x3| < max{|x; — x,|,x3} < 2022 (jerje 0 < |x; — x| <
2022 —-1=2021,a 0 < x3 < 2022).
ii) Pretpostavimo da za neko 2021 = k > 3 vrijedi
Wk = ||H|x1 - x2|— X3| _X4_ _ e | _xk_1 _X]c S 2022




ili) Dokazimo tvrdnju za k + 1. Imamo da je

W1 = = Xpa1| = Wi — Xpepq| < max(W, xp41) < 2022

||...|||x1— le— x3| —X4 - "'|_xk

(jer vrijedi 0 < W), < 2022 po induktivnoj pretpostavci, a svakako vrijedii 0 < xj,1 < 2022).

Sada za k = 2022 imamo da je W = W,g,, < 2022, a kako je W neparno zaklju¢ujemo da je W < 2021.
Vrijednost 2021 se moZe dosti¢i sa xp =k +1,x341 =k +2, %4, =k +4,x,,3=k+3, za k=

1,5,9,13,...,2017 i X021 = 1, %5022 = 2022. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||xk—xk+1| -
A 2-xf+4=(k+1)-k+2-k+44£+3=0 za svako #=15913..,2017 pa dobijamo da je
W = |10 = x021 | — X2022| = |10 — 1] — 2022| = 2021.

Dakle, minimalna vrijednost datog izraza je 1, a maksimalna 2021.

Sema bodovanja

2 boda — dokaz da se mozZe postici vrijednost W = 1

2 boda — dokaz da se ne moZe postiéi vrijednost W < 1

2 boda — dokaz da se moZe postici vrijednost W = 2021

4 boda — dokaz da se ne mozZe postici vrijednost W > 2021

Zadatak 4. Neka je AABC trougao u kojem je AB = AC i LCAB = 90°. Ako su M i N tacke na hipotenuzi
BC takve daje BM? + CN? = MN?, odrediti ZMAN.

RjeSenje 1
Kako je (BM + CN)? > BM? + CN? = MN?, to se kruznica sa centrom u M i polupreénikom MB i
kruZnica sa centrom u N i polupre¢nikom NC sijeku u dvije tacke. Jedna od tacaka presjeka je sa jedne
strane prave BC, a druga sa druge. Onu koja je sa suprotne strane &

prave BC u odnosu na tacku A oznafimo sa P. Iz uslova zadatka S
PM? + PN? = BM? + CN? = MN?, pa je ZMPN =90° (tatku P
smo mogli definisti i na nadin da van trougla AABC, a nad MN kao
hipotenuzom konstruiSemo pravougli trougao sa stranicama P
BM, CN, MN, a takav trougao postoji po uslovu zadatka).

Trouglovi ABMP i ACNP su jednakokraki, pa je £CPN = 2PCN =
PNM\ ZMPB = +MBP = # pa je 2CPB = £CPN + .NPM +

LMPB = M+ (NPM = "7""+ 90° = 135°. Kako je 4B = AC

i pri tome su A i P sa razli¢itih strana prave BC i vrijedi £BAC = 90° = A

2-(180°— CPB), to je tatka A centar opisane kruZnice trougla
ACPB. Sada lako uoc¢avamo da su trouglovi AABM i AAPM podudarni (pravilo SSS), odakle je ZPAM =

LBAM = ‘Bzi Sliéno je i LPAN = "’Zi paje ZMAN = £MAP + 2PAN = ‘BAP;‘PAC = ‘BZAC = 45°,




Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke P tako da se zakljuci i da su trouglovi ABMP i ACNP jednakokrakii da je
£ZMPN = 90°

1 bod —dokaz da je ZBPC = 135°

3 boda - zakljuc¢ak da je A centar opisane kruznice trougla ABPC

1 bod — dokazivanje podudarnosti trouglova AABM i AAPM

3 boda — dokazivanje ZMAN = 45°.

Rjesenje 2
Neka je tacka E na pravoj koja prolazi kroz B i okomita je na BC, takva da N
vrijedi BE = CN i tacke E i A su sa iste strane prave BC. Tada je
ME? = BM? + BE? = BM? + CN? = MN?, pa je ME = MN. S druge
strane, kako je ZABE = 90°— £ABC = 45°= £BCA, to su trouglovi
AAEB i AANC podudarni (pravilo SUS). Zbog toga je AE = AN i
LEAB = £CAN. Sada primjeéujemo da su trouglovi AAEM i AANM

podudarni (pravilo SSS), pa je ZMAN = £MAE = LNAE _ cNAB+ZEAB _

2
£90°—2£CAN+LEAB
f = 4‘5 o.

Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke E tako da se zakljudi da je trougao ANME jednakokraki
2 boda — dokaz da je AE = AN

1 bod —dokaz da je ZEAB = £CAN

3 boda — dokaz da je ZMAN = £LMAE

2 boda — dokaz da je ZMAN = 45°.

Rjesenje 3
Iz uslova zadatka imamo
BM? + CN? = MN? = (BC — BM — CN)?
= BC? + BM?> + CN?—2-(BC-BM + BC - CN — CN - BM),

odakle je BC2 + 2-CN - BM = 2 -BC - (BM + CN) (+).

Neka je ZBAM = x i £CAN = y. Kao vanjske uglove dobijamo ZAMN = x +
45°i LANM =y + 45°.

sinx

Iz sinusnih teorema lako dobijamo BC = 4B -+/2,BM = AB -

sin(135°—x) =
—_— sinx —_— sinx —_— 1 — —_— x+45
AB- sin(x+45°) =AB- \/E ' sinx+cosx AB - \/E ' 1+ctgx’ CN = AC: \/E ' >
1 - 1 . . .
Tretg = AB -2 Tretay Ako prethodne jednakosti uvrstimo u (%), uz <

oznake ctgx = m,ctgy = n (ociglednoje m >0 in >0, jer su x i y ostri



uglovi), nakon skracivanja sa 2 - AB? dobijamo:

2 1 1
e ()
+(1+m)(1+n) 1+m+1+n
l1+m4+n+mn+2=44+2m+2n =
mn—1l=m+n =

mn—1 ctgx-ctgy—1

1= = =ct .
m+n ctgx+ctgy ctg(x +y)

Kakoje 0° < x +y <90°tojex +y = 45° odakle je ZMAN = 45°.

Sema bodovanja

1 bod - dobijanje jednakosti (*)

3 boda — svodenje na jednakost u kojoj se pojavljuju samo ctg x i ctgy
5 bodova — dobijanje ctg(x +y) =1

1 boda — dokaz da je ZMAN = 45°.

Zadatak 5. Beskonacna ploca je podijeljena na jedini¢ne kvadratice. Figuru koja se dobije izbacivanjem
jednog kvadratica iz kvadrata formata 2 X 2 zovemo L — figurom. Konfiguracijom
¢emo zvati svaki raspored L — figura na ploci takav da nikoje dvije L — figure ne
pokrivaju isti kvadrati¢. Ako za svaku L — figuru u konfiguraciji vrijedi da je
kvadrati¢ koji zajedno sa tom L — figurom gradi kvadrat formata 2 X 2 pokriven

drugom L — figurom, tu konfiguraciju zovemo savrsenom (na slici je dat primjer
savrsene konfiguracije sa pet L — figura). Neka je data savrsena konfiguracija sa

2021-om L — figurom. Dokazati da se nekoliko L — figura (barem jedna, ali ne i
sve) iz te savrsene konfiguracije moze ukloniti sa ploCe tako da na ploci i dalje
ostane savrsena konfiguracija.

Rjesenje

Primijetimo da, ukoliko postoje dvije L — figure postavljene tako da prekrivaju 2 X 3 pravougaonik,
uklanjanjem preostalih 2019 uglova ispunjavamo uslov zadatka. Nadalje pretpostavljamo da takva dvije
L — figure ne postoje.

Posmatrajmo proizvoljnu L — figuru u sa ploce. Postoji jedinstven kvadrat 2 X 2 koji sadrZi sva njena
polja. Po uslovu zadatka postoji L — figura v koja pokriva preostalo polje ovog kvadrata. Tada ¢emo redi
da L — figura v nadopunjuje L — figuru u. Konstruis§imo usmjeren graf G Ciji su ¢vorovi L — figure
ploce, i grana iz figure u u figuru v postoji ako i samo ako v nadopunjuje u.

Ocigledno u grafu G svaki ¢vor ima tacno jednu izlaznu granu. Ako postoji ¢vor koji nema ulaznu granu, on
ne nadopunjuje nijednu L — figuru, pa njenim uklanjanjem osobina i dalje vaZi. Pretpostavimo zato da
takav ¢vor ne postoji. Tada svaki ¢vor ima barem jednu ulaznu i ta¢no jednu izlaznu granu. Medutim, kako



je zbir ulaznih stepena jednak zbiru izlaznih stepena, svaki ¢vor mora imati ta¢no jednu ulaznu granu.
Odatle se lako dobija da je G unija disjunktnih ciklusa. Ako postoji vise od jednog ciklusa, tada oni imaju
manje od 2021 ¢vorova, pa uklanjanjem svih ciklusa osim jednog ispunjavamo uslov zadatka.

Ostaje da pokaZzemo da ne moZe postojati tacno jedan ciklus, tj. da svih 2021 ¢vorova pripada istom
ciklusu. Pretpostavimo suprotno. Centrom L — figure nazivamo centar 2 X 2 kvadrata koji sadrZi sva
njegova polja (drugim rijec¢ima, centar L — figure je zajednicko tjeme tri jedini¢na kvadrata koji je grade).
Kako smo pretpostavili da ne postoji 2 X 3 pravougaonik pokriven sa dva L — figure, direktnom
provjerom dobijamo da, ako jedna figura nadopunjuje drugu, tada se njihovi centri razlikuju za 1 i po x-
koordinati i po y-koordinati (odnosno, njihovi centri su naspramna tjemena nekog polja ploce). Slijedi da u
ciklusu parnost koordinata centara ¢vorova alternira, pa broj ¢vorova u ciklusu mora biti paran. Ovo je
kontradikcija s pretpostavkom da postoji ciklus sa 2021 ¢vorova, pa je ona netacna.

Dakle, moze se ukloniti nekoliko L — figura (barem jedna, ali ne i sve) iz savrsene konfiguracije sa 2021-
om L — figurom tako da na ploci i dalje ostane savrsena konfiguracija.

Sema bodovanja

1 bod — zaklju¢ak da je tvrdnja tacna ukoliko dvije L — figure prekrivaju 2 X 3 pravougaonik i ukoliko ne
postoji ¢vor koji nema ulaznu granu (ili neka ekvivalentna tvrdnja)

2 boda — zaklju¢ak da ukoliko nema ¢vora sa ulaznim stepenom 0, ulazni stepen svakog ¢vora je 1

2 boda — zakljucak da je graf unija disjunktnih ciklusa

1 bod — zakljucak da je tvrdnja tacna ukoliko se graf sastoji od vise od jednog ciklusa

4 boda — dokaz da se graf ne moZe sastojati od samo jednog ciklusa

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjeSenja koja su razlic¢ita od sluzbenog rjesenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.
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IV RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra m tako da jednacina
xt—0Bm+2)x2+m?=0
ima Cetiri realna rjeSenja koja formiraju aritmetic¢ku progresiju.

RjesSenje 1
Data jednadzba je bikvadratna. Smjenom x? = t ona postaje

t?—Bm+2)t+m?=0.
Da bi posljednja jednadzba imala realna rjeSenja mora vrijediti
(Bm+2)2—-4m?>0,tj(m+2)(5m+2) > 0.

Dakle, mora vrijeditim € (—o0,—2] U [—%, +00). RjeSenja su data sa

3m+2+/(3m+2)% — 4m?
t1,2 = 2 .

Iz uslova da polazna jednacina ima Cetiri realna rjeSenja vidimo da mora biti 3m + 2 > 0 Sto sa ranije

. Y . 2
uvedenim ograni¢enjem zam dajedam € [_E’ +00).

Primijetimo dazam € [—%, +00) vrijedi daje 3m + 2 = /(3m + 2)2 — 4m2.

Rjesenja polazne jednacine data su sa

3m+2+V5m?2+12m+4
X134 = T .

2

Da bi data rjeSenja formirala aritmeticku progresiju moraju razlike susjednih ¢lanova progresije, zapisane u
rastu¢em ili opadajuéem poretku, biti jednake. NapiSimo rjeSenja u rastu¢em poretku

\/3m+2+\/5m2+12m+4 \/3m+2—\/5m2+12m+4\/3m+2— 5m2+12m+4\/3m+2+\/5m2+12m+4
2 - 2 ’ 2 ’ 2

Kako za prva tri ¢lana mora vrijediti

j3m+2—v5m2+12m+4+\/3m+2+\/5m2+12m+4_\/3m+2—\/5m2+12m+4+j3m+2—v5m2+12m+4
2 2 - 2 2 ’

toimamo



\/3m+2+\/5m2+12m+4_3\j3m+2—\/5m2+12m+4
2 - 2 i

Istu jednacinu bismo dobili da smo posmatrali uslov jednakosti razlika za posljednja tri ¢lana.

Rjesavanjem posljednje jednacine dobijemo

3m+2+\/5m2+12m+4=9(3m+2—\/5m2+12m+4).

tj. nakon sredivanja

25(5m? + 12m + 4) = 16(3m + 2)2.
Posljednja jednacina se svodi na

19m? — 108m — 36 = 0,

- S . 6 , ... S . 2
CijasurjeSenjam=6im = 0 (primijetimo da su oba rjesenja veéa od _E)'

. 6 . vy S . S .
Dakle,zam =6im = — P polazna jednacina ima Cetiri realna rjesenja koja formiraju aritmeticku
progresiju.

Zam = 6 dobije se aritmetitka progresija —3v2, —V/2,v2,3V2,azam = — % aritmeticka progresija glasi

o ol ey o
19 19 19 19

Sema bodovanja

1 bod — dobijanje rjeSenja po t

2 boda - dobijanje uslova pod kojim su rjeSenja x; ; 3 4 realna

1 bod —dobijanje eksplicitnog izraza za x; ;3 4

1 bod — dobijanje ispravnog poretka rjeSenja x; 5 3 4 U aritmetickoj progresiji

3m+2+V5m2+12m+4 3 3m+2—V5m2+12m+4
2 - 2

3 boda — dobijanje uslova \/
2 boda — dobijanje rjeSenja zam

Rjesenje 2

Zadana je jednacdina

x*— (Bm+2)x? +m? = 0. (1)
Uvedimo smjenu x? = t. Jednacina sada postaje

t?—(Bm+2)t+m?=0. (2)



S obzirom da rjeSenja x4, X, X3, x4 jednacine (1) moraju biti realni brojevi, rjesenja t;,t, jednacine (2)
moraju biti nenegativni realni brojevi. Da bi ta rjesenja bila realni brojevi, mora biti

(Bm+2)2—4m? >0,

odakle je
2
m € (—ee,—2] U [—§,+oo).

Neka su ty, t, rjesenja jednacine (2). Tada su rjedenja jednacine (1) brojevi ++/t;, ++/t5. Iz uvjeta da oni €ine
artimeticku progresiju, jednostavno zakljucujemo (bez umanjenja opéenitosti jer niSta se ne mijenja ako
zamijenimo mjesta t; i t,) da su ta rjeSenja ovako poredana po velicini:

R N S

Neka je d razlika te aritmeticke progresije. Imamo da je

d =i + Vi tVE =5

Takoder, s obzirom da je u aritmetickoj progresiji svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, aritmeticka sredina
njemu dva susjedna ¢lana niza, zaklju¢ujemo da je

- E R =S

2 N 2
Do istih uvjeta dolazimo posmatranjem posljednja tri ¢lana niza.
Sada, iz Vieteovih formula primijenjenih na jednacinu (2) dobivamo

{t1+t2=3m+2
tl't2=m2

Zbog t4, t, = 0 zakljuéujemo da mora biti 3m + 2 > 0, j.

>2
m = 3

Dakle, mora vrijediti
2
me |2, +e). (3)

Sada na osnovu gore navedenih jednakosti iz Vieteovih formula i rjeSenja jednacine (2) izrazenih preko
razlike d niza, dobivamo

d 3d

2
4Im
(\/t1't2)2 =m2(:><5-7) =m? & 9d* = 16m? < d? :L,



2 d 3d\* d 3d
ti+t,=3m+2e (i +./t2) —2,/t1-t2=3m+2<=>(§+?) —2-5-7=3m+2
6m+ 4
= d? = e

Izjednacavanjem desnih strana gornjih dviju jednakosti, dobivamo

4lm|  6m+4

3 5 7

odaklejem = —6/19ilim = 6.

Obje vrijednosti zadovoljavaju uvjet (3).

3 2 2 2 3 2
19" 19’ 19" " [19°

Zam = 6 dobivamo rjesenja: —3v2,—V2,v2,3V2.

Zam = —6/19 dobivamo rjesenja:

Sema bodovanja
2 boda — dobijanje uvjeta pod kojim su rjeSenja x; , 3 4 realna
3 boda — izrazavanje \/t; i /t; preko d (ili dobijanje v/t, = 3/t;

3 boda — dobijanje uslova @ = %

2 boda — dobijanje rjeSenja za m

Zadatak 2. Za dva skupa A i B definiSemo skup A+ Bsa A+ B = {a + b|a € A, b € B}. Na primjer, ako je
A ={1,23}iB = {4,5,6},ondaje A+ B = {5,6,7,8,9}.
a) Odrediti najveéi prirodan broj m takav da postoje skupovi A i B, oba podskupovi skupa N U {0},
takvi dai A i B imaju pom elemenata i vrijedi A + B = {0,1,2, ...,2021}.
b) Odrediti najmanji prirodan broj n takav da postoje skupovi 4 i B, oba podskupovi skupa N U {0},
takvidai A i B imaju pon elemenataivrijedidA + B ={0,1,2, ...,2021}.
Rjesenje
a) Neka je A={ay,a,, ..a,} i B={by, by, ..by}, pri ¢emu vrijedi a; < a;;, | b;<bjy, za i=
1,2,..,m—1.Imamo:

ait+h <a+by,<a+b, < <ap_q+by<an+b,
Svi ovi brojevi su elementi skupa A+ B i po parovima su razli¢iti, pa vrijedi |[A+ B| =2m —1,
odnosno 2m—1 <2022 & m < 1011. Ova granica se moze dostici:
A=1{0,1,2,...1010}
B={0,1,2,..,1009,1011}
pa je trazeni brojm = 1011.



b) Kakoje |A| = |B| =n, toje |A+ B| < n-n = n? jer se svaki element skupa A + B dobija kao zbir
jednog elementa A i jednog elementa B. Dakle, n? > 2022 & n > 45. Ova granica se moze
dostiéi:

A={0,1,2,..,44}

B ={0-45,1-45,2-45 ..43-45,2021 — 44}
Ocigledno se u skupu A + B nalaze svi brojevi iz N U {0} maniji ili jednaki 43 - 45 + 44 (mogu se
dobiti kao r 4+ q - 45 gdje su r,q redom ostatak i kolicnik pri dijeljenju sa 45), kao i svi brojevi
izmedu 2021 — 44 i 2021. Kako je 43-45+4 44 > 2021 — 44, to se u skupu A + B nalaze svi
brojevi 0,1, 2, ...,2021. O¢ito je 2021 najvedi element ovog skupa, paje |[A + B| = {0, 1, ...,2021}.
Dakle, trazeni broj je n = 45.

Sema bodovanja

Dijelovi pod a) i b) nose po 5 bodova.

2 boda — pronalaZenje skupova A i B koji imaju po 1011 elemenata
3 boda — dokaz da skupovi ne mogu imati vise od 1011 elemenata
3 boda — pronalaZenje skupova 4 i B koji imaju po 45 elemenata

2 boda — dokaz da skupovi ne mogu imati manje od 45 elemenata

Zadatak 3. Neka su Xi,X5,...,X5021,X2022 razliciti prirodni brojevi iz skupa {1,2,3,...,2021,2022}.
Odrediti najmanju i najvec¢u mogudu vrijednost izraza

- | — X2021| — X2022

H||||x1— x2|— x3| _X4

Rjesenje
Dokazimo prvo da je minimalna vrijednost datog izraza 1. Primijetimo da neovisno od toga kako dodijelimo

vrijednosti brojevima x4, x5, ..., X022 izraz W je uvijek neparan (apsolutne vrijednosti i predznaci ne uticu
na parnost, pa je W iste parnosti kao zbir x; + x5 + +- + X302, = 1+ 2 + --- + 2022 = % =1011"-
2023, sto je neparno). Kako je W = 0 uvijek, a neparno je, zaklju¢ujemo da je W = 1. Vrijednost W = 1
moZemo posti¢isaxy =k +2,xx41 =k + 3, X340 =k +5 %343 =k +4,zak =159,13,..,2017i
X2021 = 2,%X2022 = 1. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||x,c — Xpp1l — xk+2| - xk+4| = |||(k +2)—

k+3—k+5—Fk+4=0za svako £=1,5,9,13,...,2017 pa dobijamo da je W=0-x2021-x2022=0-2—1=1.

DokaZimo sada da je maksimalna vrijednost izraza W jednaka 2021. Prvo dokaZimo matematickom

— x| £2022zak = 3,...,2022.

indukcijom da je W, = Hl |||x1 - x2|— x3| — Xg| — | — Xp_1

i) Bazaindukcije vrijedi, jer je Wy = ||x1 — x| — x3| < max{|x; — x,|,x3} < 2022 (jerje 0 < |x; — x| <
2022 —-1=2021,a0 < x5 < 2022).



if) Pretpostavimo da za neko 2021 > k > 3 vrijedi

Wy = — x| < 2022.

||...“|x1— x2|— X3| _X4_ _ e | _Xk_l

ili) DokaZimo tvrdnju za k + 1. Imamo da je

— oo | = 2| = Xiea| = IWie = sl < max(Wi, xp4) < 2022

Wk+1 = H||||x1— le— X3| — Xg

(jer vrijedi 0 < W, < 2022 po induktivnoj pretpostavci, a svakako vrijedii 0 < xp,1 < 2022).

Sada za k = 2022 imamo da je W = Wy, < 2022, a kako je W neparno zakljucujemo da je W < 2021.
Vrijednost 2021 se moZe dosti¢i sa xp =k +1,x341 =k +2, %4, =k +4,x,,3=k+3, za k=

1,5,9,13,...,2017 i x,021 = 1,x5022 = 2022. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||xk—xk+1|—

A 2-xf+4=(k+1)-k+2-k+44£+3=0 za svako #=15913..,2017 pa dobijamo da je
W =[]0 = x021 | — X2022| = |10 — 1] — 2022| = 2021.

Dakle, minimalna vrijednost datog izraza je 1, a maksimalna 2021.

Sema bodovanja

2 boda — dokaz da se moZe postici vrijednost W = 1

2 boda — dokaz da se ne moze postici vrijednost W < 1

2 boda — dokaz da se moZe postici vrijednost W = 2021

4 boda — dokaz da se ne moze postiéi vrijednost W > 2021

Zadatak 4. Neka je AABC trougao u kojem je AB = AC i £.CAB = 90°. Ako su M i N tatke na hipotenuzi
BC takve daje BM? + CN? = MN?, odrediti ZMAN.

Rjesenje 1
Kako je (BM + CN)? > BM? + CN? = MN?, to se kruinica sa centrom u M i polupreénikom MB i

kruznica sa centrom u N i polupreénikom NC sijeku u dvije tacke. &

Jedna od tacaka presjeka je sa jedne strane prave BC, a druga sa !

druge. Onu koja je sa suprotne strane prave BC u odnosu na tacku A
ozna¢imo sa P. Iz uslova zadatka PM? + PN? = BM? + CN? =
MN?, paje £zMPN = 90° (tatku P smo mogli definisti i na nacin da p
van trougla AABC, a nad MN kao hipotenuzom konstruisemo
pravougli trougao sa stranicama BM, CN, MN, a takav trougao postoji
po uslovu zadatka).

Trouglovi ABMP i ACNP su jednakokraki, pa je £CPN = £PCN =
<PNM\ MPB = /MBP = @ pa je 2CPB = £CPN + «NPM + B

2
PNM+4PMN
¢MpB = 22T

+4NPM=97°°+90°=135°. Kako  je



AB = AC i pri tome su A i P sa razli¢itih strana prave BC i vrijedi ZBAC = 90° = 2 - (180° — 2CPB), to je

tacka A centar opisane kruznice trougla ACPB. Sada lako uoavamo da su trouglovi AABM i AAPM
/B

podudarni (pravilo SSS), odakle je ZPAM = /BAM = ZAP. Sliéno je i 2PAN = %“‘C pa je LMAN =

LBAP+.PAC _ /BAC
2

£MAP + £PAN = = 45",

Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke P tako da se zakljucii da su trouglovi ABMP i ACNP jednakokrakii da je
£ZMPN = 90°

1 bod —dokaz da je ZBPC = 135°

3 boda — zaklju¢ak da je A centar opisane kruznice trougla ABPC

1 bod — dokazivanje podudarnosti trouglova AABM i AAPM

3 boda — dokazivanje ZMAN = 45°,

Rjesenje 2

Neka je tacka E na pravoj koja prolazi kroz B i okomita je na BC, takva
da vrijedi BE = CN i tacke E i A su sa iste strane prave BC. Tada je N
ME? = BM? + BE? = BM? + CN? = MN?, paje ME = MN. S druge
strane, kako je ZABE = 90°— £ABC = 45° = £BCA, to su trouglovi
AAEB i AANC podudarni (pravilo SUS). Zbog toga je AE = AN i M
LEAB = £CAN. Sada primjecujemo da su trouglovi AAEM i AANM
podudarni (pravilo SSS), paje ZMAN = £MAE = LNAE _ LNAB+ZEAB _ p

2 A
£90°—£CAN+2EAB _
- =

45°.

Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke E tako da se zakljuci da je trougao ANME jednakokraki
2 boda — dokaz da je AE = AN

1 bod —dokaz da je ZEAB = £CAN

3 boda — dokaz da je ZMAN = £MAE

2 boda — dokaz da je ZMAN = 45°,

RjesSenje 3
Iz uslova zadatka imamo
BM? + CN? = MN? = (BC — BM — CN)?
= BC? + BM?> + CN?—2-(BC-BM + BC - CN — CN - BM),

odakle je BC2+2-CN-BM = 2-BC-(BM + CN) (x).



Neka je 2BAM =x i £CAN =y. Kao vanjske uglove dobijamo R
2AMN = x +45°1 LANM =y + 45~

lz sinusnih teorema lako dobijamo BC = AB -+2,BM = 4B -
sinx =E' sinx E\/E sinx =E\/§

sin(135°—x) sin(x+45°) = sinx+cos x
1 CN = AC - . 1 — AR . . 1 Xx+45
1+ctgx’CN_ AC -2 Treto = 4B 2 Tietay Ako prethodne
Y,
jednakosti uvrstimo u (*), uz oznake ctgx =m,ctgy =n -
(ocigledno je m >0 i n>0, jer su x i y ostri uglovi), nakon A

skracivanja sa 2 - AB? dobijamo:

2 1 1
1+—=z-( + )
A+m)(1+n) 1+m 1+n
1+m4+n+mn+2=44+2m+2n =
mn—1=m+n =

mn—1 ctgx-ctgy—1
1= = =ctg(x +y).
m+n ctgx+ctgy

Kakoje 0° < x +y <90°tojex +y = 45° odakle je ZMAN = 45°.

Sema bodovanja

1 bod - dobijanje jednakosti (*)

3 boda — svodenje na jednakost u kojoj se pojavljuju samo ctg x i ctgy
5 bodova — dobijanje ctg(x +y) =1

1 boda — dokaz da je ZMAN = 45°.

Zadatak 5. Ako sum, n,r prirodni brojevi takvi da vrijedi
2r-1

1+m+nV3=(2++3)"

dokazati da je broj m potpun kvadrat.

RjeSenje 1

2r-1
Najprije primijetimo da je m neparan broj. Naime, svi ¢lanovi u stepenovanju (2 + \/§) " osim

posljednjeg su parni, a posljednji je 37 ~'v/3, pa ne pripada racionalnom dijelu izraza. Zato je racionalni dio

izraza paran, odnosno 1 + m je paran, odnosno m je neparan. Dalje, iz binomne formule direktno slijedi

da, ako je (2 + \/§)2r_1 = A+ Bv/3,tada je (2 - \/§)2r_1 = A — B+/3. Zato imamo
1+m+m3=(2+v3)" =
1+m-nV3=(2 —\/§)2r_1

MnoZenjem ovih jednakosti dobijamo



a+m? - (m3) = (2+V3)(2-v3) o
g 2r—1

m+12-3n2=(22-(\3))

m+1)?-3n’=1e

m(m + 2) = 3n?
Kako je m neparan, tojenzd(m,m +2) = 1,pajem =3x?im+ 2 = y?ilim = x? in = 3y? za cijele
brojeve x, y. Prvi slu¢aj otpada jer je tadam = 0 (mod 3) = m + 2 = 2 (mod 3) = y? = 2 (mod 3), §to
je nemoguce. Dakle, vrijedi drugi slucaj, pa je m potpun kvadrat, q.e. d.

Sema bodovanja

1 bod — dobijanje jednakosti 1 + m — ny3 = (2 - \/§)
4 boda — dobijanje jednakosti m(m + 2) = 3n?

1 bod —zaklju¢ak da je m neparan, te da sumim + 2 relativno prosti

2 boda — zakljuc¢ak da je jedan od brojeva m i m + 2 kvadrat, a drugi trostruki kvadrat
2 boda — zaklju¢ak da je nemoguce da je m + 2 kvadrat, a m trostruki kvadrat

2r-1

Rjesenje 2

Neka su {m;};en i {n; };en nizovi takvi da vrijedi 1 + m; + n;/3 = (2 + \/§)21_1,Vi € Ninekaje

2i-1
t; =1+ m;, i €N.DrugimrijeCima, t; i n; suredom racionalni i iracionalni dio izraza (2 + \/§) .

Imamo

2+v3) T = 2+V3) - (2+V3)"T = (7 + 4V3)(t; +niV3) = (7t + 12n) + (4t; + Tn V3
odnosno
tiv1 =7t +12n; nyq =44+ 7y

MnozZenjem prve relacije sa 7, druge sa 12 i oduzimanjem dobijamo

Ttiyy — 1204 = t; &

12 =Tty — 41 &

12n; = 7t; — ti_4
Uvrstavajudi ovo u prvu rekurzivnu relaciju dobijamo

tivr = 14t; =ty

RjeSavanjem ove rekurzivne relacije (pocetni uslovi su t; = 2it, = 26) dobijamo

1 i 1 i
t; =§-(2+x/§)-(7—4x/§)l+5-(2 —V3) - (7 +4V3)’
Nakon sredivanja koriste¢i ¢injenicu 7 + 44/3 = (2 + \/§)2 dobijamo
=5 (23" + 2 +va)" )

Posmatrajmo niz {u;};ey definisan sa u; = 1,u; = 5iuj4q = 4u; — uj_q. RjeSavanjem rekurzivne relacije
dobijamo

y=3 (1493 @+ -1+ -))



UMKS u saradnji sa UMUSK, UM “Algoritam” Mostar, UMTK i PZ Tuzla

Direktnim uvr$tavanjem dobijamo da je t; = u? + 1, odnosno m; = u?. Kako su po definiciji niza {u;};ey
njegovi €lanovi cijeli brojevi, dobijamo da je m; potpun kvadrat za sve i € N, pa specijalno i za i =,
q.e.d.

(Napomena: Jednakost t; = ul-2 + 1 je moguce dokazati i koriste¢i matematicku indukciju)

Sema bodovanja

1 boda — uvodenje nizova m; i n;

2 boda — dobijanje rekurzivnih relacija ekvivalentnih sa t;; = 7t; + 12n;, nj,q = 4t; + 7n;
2 boda — dobijanje vrijednosti t; u zatvorenoj formi

2 boda — uvodenje niza u;

3 boda — dokaz da je u? + 1

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjesenja koja su razli¢ita od sluzbenog rjeSenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.



