Udruzenje matemati¢ara Kantona Sarajevo

BILTEN FEDERALNOG TAKMICENIJA 1Z
MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
2024. GODINE

Sarajevo, 11.5.2024. godine

Federalno takmicenje iz matematike ucenika osnovnih Skola odrzano je na Prirodno-matematickom fakultetu u
Sarajevu, 11.5.2024. godine. Na takmicenju je ucestvovalo 159 ucenika koji su odabrani na kantonalnim takmicenjima,
kao i na kvalifikacionom takmicenju odrzanom 28.4.2024. godine.

Otvaranje je odrZano u prepunom amfiteatru “Branko Galeb”. Prisutnima se najprije obratio prof. dr. Esmir Pilav,
predsjednik UdruZenja matematic¢ara Kantona Sarajevo, koji je pozdravio sve prisutne i poZelio takmicarima sredu.
Nakon njega se obratila i ministrica za odgoj i obrazovanje Kantona Sarajevo, Naida Hota-Muminovi¢, koja je i otvorila
takmicenje. Na kraju, ispred takmicarske komisije se obratio Admir BeSirevi¢, lider ekipe Bosne i Hercegovine na
Juniorskoj balkanskoj matematickoj olimpijadi, koji je uéenicima dao osnovne upute.

Na zahtjevnim zadacima ucenici su pokazali zavidno znanje, te je u svakom razredu prvoplasirani u¢enik imao preko
30 bodova (od moguéih 50), dok je ukupno 26 ucenika osvojilo 25 ili viSe bodova (tj. 50% ili vise). Najvise bodova,
ukupno 42, su osvojili pobjednici u osmom i devetom razredu, Tarik OdZak i Harun Memic¢. Na Juniorsku matematicku
olimpijadu BiH (JMOBIH) se plasiralo 20 ucenika. Juniorska matematicka olimpijada BiH se odrZava 25. maja u Doboju.
Satnica JMOBIiH ¢e biti okacena na nasoj web stranici u narednom periodu. Na JMOBIH se plasirala pobjednica u
sedmom razredu, po prvoplasiranih devet ucenika u osmom i devetom razredu, te jedna ucenica prvog razreda srednje
Skole koja se nezvanicno takmicila u konkurenciji devetih razreda (s obzirom da po godinama ima pravo nastupa na
Juniorskoj balkanskoj matematickoj olimpijadi).

Slijedi nekoliko fotografija sa takmiéenja, kao i zadaci sa rjeSenjima, te rezultati takmicenja sa pobrojanim ucenicima
koji su se plasirali na Juniorsku matematic¢ku olimpijadu BiH.







ZADACI

VI RAZRED

Zadatak 1. Neka je A = {a | 12345 je djeljiv sa 15} (dakle, A4 je skup svih cifara a za koje je petocifreni broj 123a5
djeljiv sa 15), a B = {b | 1b2bb6 je djeljiv sa 12} (sli¢no, B je skup svih cifara b za koje je $estocifreni broj 1b2bb6
djeljiv sa 12). Odrediti skup X takav da (istovremeno) vrijede relacije X UB ={1,3,4,5,6,79} iB\ X =ANB.
Obavezno obrazlozZiti kako ste odredili koji elementi pripadaju skupu X, a koji ne pripadaju!

Zadatak 2. Na putu za federalno takmicenje nastavnik je Emilu i Nori rekao da napisu po jedan razlomak. Emilu je bilo
mrsko razmisljati, pa posto je danas 11.5.2024. godine, napisao je razlomak 210—1254. Nakon sto je i Nora napisala svoj

razlomak, nastavnik je primijetio: ,Za razliku od Emila, Nora je napisala neskrativ razlomak. Ako se recipro¢na
vrijednost Emilovog razlomka sabere sa Norinim razlomkom, te se taj zbir pomnozi sa recipro¢nom vrijednoSc¢u Norinog
razlomka, dobija se 9.” Koji razlomak je Nora napisala? Odgovor obrazloziti!

Napomena: Reciprocna vrijednost razlomka se dobija kada zamijenimo brojnik i nazivnik, npr. recipro¢na vrijednost

14, . 9 14, . 15 .. y .
razlomka < Je jednaka e Takoder, razlomak <5 Je neskrativ, dok - hije (moze se skratiti sa 3).

Zadatak 3. Tabela 50 X 50 je popunjena redom brojevima od 1 do 2500. Dakle, u prvom redu su redom brojevi od 1
do 50, u drugom redu su redom brojevi od 51 do 100, ..., u zadnjem redu su redom brojevi od 2451 do 2500. Da liu
toj tabeli 50 x 50 postoji sedam polja koja grade slovo U (kao na slici), tako da je:

a) zbir brojeva u tih sedam polja jednak 42027 Odgovor obrazloziti! ] C

b) zbir brojeva u tih sedam polja jednak 20247 Odgovor obrazloziti!

c) zbir brojeva u tih sedam polja jednak 60007 Odgovor obrazloZiti!

Zadatak 4. Dati su trougao ABC i kvadrat DEF G, kao na slici. Obimi trouglova G F
ABC,ADG,EBF,GFC suredom jednaki 78 cm, 36 cm, 30 cm, 36 cm.
a) Odrediti duzZinu stranice kvadrata DEFG. Odgovor obrazloziti!
b) DuzGC jejednaka g duzi AG,aduZ CF je jednaka g duzi FB (ovi uslovi
vrijede i za dio pod c)). Odrediti duZinu duZi AB. Odgovor obrazloZiti! A D E B
c) DuZ AG je trostruko veca od duzi BE. Odrediti duZine duzi AG, AD, BE, BF. Odgovor obrazloZiti!

Zadatak 5. Kada broj 13 podijelimo sa 5,7 i 9, dobijamo redom ostatke 3,6 i 4, te vrijedi 3 + 6 + 4 = 13. Dakle, zbir
ovih ostataka jednak je pocetnom broju 13.
a) Da li postoji prirodan broj m > 222 takav da kada podijelimo m sa 128 i 222, zbir dva dobijena ostatka je
jednak m? Odgovor obrazlozZiti!
b) Odrediti sve prirodne brojeve n > 222 takve da kada podijelimo n sa 96,128 i 222, zbir tri dobijena ostatka
je jednak n. Odgovor obrazloziti!



VII RAZRED

Zadatak 1. Odrediti zbir prvih 2024 decimala (tj. cifara iza decimalnog zareza) u decimalnom zapisu broja ;—1

Zadatak 2. Odrediti sve trojke (a, b, ¢) prirodnih brojeva za koje vrijedi
a b c 1165
8711123 2024
Zadatak 3. Za prirodan broj kazemo da je zanimljiv ako se zapisuje koristeéi tacno dvije razlicite cifre, te ako se obje
javljaju isti broj puta. Na primjer, brojevi 2662,550005 i 45454554 su zanimljivi, a brojevi 6666,7112,112233 i
88811188 nisu.
a) Dokazati da ne postoji zanimljiv éetverocifren broj koji je prost.
b) Nadi barem 27 parova cifara od kojih se ne moZe napisati niti jedan osmocifren zanimljiv broj koji je prost.
Obrazloziti zasto se od tih parova ne moZe napisati niti jedan osmocifren zanimljiv prost broj!
Napomena: U svakom paru cifre moraju biti razlicite, te se misli na neuredene parove, sto znaci da poredak nije
bitan. Na primjer, par {0, 3} smatramo istim kao par {3, 0} (tj. racunamo ih kao jedan par).

Zadatak 4. Dat je tupougli trougao AABC sa tupim uglom kod vrha A. Simetrala stranice AC sijece pravu AB u tacki P,
pri ¢emu se P nalazi na produZetku stranice AB preko A. Na pravoj AC data je tacka D takva da je C sredina duzi AD.
Na pravoj AB data je tacka Q takva da je A sredina duzi PQ. Ako se prave QC i PD sijeku u tacki T, dokazatida je TC =
TD.

Zadatak 5. Na takmicenju je ucestvovalo 205 ucenika, te je maksimalan mogudi broj bodova bio 40. Na kraju
takmicenja se ispostavilo da je svaki ucenik osvojioili a ili b bodova, gdje su a i b prirodni brojevi takvidaje 1 < b <
a < 40. Poznato je da postoji bar jedan ucenik koji je osvojio a bodova, kao i bar jedan ucenik koji je osvojio b bodova.
Takoder, ispostavilo se da je prosjecni broj bodova po uceniku prirodan broj.

a) Odrediti sve mogucénosti za broj uéenika koji su osvojili a bodova.

b) Odrediti broj mogucih parova (a, b) koji zadovoljavaju date uslove.

Napomena: prosjecna vrijednost nekog niza brojeva je suma tih brojeva podijeljena sa brojem tih brojeva. Npr.

24548 _ 15 - " . . 2424349 16
= — = 5, a prosjecna vrijednost brojeva 2,2, 3,9 je =—=4,
3 4

prosjec¢na vrijednost brojeva 2,5, 8 je



VIII RAZRED

C
Zadatak 1. Dati su trougao ABC i kvadrat DEFG, kao na slici. Obimi trouglova G
ABC,ADG, EBF,GFC su redom jednaki 78,36,30 i 36. Odrediti duzinu svake od duzi F
AD,DE,EB,BF,FC,CG i GA. Odgovor obrazloziti!
A D E B

Zadatak 2. Ako za realne brojeve a, b, c vrijedi abc = 1 i (a + %) (b + %) (c + %) = 111, odrediti vrijednost izraza
(a +§)2 +(b+ %)2 +(c +%)2.

Zadatak 3. Za prirodan broj kazemo da je lijep ako nema nulu u svom dekadnom zapisu, ako su mu sve cifre medusobno
razlicite, i ako za svake dvije susjedne cifre vrijedi da jedna dijeli drugu. Na primjer, brojevi 516 i 4263 su lijepi, dok
brojevi 506, 515 i 4236 to nisu.

a) Koliko maksimalno cifara moze imati lijep broj?

b) Koliko ukupno ima lijepih brojeva sa maksimalnim brojem cifara?
Odgovore obrazloZiti!

Zadatak 4. Kada broj 13 podijelimo sa 5,7 i 9, dobijamo redom ostatke 3,6 i 4, te vrijedi 3 + 6 + 4 = 13. Dakle, zbir
ovih ostataka jednak je pofetnom broju 13.
a) Koliko ima prirodnih brojeva m takvih da kada podijelimo m sa 115 i 2024, zbir dva dobijena ostatka je jednak
m? Odgovor obrazloziti!
b) Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da kada podijelimo n sa 347,462 i 805, zbir tri dobijena ostatka je jednak
n? Odgovor obrazloziti!
Napomena: Ostatak pri dijeljenju prirodnim brojem moZze biti jednak 0.

Zadatak 5. U ostrouglom trouglu ABC vrijedi £BCA = 30°i AC < BC.Tacka M nalazi se u unutrasnjosti trougla ABC
tako da vrijedi ZAMB = 105°. Simetrale duzi AM i BM sijeku stranice AC i BC u tackama P i Q, redom.

a) Dokazati datacke M, P i Q leZe na istoj pravoj.
b) Ako je obim trougla CPQ jednak 44, a povrsina trougla ABC jednaka 120, odrediti duZinu stranice AB.



IX RAZRED

Zadatak 1. Dat je trougao ABC u Descartesovom pravouglom koordinatnom sistemu sa vrhovima A(5,0), B(11,8) i
C(c,4), pri ¢emu je ¢ > 0. Neka su B" i C' simetri¢ne slike tadaka B i C, redom, u odnosu na y —osu. Ako su tacke A4,
B i C' kolinearne (tj. leZze na istoj pravoj), odrediti:

a) koordinate tacke C;

b) povrsinu Eetverougla BCC'B’;

c) povrsinu trougla ABC.
Napomena: Za tacku X' kazemo da je simetri¢na slika tacke X u odnosu na pravu p ako vrijedi XX’ L p i X'T = XT,
gdieje {T} = XX"np.

Zadatak 2. Dat je tupougli trougao ABC sa tupim uglom kod vrha A. Simetrala stranice AC sijece pravu AB u tacki P,
pri ¢emu se P nalazi na produZetku stranice AB preko A. Na pravoj AC data je tacka D takva da je C sredina duzi AD.
Na pravoj AB data je tacka Q takva da je A sredina duzi PQ. Ako se prave QC i PD sijeku u tacki T, dokazatida je TC =
TD.

Zadatak 3. Za prirodan broj kazemo da je lijep ako nema nulu u svom dekadnom zapisu, ako su mu sve cifre medusobno
razliCite, i ako za svake dvije susjedne cifre vrijedi da jedna dijeli drugu. Na primjer, brojevi 516 i 4263 su lijepi, dok
brojevi 506, 515 i 4236 to nisu.

a) Koliko maksimalno cifara moze imati lijep broj?

b) Koliko ukupno ima lijepih brojeva sa maksimalnim brojem cifara?
Odgovore obrazloziti!

Zadatak 4. Kada broj 13 podijelimo sa 5,7 i 9, dobijamo redom ostatke 3,6 i 4, te vrijedi 3 + 6 + 4 = 13. Dakle, zbir
ovih ostataka jednak je pocetnom broju 13.

a) Koliko ima prirodnih brojeva m takvih da kada podijelimo m sa 115 i 2024, zbir dva dobijena ostatka je jednak
m? Odgovor obrazloziti!
b) Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da kada podijelimo n sa 347,462 i 805, zbir tri dobijena ostatka je jednak
n? Odgovor obrazloziti!
Napomena: Ostatak pri dijeljenju prirodnim brojem moZze biti jednak 0.

Zadatak 5. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi.
a) Daliiztvrdnje c(a® + b3) = a(b® + ¢3) = b(c3 + a®) slijedi tvrdnjaa = b = ¢?
b) Daliiztvrdnje a(a® + b3) = b(b3 + c3) = c¢(c® + a®) slijedi tvrdnjaa = b = c?



VI RAZRED - rjesenja zadataka i Sema bodovanja

Zadatak 1. Neka je A = {a | 12345 je djeljiv sa 15} (dakle, A4 je skup svih cifara a za koje je petocifreni broj 123a5
djeljiv sa 15), a B = {b | 1b2bb6 je djeljiv sa 12} (sli¢no, B je skup svih cifara b za koje je $estocifreni broj 1b2bb6
djeljiv sa 12). Odrediti skup X takav da (istovremeno) vrijede relacije X UB ={1,3,4,5,6,79} iB\ X =ANB.
Obavezno obrazlozZiti kako ste odredili koji elementi pripadaju skupu X, a koji ne pripadaju!

Rjesenje:

Broj je djeljiv sa 15 ukoliko je djeljiv sa 3 i 5. Poto se broj 123a5 zavriava sa 5, on je sigurno djeljiv sa 5. Kako je broj
djeljiv sa 3 kad mu je zbir cifara djeljivsa 3,tomoral + 2+ 3 4+ a + 5 = 11 + a biti djeljivo sa 3, odakle zaklju¢ujemo
daa € {1,4,7}. Dakle, A = {1,4,7}.

Broj je djeljiv sa 12 ukoliko je djeljiv sa 3 i 4. Broj je djeljiv sa 4 ukoliko mu je dvocifreni zavrietak djeljiv sa 4. Broj b6
je djeljivsa 4 za b € {1,3,5,7,9}. Kako je zbir cifara broja 1b2bb6 jednak 1 +b + 2+ b + b + 6 = 3b + 9, 5to je uvijek
djeljivo sa 3, to je ovaj broj djeljiv sa 3 za svako b (mogli smo i provjeriti svaku mogucu vrijednost b). Dakle, B =
{1,3,5,7,9}.

Kakoje X U B = {1,3,4,5,6,7,9},toje X U {1,3,5,7,9} = {1,3,4,5,6,7,9}. Odavde zaklju¢ujemo da skup X sigurno sadrzi
elemente 4 i 6, te da su mu jos jedini potencijalni elementi 1,3,5,7,9.

Medutim, kako je B\ X = AN B, te je An B = {1,7}, to imamo {1,3,5,7,9} \ X = {1,7}. Odavde zaklju¢ujemo da
elementi 1i 7 ne pripadaju skupu X, te da 3,5,9 pripadaju skupu X (inace bi bili u {1,3,5,7,9}).

Dakle, X = {3,4,5,6,9}.

Sema bodovanja:
e 3 boda za odredivanje skupa 4, i to:
o 1bod za zaklju¢ak kad je broj djeljiv sa 15 i navodenje pravila djeljivostisa 3 i 5
o 1bod za zaklju¢ak da je dati broj uvijek djeljiv sa 5
o 1 bod za odredivanje mogucénosti za cifru a
Validno je da ucenik isproba svih 10 moguénosti za a, te utvrdi za koje od tih njih je broj djeljiv sa 15. Da bi za
to dobio sva tri boda, potrebno je da se vidi da je ucenik zaista provjerio sve mogucnosti za a.
e 3 boda za odredivanje skupa B, i to:
o 1bod za zaklju¢ak kad je broj djeljivsa 12 i navodenje pravila djeljivosti sa 3 (ako nije ranije navedeno)
i4
o 1bod za odredivanje moguénosti za b iz djeljivosti sa 4
o 1bod za zaklju¢ak da je dati broj uvijek djeljiv sa 3 (ili za sve dobijene vrijednosti b)
e 1 bod za zaklju¢ak da elementi 4 i 6 pripadaju skupu X
e 2 boda za zakljucak da elementi 1 i 7 ne pripadaju skupu X, a da elementi 3,5 i 9 pripadaju
e 1 bod za konacni skup X



Zadatak 2. Na putu za federalno takmicenje nastavnik je Emilu i Nori rekao da napisu po jedan razlomak. Emilu je bilo
mrsko razmisljati, pa posto je danas 11.5.2024. godine, napisao je razlomak 210—1254. Nakon sto je i Nora napisala svoj

razlomak, nastavnik je primijetio: ,Za razliku od Emila, Nora je napisala neskrativ razlomak. Ako se recipro¢na
vrijednost Emilovog razlomka sabere sa Norinim razlomkom, te se taj zbir pomnozi sa recipro¢nom vrijedno$¢u Norinog
razlomka, dobija se 9.” Koji razlomak je Nora napisala? Odgovor obrazloziti!

Napomena: Reciprocna vrijednost razlomka se dobija kada zamijenimo brojnik i nazivnik, npr. recipro¢na vrijednost

14, . 9 14, . 15 .. y .
razlomka < Je jednaka e Takoder, razlomak 5 Je neskrativ, dok - hije (moZze se skratiti sa 3).

Rjesenje:
Primijetimo najprijedaje 115 = 23 - 5,te daje 2024 = 23 - 88, pa je Emilov razIomakjednakzlo—liL = %. Neka je Norin

razlomak jednak %, pri éemu je NZD(a, b) = 1.1z uslova zadatka je

(88+a> b_9
5 b/ a

Kako je proizvod razlomka i njegove reciprocne vrijednosti jednak 1, primjenjujudi distributivnost dobijamo

88 b ab_ -
5 a b a
88 b
—=+1=9 &
5 a
88 b—8 -
5 a
8
b 8 1 8-5 40
a 8 88 88-1 88 11
5 5

Dakle, recipro¢na vrijednost Norinog razlomka je %, pa je Norin razlomak jednak% (i on je neskrativ).

. . . .. . L .. . 1
Napomena: Naravno, moguce je da ucenik Norin razlomak oznaci sa x, pa je tada reciprocna vrijednost jednaka oy te

da dalje radi ekvivalentno gornjem rjesenju.

Sema bodovanja:
e 1 bod za skracivanje Emilovog razlomka s 23 (ukoliko ucenik ne skrati Emilov razlomak, Norin razlomak ¢e

dobiti takav da se moze skratiti sa 23, ovaj bod ucenik moZe osvojiti ako skrati Norin razlomak s 23)

e 3 boda za pravilno postavljanje jednacine (% + %) -Z =9 (ili (8—: + x) i =9, pri ¢emu ucenik dobija ove

bodove i ako umjesto 58 pise %)
5 115
e 3 boda za dobijanje relacije % -% = 8 (ili 4 boda ukoliko se dobije 8—58 =8- %, vidjeti napomenu)
e 3 boda za zavrsetak rjeSenja (1 bod za dobijanje g u neskra¢enom obliku, 1 bod za skraéivanje sa 8, te 1 bod
za dobijanje %)
Napomena: Ukoliko uéenik dobije relaciju % =8 -%, dobija 4 boda, pri ¢emu se jo$ jedan bod dobija za odredivanje

a . v 7. .
razlomka o te jos jedan za skracivanje razlomka sa 8).



Zadatak 3. Tabela 50 X 50 je popunjena redom brojevima od 1 do 2500. Dakle, u prvom redu su redom brojevi od 1
do 50, u drugom redu su redom brojevi od 51 do 100, ..., u zadnjem redu su redom brojevi od 2451 do 2500. Da liu
toj tabeli 50 X 50 postoji sedam polja koja grade slovo U (kao na slici), tako da je:

a)
b)
c)

zbir brojeva u tih sedam polja jednak 42027 Odgovor obrazloZiti!
zbir brojeva u tih sedam polja jednak 20247 Odgovor obrazloZiti!
zbir brojeva u tih sedam polja jednak 60007 Odgovor obrazloZiti!

Rjesenje:
Primijetimo da ako je u nekom polju napisan broj a, onda je u polju iznad napisan broj a — 50, ispod a + 50, lijevo

a — 1,adesnoa + 1 (pod uslovom da u tabeli postoje polja iznad, ispod, lijevo i desno).

Oznacimo sa x broj koji se nalazi u srednjem od donja tri polja nase figure. Tada imamo sljedecu situaciju:

x-101 x-99
x-51 x-49
x-1 X x+1

Dakle, zbir brojeva u ovih 7 poljajex =101+ x —994+x—-514+x—494+x—-1+x+x+1=7x—300.

a)

b)

Ako je moguce da je zbir jednak 4202, tada imamo 7x — 300 = 4202, tj. 7x = 4502. Medutim, broj 4502
nije djeljiv sa 7, pa je ovaj slu¢aj nemoguc.

Sada imamo 7x — 300 = 2024, tj. 7x = 2324, odakle je x = 2324:7 = 332. Ovaj sluéaj je mogug¢, te na slici
vidimo koji dio ploce bi pokrila polja nase figure.

231 | 232 | 233
281 | 282 | 283

331 | 332 | 333
Sada dobijamo 7x — 300 = 6000, tj. 7x = 6300, odakle je x = 900. Kada bi ovaj slucaj bio mogu¢, imali
bismo situaciju kao na sljedecoj slici:

799 | 800 | 801
849 | 850 | 851

899 | 900 | 901
Medutim, ovo je nemoguce jer je 900 posljednji broj u svom redu (jer je 900: 50 = 18, pa je 900 posljednji

broj u 18. redu), pa je 901 prvi broj u narednom redu, te oni nisu u susjednim poljima.

Sema bodovanja:

1 bod za zaklju¢ak ¢emu su jednaki susjedni brojevi nekog polja u odnosu na broj u tom polju

3 boda za izraZzavanje svih brojeva u figuri preko jedne nepoznate

2 boda za izraZzavanje zbira brojeva u figuri preko jedne nepoznate

1 bod za dio pod a, 1 bod za dio pod b), 2 boda za dio pod c) (od ¢ega je 1 za rjeSavanje jednacine)

Napomena: Ukoliko uéenik ne postavi jednacinu, nego gleda sta se deSava sa zbirom kad se figura pomjera, za dio pod

b) je dovoljno da pronade dio ploce sa odgovarajuéim zbirom, ali za dijelove pod a) i c) je neophodno da ima dokaz da

je taj zbir nemogu¢ (argumenti ,,probavanjem se dobija da ne postoji ovaj zbir“ se ne priznaju).



Zadatak 4. Dati su trougao ABC i kvadrat DEFG, kao na slici. Obimi trouglova C
ABC,ADG, EBF,GFC suredom jednaki 78 cm, 36 cm, 30 cm, 36 cm.

a) Odrediti duzinu stranice kvadrata DEFG. Odgovor obrazloziti!
b) DuzZ GC je jednaka g duzZi AG, a duz CF je jednaka g duzi FB (ovi uslovi G .
vrijede i za dio pod c)). Odrediti duZinu duzi AB. Odgovor obrazloziti!
c) DuzZAG jetrostruko veca od duzi BE. Odrediti duzine duzi AG, AD, BE, BF.
Odgovor obrazloziti!
A D E B
Rjesenje:
a) Oznacimo stranicu kvadrata DEFG sa a. Imamo da je
36 =GF+FC+CG=a+FCH+CG
30=FB+BE+EF=FB+BE +a
36 =DA+AG+GD =DA+AG+a
78 = BC + AC + AB
Sabiranjem prve tri jednakosti, te koriStenjem Cetvrte, dobijamo:
102=a+FC+CG+FB+BE+a+DA+AG+a
=(FC+FB)+(AG+CG)+ (DA+a+BE)+2-a=BC+AC+AB+2-a
=78+2-q,
odakle je 2a = 102 — 78 = 24,tj.a = 12 cm.
b) Sada iz trougla CGF imamo CG + CF = 36 —a = 36 — 12 = 24, paiz GC = > AG i CF =2+ FB dobijamo
2+ AG +%- BF = 24,1j.7 (AG + BF) = 24, odakle je AG + BF = 28.Sada je
AC + BC = AG + GC + CF + BF = (AG + BF) + (CG + CF) = 28 + 24 = 52,
odakle je AB =78 — (AC + BC) = 78 — 52 = 26 cm.
c) Kakoje BE +AD = AB —DE =26—12 = 14,teje AD + AG = 36 — GD = 36 — 12 = 24 cm, dobijamo

AD + 3 - BE = 24. Posljednju jednakost moZemo pisati kao BE + AD + 2 - BE = 24, te zbog BE + AD =
14 dobijamo 14 + 2 - BE = 24, odakle izra¢unavamo BE = 5 cm.

Sada lako odredujemo i ostale stranice: AG =3-BE =3+-5=15cm,AD = 14— BE =14 -5 =9 cm, te
BF =30—-BE—-FE=30—-5—-12=13cm.

Sema bodovanja:

3 boda za dio pod a)
o 1bod od ova 3 se dobija za ideju sabiranja obima trouglova ADG, EBF,CGF

3 boda za dio pod b)

o 1bod od ova 3 se dobija za izraCunavanje zbira duZi AG i BF
4 boda za dio pod c), i to:

o 1bodzarelacije BE + AD =14iAD + 3-BE = 24

o 2 boda za odredivanje jedne od trazenih duZi

o 1 bod za odredivanje duZina preostale tri duzi



Zadatak 5. Kada broj 13 podijelimo sa 5,7 i 9, dobijamo redom ostatke 3,6 i 4, te vrijedi 3 + 6 + 4 = 13. Dakle, zbir
ovih ostataka jednak je poéetnom broju 13.

a) Da li postoji prirodan broj m > 222 takav da kada podijelimo m sa 128 i 222, zbir dva dobijena ostatka je
jednak m? Odgovor obrazloziti!

b) Odrediti sve prirodne brojeve n > 222 takve da kada podijelimo n sa 96,128 i 222, zbir tri dobijena ostatka
je jednak n. Odgovor obrazloziti!

Rjesenje:

a) Neka brojm pri dijeljenju sa 128 daje ostatak 7, a pri dijeljenju sa 222 ostatak s, te zapiSimo broj m u obliku

m=128-k+r(0<r <128)im=222-14+5s(0 <s < 222). Imamo
r+s=222-1+s S
r=222"1.

Medutim, kako jem > 222,tojel = 1 (L je koli¢nik prilikom dijeljenja m sa 222). Sada je nemogude da vrijedi
r =222l jerjer < 128,a222 -1 > 222, pa ne postoji traZeni broj m.

b) Nekan daje ostatke a, b, ¢ pri dijeljenju s 96,128, 222, redom, te neka jen = 222 -t + c. Sada je

a+b+c=222-t+c o
a+b=222-t.
Sliéno kao u dijelu pod a) zakljuéujemo dajet > 1,pajea + b = 222 -t = 222.Broj a je ostatak pri dijeljenju
broja n sa 96, pa je 0 < a < 95, a kako je broj b ostatak pri dijeljenju broja n sa 128, to je 0 < b < 127.
Medutim, kako je 95 4+ 127 = 222, vidimo da je jedino moguée da vrijedia + b = 222 akojea =95i b =
127. Takoder, mora vrijeditit = 1, pajen < 222 -2 = 444.
Dakle, brojn daje ostatak 95 pri dijeljenju sa 96, te ostatak 127 pri dijeljenju sa 128. To znaci da je brojn + 1
djeljivsa 96 i 128, pa je samim tim djeljiv sa njihovim najmanjim zajednic¢kim sadrziocem. Kako je 96 = 3 - 32
1128 =4-32,toje NZ5(96,128) = 323 -4 = 384. Dakle, brojn + 1 je djeljiv sa 384, te je manji od 445,
pa mora vrijediti n + 1 = 384, tj. n = 383. Ostaci broja 383 pri dijeljenju sa 96,128,222 su redom
95,127,161, i vrijedi 95 + 127 + 161 = 383, pa je to zaista rjeSenje zadatka.
Sema bodovanja:
e Dio pod a) vrijedi 2 boda, a 1 bod se dobija za relacijur = 222 -lilis =128k
e Dio pod b) vrijedi 8 bodova, i to:
o 1bod za dobijanje relacije a + b = 222 - t (ili sli¢ih relacija u kojima nema a ili b)
o 2 boda za zaklju¢ak da mora vrijedia = 95ib = 127, 1 bod za zaklju¢ak n < 444
o 2 boda za zakljuc¢ak da je brojn + 1 djeljivsa 96 128

o 2 boda za odredivanje brojan



VIl razred - rjeSenja zadataka i Sema bodovanja

Zadatak 1. Odrediti zbir prvih 2024 decimala (tj. cifara iza decimalnog zareza) u decimalnom zapisu broja ;—1

Rjesenje

Postupkom dijeljenja dobijamo 11 : 21 = 0,523809523 ... = 0,523809, gdje se nadvuceni niz decimala periodi¢no
ponavlja. Drugim rije¢ima, niz od prve do Seste decimale je 523809, niz od sedme do dvanaeste takoder 523809,
kao i niz od trinaeste do osamnaeste itd. Dakle, niz 523809 uvijek pocinje na decimali ¢iji redni broj daje ostatak 1
pri dijeljenju sa 6, a zavrSava na decimali ¢iji je redni broj djeljiv sa 6. Kako je 2024 = 6 - 337 + 2, to se u prvih 2024
decimala javlja 337 potpunih perioda — posljednji je od 2017. do 2022. decimale. Zbir cifara u jednom periodu je 5 +
24+34+8+0+4+9=27,a2023.i2024. decimala su redom 5i 2, pa je zbir prvih 2024 decimala datog razlomka

jednak 337 - 27 + 5+ 2 =9106.

Sema bodovanja
e |zradunavanje decimalnog zapisa razlomka % i zakljuéak da je taj zapis periodi¢an sa periodom 6: 3 boda

o Ukoliko ucenik tacno izracuna prvih 6 cifara, ali ne zakljuci da je zapis periodi¢an, dobija 1 od ova 3 boda.
S druge strane, ako napravi gresku prilikom dijeljenja, te zbog toga dobije drugaciji period, dobija 2 od
ova 3 boda ukoliko zakljuci da je decimalni zapis periodic¢an.
e (Qdredivanje broja potpunih perioda u prvih 2024 decimala: 3 boda
o Ukoliko je ucenik zbog greske u racunu dobio drugaciji period, i dalje moZe osvojiti ova 3 boda (pod
uslovom da je period bar 2)
e QOdredivanje cifara koje se javljaju u posljednjem (nepotpunom) periodu: 2 boda
o Ukoliko je ucenik zbog greske u racunu dobio drugaciji period, moZe osvojiti ova 2 boda samo ako broj
2024 nije djeljiv sa njegovim periodom
e Dobivanje tacnog rezultata: 2 boda
o Ucenik moZe dobiti 1 od ova 2 boda ukoliko je zbog greske u ra¢unu dobio drugadiji period, ali je za
njegov period tacno izra¢unao sumu



Zadatak 2. Odrediti sve trojke (a, b, ¢) prirodnih brojeva za koje vrijedi
a b o 1165
8 11723 2024
Rjesenje
Vrijedi 2024 = 8 - 11 - 23, sto znadi da je 2024 najmaniji zajednicki sadrzilac svih nazivnika u jednacini. Nakon
svodenja na najmanji zajednicki sadrzalac razlomaka na lijevoj strani, jednacina postaje
253a +184b +88c 1165

= =
2024 2024
253a + 184b + 88c = 1165.
Jasno jedaje 253a < 1165, pajea < %635 = 4%, paje a < 4. Medutim, za a = 4, jednacina se svodi na 184b +

88c¢ = 153, $to je nemoguce jer je b = 1. Dakle, a € {1, 2, 3}. Ispitajmo svaki od ovih slu¢ajeva.
1° a=1
Tada je 184b + 88c = 1165 — 253 - 1 = 912. Brojevi 184,88 i 912 su djeljivi s 8, pa nakon djeljenja s 8
posljednja jednacina postaje
23b+ 11c = 114.
22

Kako je 23b < 114,toje b < % = 45, pajeb < 4,odnosno b € {1, 2,3, 4}. Ispitajmo ove slucajeve.
1°° b=1 = 11c = 114 — 23 -1 = 91, Sto nema rjesSenja jer 91 nije djeljivos 11.
2°°b=2 = 11c =114 — 23 - 2 = 68, sto nema rjeSenja jer 68 nije djeljivos 11.
3°° b=3 = 11c = 114 — 23 - 3 = 45, sto nema rjesenja jer 45 nije djeljivo s 11.
4 hb=4 = 11c=114-23-4=22 = czi—izz.
2° a=2
Tada je 184b + 88c = 1165 — 253 - 2 = 659. Ova jednacina nema rjeSenja jer je lijeva strana parna (brojevi
184b i 88c su uvijek parni), a desna neparna.
3 a=3
Tada je 184b + 88c = 1165 — 253 - 3 = 406. Ova jednacina nema rjesenja jer je lijeva strana djeljiva s 8
(brojevi 184b i 88c su uvijek djeljivi s 8), a desna nije.
Zaklju¢ujemo, jedino rjesenje je (a, b, c) = (1,4,2).

Sema bodovanja
e Dobijanje jednakosti 253a + 184b + 88c = 1165: 1 bod

o Ovaj bod se dodjeljuje i ukoliko u¢enik ispravno svede lijevu stranu na zajednicki nazivnik 2024
Zakljuéak a € {1,2,3,4}: 2 boda

o Ovi bodovi se dodjeljuju i ukoliko u¢enik na analogan nacin ogranici b ili c umjesto a

o Ovi bodovi se dodjeljuju i ukoliko ucenik ogranici vrijednost nepoznate iz pocetne jednacine (prije
mnoZenja s 2024)

Dokaz da je slucaj a = 4 nemogué: 1 bod

Rjesavanje slucajaa = 1: 3 boda
o Ukoliko ucenik ogranici odozgo vrijednost nepoznate b ili ¢, dobija 2 od 3 boda.

RjeSavanje sluajevaa = 2ia = 3: 3 boda
o Ukoliko ucenik rijesi samo jedan od ova dva slucaja, dobija 2 od 3 boda.

Napomena: Ukoliko uc¢enik posmatra slucajeve po b ili c umjesto a, ili ukoliko dobije slabiju granicu za vrijednost a,
bodovanje slucajeva se vrsi u skladu s brojem rijeSenih i nerijesenih slucajeva, a sto sli¢nije opisanoj Semi.



Zadatak 3. Za prirodan broj kazemo da je zanimljiv ako se zapisuje koristeéi tacno dvije razlicite cifre, te ako se obje
javljaju isti broj puta. Na primjer, brojevi 2662,550005 i 45454554 su zanimljivi, a brojevi 6666,7112,112233 i
88811188 nisu.

a) Dokazati da ne postoji zanimljiv ¢etverocifren broj koji je prost.

b) Naci barem 27 parova cifara od kojih se ne moZe napisati niti jedan osmocifren zanimljiv broj koji je prost.
Obrazloziti zasto se od tih parova ne moZe napisati niti jedan osmocifren zanimljiv prost broj!
Napomena: U svakom paru cifre moraju biti razli¢ite, te se misli na neuredene parove, sto znaci da poredak
nije bitan. Na primjer, par {0, 3} smatramo istim kao par {3, 0} (tj. ratunamo ih kao jedan par).

Rjesenje

a)

b)

Posmatrajmo proizvoljan ¢etverocifren zanimljiv broj x. Oznac¢imo sa a i b cifre kojim se on zapisuje, pri ¢emu je

a vodeca cifra. Kako se obje cifre javljaju po dva puta, mogucénosti za x su aabb, abba i abab.

Ako je x = aabb, suma njegovih cifara na neparnim mjestima (to su prva i treca cifra) je a + b, a suma cifara na
parnim mjestima (to su druga i Cetvrta cifra) je takoder a + b. Razlika ove dvije sume je 0, Sto je djeljivos 11, pa
je po pravilu djeljivosti s 11 imamo da je sam broj x djeljivs 11. (Pravilo djeljivosti s 11: broj je djeljivs 11 ako i
samo ako je razlika sume njegovih cifara na neparnim mjestima i sume njegovih cifara na parnim mjestima
djeljiva s 11). Dakle, posto je x cetverocifren broj djeljivs 11, on nije prost.

Ako je x = abba, razlika sume njegovih cifara na neparnim mjestima i sume njegovih cifara na parnim mjestima
je(a+b) — (b + a) =0, pajeondjeljivs 11, $to znaci da nije prost.

Ako je x = abab, imamo x = ab00 + ab = ab - 100 + ab = ab - 101. Ovaj broj nije prost jer je djeljivsa 101 i
vedi je od 101. Dakle, ne postoji zanimljiv ¢etverocifren broj koji je prost.

Napomena: Alternativno, za slucaj x = aabb smo mogli dobiti x = aabb = 1000a + 100a + 10b + b =
1100a + 11b = 11(100a + b), sto je djeljivo sa 11. Sli¢no, za slutaj x = abba smo mogli dobiti x = abba =
1000a + 100b + 10b + a = 1001a + 110b = 11(91a + 10b), sto je djeljivo sa 11.

Ako su obje cifre u paru parne, svaki broj sacinjen od tih cifara zavrsava parnom cifrom, pa je paran, tj. nije prost.
Imamo 10 ovakvih parova: {0, 2},{0, 4}, {0,6},{0,8},{2,4},{2,6}, {2,8},{4,6},{4,8},{6,8}.

Ako je jedna cifra u paru parna, a druga 5, svaki broj sacinjen od ovih cifara zavrsava ili sa 5 ili sa parnom cifrom,
pa je ili paran ili djeljiv s 5, tj. nije prost. Imamo 5 takvih parova: {0, 5},{2, 5}, {4, 5}, {5, 6}, {5, 8}.

Ako je osmocifren zanimljiv broj zapisan pomodu cifara a i b, zbir njegovih cifara je 4 - (a + b) (obje cifre javljaju
po 4 puta). Dakle, ako je a + b djeljivo s 3, i odgovarajuéi broj je djeljiv s 3. Ovakvih parova ima 15:
{0,3},{0,6},{0,9},{1,2},{1,5},{1,8},{2,4},{2,7},{3,6},{3,9},{4,5},{4,8}, {5,7},{6,9},{7,8}. Medutim,
parove {0,6},{2, 4}, {4, 5}, {4, 8} smo ve¢ uracunali, pa ovdje dobijamo 11 novih parova.

Konacno, primijetimo da ¢e broj sacinjen od cifara 0 i 7 uvijek biti djeljiv sa 7 (prilikom postupka dijeljenja uvijek
dobijamo koli¢nik 0 ili 1, bez ostatka). Tako dobijamo jo3 jedan par {0, 7}.

Ukupno smo dobili 10 + 5 + 11 + 1 = 27 parova s trazenom osobinom.

Sema bodovanja

Dio a) vrijedi 4 boda, i to:

Dokaz da brojevi oblika aabb i abba ne mogu biti prosti: 2 boda (oba oblika po 1 bod)
Dokaz da broj oblika abab ne moZe biti prost: 2 boda

Dio b) vrijedi 6 bodova, i to:

Zakljucak da parovi s obje parne cifre zadovoljavaju uslov, te navodenje tih parova: 1 bod
Zakljucak da parovi saCinjeni od parne cifre i cifre 5 zadovoljavaju uslov, te navodenje tih parova: 1 bod



Udruzenje matemati¢ara Kantona Sarajevo

e Zakljucak da parovi Cija je suma djeljiva s 3 zadovoljavaju uslov, te navodenje tih parova: 2 boda
e Zakljucak da parovi sacinjeni od 0 i cifre razlicite od 1 zadovoljavaju uslov, te navodenje tih parova: 2 bod

Napomena: Pod ,navodenje tih parova” se podrazumijeva navodenje onih parova koji nisu ranije navedeni.



Udruzenje matemati¢ara Kantona Sarajevo

Zadatak 4. Dat je tupougli trougao AABC sa tupim uglom kod vrha A. Simetrala stranice AC sijece pravu AB utacki P,
pri éemu se P nalazi na produzetku stranice AB preko A. Na pravoj AC data je tacka D takva da je C sredina duzi AD.
Na pravoj AB data je tacka Q takva da je A sredina duzi PQ. Ako se prave QC i PD sijeku u tacki T, dokazatida je TC =
TD.

Rjesenje

; D
Simetrala duzi je po definiciji skup tacaka koje su jednako udaljene od krajeva te duzi. Kako tac¢ka P pripada simetrali
duzi AC, to je jednako udaljena od njenih krajeva, tj. vrijedi PA = PC. To znaci da je trougao APAC jednakokraki, pa
vrijedi £ZPAC = £PCA. Kako je £QAC = 180° — LPAC i £PCD = 180° — 2PCA, imamo i LQAC = 2PCD.

Dalje, kako je A sredina duzi PQ, i kako je APAC jednakokraki, imamo AQ = AP = CP. Takoder, kako je C sredina
duzi AD, imamo AC = CD. Dakle, dobilismo AQ = CP, £QAC = £PCD i AC = CD, odakle na osnovu stava SUS
slijedi AQAC = APCD.

Iz posljednje podudarnosti zaklju¢ujemo 2ACQ = 2CDP. Uglovi £LACQ i £TCD su unakrsni, pa je £ZACQ = £TCD.
Sada imamo £TCD = £ACQ = £CDP = 4CDT, sto znaci da je trougao ATCD jednakokraki. Odatle slijedi TC = TD,
Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja

e Zaklju¢ak PA = P(C: 2 boda

e Zakljuéak LQAC = £PCD: 1 bod
e Zakljuéak AQ = CP: 1 bod

o Zakljuéak AQAC = APCD: 3 boda
e Privodenje dokaza kraju: 3 boda



Zadatak 5. Na takmicenju je ucestvovalo 205 ucenika, te je maksimalan mogudéi broj bodova bio 40. Na kraju
takmicenja se ispostavilo da je svaki ucenik osvojioili a ili b bodova, gdje su a i b prirodni brojevi takvidaje 1 < b <
a < 40. Poznato je da postoji bar jedan ucenik koji je osvojio a bodova, kao i bar jedan ucenik koji je osvojio b bodova.
Takoder, ispostavilo se da je prosjecni broj bodova po uéeniku prirodan broj.

a) Odrediti sve mogucénosti za broj ucenika koji su osvojili a bodova.

b) Odrediti broj mogucih parova (a, b) koji zadovoljavaju date uslove.

Napomena: prosjecna vrijednost nekog niza brojeva je suma tih brojeva podijeljena sa brojem tih brojeva. Npr.

2+5+8 15 . v .. . . 2424349 16
= — = 5, a prosjecna vrijednost brojeva 2,2, 3,9 je =—=4.
3 4

prosjecna vrijednost brojeva 2,5, 8 je

Rjesenje
a) Neka je k ucenika osvojilo a bodova. Tada je 205 — k ucenika osvojilo b bodova. Kako postoji barem jedan
ucenik koji je osvojio a bodova, to je k = 1. Slicno, kako postoji bar jedan uéenik koji je osvojio b bodova, to
jek < 204.Dakle, 1 < k < 204.
Suma bodova svih ulenika je k-a+ (205 —k)-b, pa je prosjetni broj bodova po uéeniku jednak
k-a+(205—k)-b_ka+205b—kb_ka—kb 205b_k(a—b)
205 205 205 205 205

Po uslovu zadatka ovaj broj je prirodan, a kako je b prirodan broj, to i k(a—b)

+ b.

mora biti prirodan broj. Drugim
rije¢ima, broj k(a — b) mora biti djeljivs 205, odnosno mora biti djeljivs 5is 41. Postovrijedil < b <a <
40,toje 1 <a—b < 39, pa a— b ne moze biti djeljivo s 41. Kako je 41 prost broj, slijedi da k mora biti
djeljivo s 41, §to uz uslov 1 < k < 204 implicira k € {41,82,123,164}. Svaka od ovih vrijednosti je moguéa.
Naime, dovoljno je da broj a — b bude djeljiv sa 5 (jer ¢e onda proizvod k(a — b) biti djeljiv sa 205), Sto je
ocigledno moguce.

b) Primijetimo da niti jedan od brojeva 41,82,123,164 nije djeljiv sa 5, a svaki je djeljiv sa 41. To znaci da je broj
k(a — b) djeljivsa 205 ako i samo ako je broj a — b djeljivsa5.Kakojel <a—b <39,toa—b €
{5,10,15,20,25,30,35}. Primijetimo da parova u kojima je a — b = 5 ima 35 (to su ustvari parovi
(6,1),(7,2),(8,3), ..., (40,35)), parova u kojima je a — b = 10 ima 30 (to su ustvari parovi
(11,1),(12,2), ..., (40,10))... Generalno, primijetimo da parova u kojimajea — b = sima40 — s (to su
(s+1,1),(s +2,2),..,(40,40 — s)). Dakle, ukupan broj parova je

40—-5+4+40—-10+40—-15+4+40—20+40—25+40— 30+ 40 — 35 = 140.

Sema bodovanja
e Dio pod a) nosi 5 bodova, i to:

o lzraZzavanje prosje¢nog broja bodova preko k,a i b: 1 bod
o Zakljucak 205 | k(a — b) (ili dobijanje izraza % + b):1 bod
o Zakljucak da 41 ne dijeli a — b, te da zbog toga mora dijeliti k: 2 boda
o Odredivanje mogucih vrijednosti k: 1 bod
e Dio pod b) nosi 5 bodova, i to:
o Zaklju¢ak da a — b mora biti djeljivo s 5 i odredivanje skupa mogudéih vrijednosti za a — b: 2 boda
o Odredivanje broja parova u svakom od tih slucajeva: 2 boda

o Dobijanje ta¢nog rezultata: 1 bod



VIl razred - rjeSenja zadataka i Sema bodovanja

C
Zadatak 1. Dati su trougao ABC i kvadrat DEFG, kao na slici. Obimi trouglova G
ABC,ADG,EBF,GFC su redom jednaki 78,36,30 i 36. Odrediti duzinu svake od F
duzi AD,DE,EB, BF,FC,CG i GA. Odgovor obrazloZiti!
Rjesenje: A S 2 5

Oznacimo stranicu kvadrata DEFG sa a. Imamo da je

36 + 30 + 36 = Opcre + Ongpr + Opnpe = (GF + FC + CG) + (FB + BE + EF) + (DA + AG + GD) = 2a +
(AG + AC) + (BF + FC) + (AD + a + EB) = 2a + AC + BC + AB = 2a + Opapc = 2a + 78,

odakle zaklju€ujemo da je a = 12. Sada imamo da je AD + AG = 36 — 12 = 24, a iz Pitagorine teoreme na trougao
AADG imamo AG? = AD? + 122 = AD? + 144, odnosno:

AG? — AD? = (AG — AD)(AG + AD) = 144,
Odakle je AG — AD = 6. Sada sabiranjem ove relacije sa AD + AG = 24 dobijamo da je AG = 15, paje AD = 9.

Napomena: Alternativno, mogli smo u relaciju AG? = AD? + 144 uvrstiti AG = 24 — AD, pa nakon uvrtavanja
imamo 576 — 48 - AD + AD? = AD? + 144,paje 48+ AD = 576 — 144 = 432, paje AD = 9i AG = 24 — 9 = 15.

Analogno u trouglu AEBF imamo EB + BF = 30 — 12 = 18 i BF? = EB? + 144, odakle istim postupkom kao gore
dobijamo BF = 13,EB = 5.

o . . .. GC _CF GC
Primijetimo sada da su prave GF i AB paralelne, pa primjenom Talesove teoreme dobijamo e odnosno o
GA _ 15

22 = = odakle je GC = CF - 1—2 Sada iz GC + CF = 36 — 12 = 24 imamo CF - 1—2 + CF = 24,0dakle dobijamo da je
CF = g,CG = ? Dakle, imamo da je AD = 9,DE = 12,EB = 5,BF = 13,FC = 7—78,CG = ?,GA = 15.

Sema bodovanja:

e izraCunavanje stranice kvadrata: 2 boda

e izracunavanje stranica AD, AG, BE, BF: 4 boda (za samo jedan par stranica (npr. AD i AG) se dobija 3 boda, a
od ta 3 boda se dobija 1 bod ako se izracuna AD + AG i primijeni Pitagorina teorema na trougao ADG)

e izracunavanje stranica CF i CG: 4 boda (2 od ova 4 boda se dobija ako se primijeni Talesova teorema i dobije
odnos ovih stranica, ili bilo koji drugi odnos (npr. iz slicnosti trouglova) pomocu kojeg se moze izvrsiti izracun)
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Zadatak 2. Ako za realne brojeve a, b, ¢ vrijedi abc = 1 i (a + %) (b + %) (c + %) = 111, odrediti vrijednost izraza
1\2 1\2 1\2
(a+g) +(b+3) +(c+3)
Rjesenje:
v 1 1 1\ . 1\?2 1\2 0N .
OznaC|mosaP=(a+;)(b+;)(c+z)|0=(a+;) +(b+g) +(C+E) . Primijetimo da je:
) 1 1 ) 1 1 5 1 1 ) 5 , 1 1
Q:(a +2-a-—+—)+(b +2-b-—+—>+(c +2-c-—+—)=a +bi+ct+=+=+=+6.
a a? b b2 c c? a? c?

S druge strane imamo:

111=P=(ab+—+—+2)(c+—)=abc+—+% ac | be i+i b
b b a b b ab bc ac
1
Primijetimo da vrijediaTb = @ = 6—12% = %,% = 12, kamib = % = cz,% =a? —=b?paje
111=P:2+a2+b2+cz+l+i+l.
a?  b% (2

Dakle, vrijediQ =P +4 =111+ 4 = 115.
Sema bodovanja:

. 101 1
. dokazdaJeQ=a2+b2+02+;+ﬁ+c—2+6:2boda

. dokazdajeP:a—b+E+E+i+i+i+2:2boda
c b a ab bc ac

. _ab 1 ac 1 bc 1
) —_— " — = — — = —
dokazdaje — = —,—~=3,— = ' 2boda
. Cc 2 a 2 b 2
e dokazdaje— =c*,—=a“,— = b“:2boda
ab bc ac

e dokazdajeQ =P +4 =115:2boda



Zadatak 3. Za prirodan broj kazemo da je lijep ako nema nulu u svom dekadnom zapisu, ako su mu sve cifre medusobno
razliCite, i ako za svake dvije susjedne cifre vrijedi da jedna od njih dijeli drugu. Na primjer, brojevi 516 i 4263 su lijepi,
dok brojevi 506, 515 i 4236 to nisu.

a) Koliko maksimalno cifara moze imati lijep broj?
b) Koliko ukupno ima lijepih brojeva sa maksimalnim brojem cifara?

Odgovore obrazloziti!

Rjesenje:

a)

b)

Broj 93628415 je lijep i u sebi sadrzi osam cifara.

PokaZzimo da ne mozemo imati lijep broj sa svih devet cifara 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 i 9. Pretpostavimo suprotno. Kako
ciframa 5 i 7 susjed moZe biti samo jedna cifra (cifra 1), to cifre 5 7 moraju biti krajnje cifre lijepog broja. Dakle,
jedna od cifrara 5i 7 je na pocetku, a druga na kraju. Medutim, kako cifra 1 mora biti susjed svakoj od njih, ona bi
morala biti i na drugom i na osmom mjestu, Sto je kontradikcija. Dakle, lijep broj ne moZe imati devet cifara, pa
moze imati maksimalno osam cifara.

Posmatrajmo osmocifrene lijepe brojeve koji u sebi imaju cifru 5 (tada ne sadrze cifru 7). Kao Sto smo vidjeli, cifra

5 mora biti krajnja cifra i njen susjed mora biti cifra 1, pa je taj broj oblika abcdef15 ili 51abcdef. Jasno je da
imamo isto brojeva u oba slucaja, jer ako lijepom broju obrnemo redoslijed cifara, on je i dalje lijep. Prebrojmo
zato koliko imamo lijepih brojeva oblika abcdef15. Nepoznate cifre su 2, 3, 4, 6, 8, 9. Broj 9 mo7e stajati samo uz
cifre 1i 3, pa broj 9 mora biti ili susjedni cifri 1 ili na pocetku, te u oba slu¢aja mora biti susjedan broju 3. Dakle,

lijep broj je oblika abcd3915 ili 93cdef15. Od preostalih brojeva 2, 4, 6 i 8 samo broj 6 moze stajati uz 3, pa su

lijepi brojevi oblika abc63915 ili 936def15. Kako od cifara 2,4,6 samo 2 moze stajati uz 6, to imamo mogucnosti

ab263915ili 9362ef15. Preostala dva broja 4 i 8 moZzemo straviti u bilo kojem poretku jer su djeljivisa 2i 1, te
broj 4 dijeli broj 8. Dakle, moguce su sljede¢e kombinacije: 48263915,84263915,93624815i93628415. Dakle,
imamo 4 broja oblika abcdef15, pa imamo i 4 broja oblika 51abcdef, tj. ukupno 8 osmocifrenih lijepih brojeva
koji sadrze cifru 5.

Dodatnih 8 lijepih brojeva sa maksimalnim brojem cifara moZzemo dobiti kada cifru 5 zamijenimo cifrom 7 (jer i
cifra 7 mora biti na pocetku ili kraju, te joj susjed mora biti cifra 1). Dakle, ukupno imamo 16 lijepih brojeva sa
maksimalnim brojem cifara.

Sema bodovanja

e Dio pod a) vrijedi 4 boda, i to:
o Pronalazak bar jednog lijepog osmocifrenog broja: 1 bod
o Zakljucak da cifre 5 i 7 moraju biti na krajevima, te da im susjed mora biti cifra 1: 1 bod
o Dokaz da ne moZe postojati devetocifren lijep broj: 2 boda

e Dio pod b) vrijedi 6 bodova, i to:

Zakljucak da brojeva koji sadrZze 5 ima isto kao i onih koji sadrze 7: 1 bod

Zakljucak da je isto brojeva kojima je cifra 5 (7) na pocetku/na kraju: 1 bod

Zakljucak o polozaju cifre 9: 1 bod

Zakljucak o poloZaju cifara 3, 6 2: 1 bod

Zakljucak o poloZaju cifara 4 i 8 1 bod

o O O O O

Ispravno prebrojavanje broja moguénosti: 1 bod



Zadatak 4. Kada broj 13 podijelimo sa 5,7 i 9, dobijamo redom ostatke 3,6 i 4, te vrijedi 3 + 6 + 4 = 13. Dakle, zbir
ovih ostataka jednak je poéetnom broju 13.

a)

b)

Koliko ima prirodnih brojeva m takvih da kada podijelimo m sa 115 i 2024, zbir dva dobijena ostatka je jednak
m? Odgovor obrazloZiti!

Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da kada podijelimo n sa 347,462 i 805, zbir tri dobijena ostatka je jednak
n. Odgovor obrazloziti!

Napomena: Ostatak pri dijeljenju prirodnim brojem moze biti jednak 0.

Rjesenje:

a)

b)

Neka su ostaci broja m pri dijeljenju sa 115 i 2024 jednaki x i y, redom. Dakle, vrijedi0 < x < 114,0 <y <
2023tem = x + y (*). Neka je m = 2024k + y za neki nenegativni cijeli broj k. Sada iz (*) imamo 2024k +
y = x + y, odakle je 2024k = x. Kako je x < 114 < 2024, jedina moguénost je k = x = 0. To nam govori da
jemdijeljivsa 115, idajem = y < 2024. Dakle, u obzir dolaze svi prirodni brojevi djeljivi sa 115 koji su manji

od 2024. Takvih brojeva ukupno ima l%] = 17. Laganom provjerom utvrdujemo da zaista svi brojevim =

115k, za k € {1,2, ..., 17} zadovoljavaju uslove zadatka.

Neka su ostaci broja n pri dijeljenju sa 347,462 i 805 jednaki x,y i z, redom. Dakle, vrijedi 0 < x < 346,0 <
y<461,0 <z<804,ten=x+y+ z (**). Neka jen = 805k + z za neki nenegativni cijeli broj k. Sada iz
(**)imamo 805k = x + y. Kakojex +y < 346 + 461 = 807 < 2 - 805, jedine dvije moguénostisuk =0 i
k=1.Zak=0imamox =y =0,pajen =z < 804 in jedjeljivsa 347 i 462, a takav broj ne postoji (jer je
NZS(347,462) > 804). Dakle, vrijedik = 1, x + y = 805te 805 <n =805+ z < 2 - 805 (jer je z < 805).
Sada, zbog Cinjenice da je x < 3461y < 461 razlikujemo tri slu¢aja:

1°x = 346,y = 459. Dakle, n pri dijeljenju sa 347 daje ostatak 346, a pri dijeljenju sa 462 ostatak 459. Jedini
brojevi izmedu 805 i 2 - 805 koji daju ostatak 459 pri dijeljenju sa 462 su 921 i 1383, a od njih nijedan ne
daje ostatak 346 pri dijeljenju sa 347, pa ovaj slu¢aj nema rjeSenja.

2°x = 345,y = 460. Dakle, n pri dijeljenju sa 347 daje ostatak 345, a pri dijeljenju sa 462 ostatak 460. Jedini
brojevi izmedu 805 i 2 - 805 koji daju ostatak 460 pri dijeljenju sa 462 su 922 i 1384, a od njih nijedan ne
daje ostatak 345 pri dijeljenju sa 347, pa ovaj slu¢aj nema rjesenja.

3°x = 344,y = 461. Dakle, n pri dijeljenju sa 347 daje ostatak 344, a pri dijeljenju sa 462 ostatak 461. Jedini
brojevi izmedu 805 i 2 - 805 koji daju ostatak 461 pri dijeljenju sa 462 su 923 i 1385, a od njih jedini koji daje
ostatak 344 pri dijeljenju sa 347 jeste broj 1385. Laganom provjerom utvrdujemo da broj n = 1385 zaista
zadovoljava uslove zadatka.

Dakle, postoji samo jedan prirodan broj n sa trazenom osobinom i to n = 1385.

Sema bodovanja:

a) b)

e svodenje na 2024k = x i dokaz da mora e svodenje na 805k = x + y: 1 bod
vrijeditix = 0 1 bod e zakljucakdajek =0ilik = 1:1bod

e pravilno zakljucivanje i prebrojavanje svih e odbacivanje slu¢aja k = 0: 1 bod
moguénosti za broj m: 1 bod e zakljuéak da su jedina tri moguca sludaja

ona navedena u rjeSenju: 2 boda

e rjesavanje slucajeva: 3 boda (ako ucenik
napravi gresku u rjeSavanju koja se moze
lagano popraviti oduzima se 1 bod)



Zadatak 5. U ostrouglom trouglu ABC vrijedi ZBCA = 30°i AC < BC. Tacka M nalazi se u unutrasnjosti trougla ABC
tako da vrijedi ZAMB = 105°. Simetrale duzi AM i BM sijeku stranice AC i BC u tackama P i Q, redom.

a) Dokazati datacke M, P i Q leze na istoj pravoj.
b) Ako je obim trougla CPQ jednak 44, a povrsina trougla ABC jednaka 120, odrediti duZinu stranice AB.

o}
Rjesenje:

a) Dokazat ¢emo daje ZPMA + £QMB = 75°, iz ¢ega Ce slijediti da je ZPMQ =
180°, odnosno tacke P, M i Q leZe na istoj pravoj. Kako P lezi na simetrali duzi
AM imamo da je PM = PA, odnosno £PMA = £PAM = 2CAM. Sli¢no je i
2QMB = £QBM = £CBM. Iz trougla ABC imamo 2CAB + £CBA = 180° —
30°, odnosno £CAM + £MAB + £CBM + £MBA = 150°, a kako je ZMAB +
£MBA = 75° (iz trougla AMB), zaklju¢ujemo da je ZCAM + £CBM = 75°,
odnosno £ZPMA + £QMB = 75°, §to je i trebalo dokazati.

b) Obim trougla CPQ jednak je 44 = CP + CQ + PQ = CP + CQ + PM + QM =

CP+CQ+ PA+ QB =CA+ CB (1). Neka je H podnoZje visine iz tacke A na o
stranicu CB. Kako je ZACH = 30°, to je £CAH = 60°, pa je trougao CAH

polovina jednakostrani¢nog trouga, odakle je AH = CZ—A. Sada je povrsina trougla ABC jednaka 120 =

CB-AH _ CA-CB
2 4’

paje CA-CB =480 (2).1z (1) imamo CA = 44 — CB, pa uvrstavajudi to u (2) dobijamo:

CB?—44-CB+480=0
CB%? —20CB — 24CB + 480 =0
CB(CB —20)—24(CB—20)=0
(CB —20)(CB —24) =0.
Dakle, vrijedi CB = 20 ili CB = 24. Slu¢aj CB = 20 odbacujemo, jer bi tad vrijedilo CA = 24 > CB, sto je
kontradikcija sa uslovom zadatka. Dakle, vrijedi CB = 24i CA = 20, kaoi AH = % = 10. Sada iz Pitagorine

teoreme u trouglu AHC imamo HC? = AC? — AH? = 300, pa je HC = 10+/3. Odatle imamo HB = CB —
CH = 24 — 10+/3. Konaéno, iz Pitagorine teoreme u trouglu AHB imamo AB? = AH? + HB? = 976 —
480v/3, odnosno AB = /976 — 480v/3 = 4y/61 — 30+/3.

Napomena: Jednacinu CB? — 44 - CB + 480 = 0 smo mogli zapisati kao CB? —2-CB - 22 + 222 —4 =0,
tj. (CB — 22)? = 4, odakle CB — 22 € {—2,+2}, tj. CB € {20,24}, te zavr$éavamo kao ranije.

Sema bodovanja: b)

a) e dokazdajeCA+ CB = 44:1bod

e dokaz da vrijedi ZCAM + £CBM = 75°: 1 e dodavanje tacke H i zakljutak AH = AZ—C 1 bod
bod

e dokazdajeCA-CB = 480: 2 boda
e izracunavanje CAiCB:2 boda

e izraCunavanje CHili HB: 1 bod

e izracunavanje AB: 1 bod

e dokazdaje £PMQ = 180°:1 bod
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IX RAZRED - rjesenja zadataka i Sema bodovanja

Zadatak 1. Dat je trougao ABC u Descartesovom pravouglom koordinatnom sistemu sa vrhovima A(5,0), B(11,8) i
C(c,4), pri ¢emu je ¢ > 0. Neka su B" i C' simetri¢ne slike tacaka B i C, redom, u odnosu na y —osu. Ako su tacke 4,
B'i C' kolinearne (tj. leZe na istoj pravoj), odrediti:

a) koordinate tacke C;

b) povrsinu Cetverougla BCC'B’;

c) povrsinu trougla ABC.
Napomena: Za tacku X' kaZemo da je simetri¢na slika tacke X u odnosu na pravu p ako vrijedi XX’ L p i X'T = XT,
gdjeje {T} = XX'np.

Rjesenje 1
Kada se tacka preslika simetri¢éno u odnosu na y —osu, slika tacke ima istu y —koordinatu (jer je prava na kojoj leze

tacka i njena ismetri¢na slika okomita na y —osu), a x —koordinata slike je jednaka suprotnoj x —koordinati originalne
tacke (jer su udaljenost slike i originala od y ose jednake).

Dakle, koordinate taéaka B i C' su B'(—11,8) i C'(—c, 4).

a) Kako su prema uslovu zadatka tacke A4, B" i C' kolinearne, koordinate tacke C’, a samim tim i tatke C, ¢emo
odrediti iz uslova da tacka C’ pripada pravoj odredenoj tatkama A i B'.

A(5,0)

Ako je jednacina prave AB' data sa y = kx + n, onda iz ¢injenice da su tacke A(5,0) i B'(—11,8) na toj pravoj, slijedi
da mora biti zadovoljen sljededi sistem jednacina:

0=5k+n,

8=—-11k + n.



Rjesenje posljednjeg sistema jednacina je k = —%,n = ;, pa jednacina prave glasi

_ 1.5
yE=TA Ty

Kako i tatka C'(—c, 4) pripada toj pravoj, to vrijedi

)

N Ul

4==+
2
odakle se dobije da je ¢ = 3. Koordinate tac¢ake C su C(3,4).

b) Primijetimo da je &etveorugao BCC'B' trapez (BB' || CC'). DuZine osnovicasu BB’ =2-11=22iCC =2 -
3 = 6, a duZina visine je 4 (koliko iznosi udaljenost izmedu paralelnih pravih BB' i CC’ &ije su jednadine y =

8iy = 4, redom). Povrsina Cetveorugla BCC'B’ je jednaka

22+6
4 = 56.

Pgccicr =

c) Povrsinu trougla ABC mozZemo dobiti tako $to od povrsine trougla ABB' oduzmemo zbir povrsina trapeza

BCC'B'itrougla ACC'.

U trouglu ABB' je BB’ = 22, a visina na tu stranicu je jednaka vrijednosti y —koordinate tataka B i B', tj.

iznosi 8.

Sli¢no, u trouglu ACC' je CC" = 6, a visina na tu stranicu je jednaka vrijednosti y —koordinate tacaka C i C’,

tj. iznosi 4.

Sada imamo

RjesSenje 2 za dio pod c)

Spustimo normale iz ta¢aka B i C na x —osu, i podnoZja tih normala ozna¢imo sa B; i C;. Njihove koordinate su
B;(11,0) i C;(3,0). Primijetimo da je ¢etveorugao BB, C,C pravougli
s trapez (Cije su osnovice BB; = 8iCC, = 4i 2BB,C; = 2£B,C,C =
90" ivisina B;C; = 11 — 3 = 8), te da su trouglovi AB;B i ACC,
pravougli (sa katetama AB; =11 —5=6,BB; =8iAC; =5 —
3=2, C_C1 = 4, redom). Tada povrsinu trougla ABC moZemo dobiti
tako sto od povrsine trapeza BB, C;C oduzmemo zbir povrsina
trouglova AB;B i ACC;. Imamo

= 20.

8+ 4 6-8 2-4
Papc = 2'8_<2'F2>

C,(3,0) A(5,0) B,(11,0)



Rjesenje 3 za dio pod c)

Izraéunajmo duZine stranica trougla ABC. Kako su koordinate vrhova A(5,0), B(11,8) i C(4,3), to na osnovu formule
za duZinu duzi u koordinatnoj ravni imamo

AB = /(11 -5)% + (8 — 0)2 = 10,

AC =./(3—5)2 + (4 —0)2 = 20,

BC =/(3—11)2 + (4 — 8)2 = V/80.
Primijetimo da je
AB? = AC? + BC?,
pa je trougao ABC pravougli sa katetama AC = V20 i BC = v/80. Njegova povréina je jednaka

V20-4v/80 1600 40
ABC = 5 = > =7=20

Komentar: Mogli smo i drugacije zakljuciti da su prave AC i BC okomite. Naime, poznato je da su prave y = k{x +
nqy iy = k,x + n, okomite ako vrijedi k; - k, = —1. Lako se dobija da je jednacina prave AC jednakay = —2x + 10,

a jednacina prave BC jednakay = %x + ;, pa su te dvije prave okomite.

Sema bodovanja
++ dio zadatka pod a) vrijedi 4 boda, i to:
e Zakljuéak da su koordinate ta¢aka B'(—11,8) i C'(—c,4): 1 bod
e Dobijanje jednadine prave na kojoj leZe tacke 4, B' i C': 2 boda
e Dobijanje ¢ = 3 (iz uslova da C’ leZi na gornjoj pravoj): 1 bod
++ dio zadatka pod b) vrijedi 2 boda, i to:
e Zaklju¢ak da je ¢etverougao BCC'B' trapez: 1 bod
e Izralun povrsine trapeza BCC'B’: 1 bod
++ dio zadatka pod c) vrijedi 4 boda, i to:
e Zakljucak da se povrsina trougla ABC moZe dobiti oduzimanjem povrsina ravnih figura (trouglova i trapeza),
kao sto je prikazano u rjeSenjima 1i2: 2 boda
e Izracun povrsine trougla ABC: 2 boda
e Ukoliko ucenik radi kao u rjeSenju 3, onda dokaz da je trougao ABC pravougli vrijedi 2 boda, a izracun
povrsine pomoc¢u duZina kateta vrijedi 2 boda
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Zadatak 2. Dat je tupougli trougao ABC sa tupim uglom kod vrha A. Simetrala stranice AC sijece pravu AB u tacki P,
pri éemu se P nalazi na produZetku stranice AB preko A. Na pravoj AC data je tacka D takva da je C sredina duzi AD.
Na pravoj AB data je tacka Q takva da je A sredina duzi PQ. Ako se prave QC i PD sijeku u tacki T, dokazati da je TC =
TD.

Rjesenje

; D
Kako je svaka tacka simetrale duzi jednako udaljena od krajeva te duzi, a tacka P pripada simetrali duzi AC, to je PA =
PC. To znati da je trougao PAC jednakokraki, pa vrijedi ZPAC = £PCA. Kako je 2QAC = 180° — LPAC i PCD =
180° — 2PCA, imamo i £QAC = £PCD.

Dalje, kako je A sredina duzi PQ, i kako je trougao PAC jednakokraki, imamo AQ = AP = CP. Takoder, kako je C
sredina dui AD, imamo AC = CD. Dakle, dobili smo AQ = CP, 2QAC = £PCD i AC = CD, odakle na osnovu stava
SUS o podudarnosti trouglova slijedi AQAC = APCD.

Iz posljednje podudarnosti zaklju¢ujemo £ACQ = 2CDP. Uglovi £ACQ i £TCD su unakrsni, pa je ZACQ = 4TCD.
Sada imamo £TCD = £ACQ = £CDP = £CDT, $to znati da je trougao TCD jednakokraki. Odatle slijedi TC = TD,
Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja
e Zaklju¢ak PA = PC: 2 boda
o Zakljuéak LQAC = 2PCD: 1 boda
e Zaklju¢ak AQ = CP: 1 bod
e Zakljuéak AQAC = APCD: 3 boda
e Privodenje dokaza kraju: 3 boda



Zadatak 3. Za prirodan broj kazemo da je lijep ako nema nulu u svom dekadnom zapisu, ako su mu sve cifre medusobno

razli¢ite, i ako za svake dvije susjedne cifre vrijedi da jedna od njih dijeli drugu. Na primjer, brojevi 516 i 4263 su lijepi,
dok brojevi 506, 515 i 4236 to nisu.

a)
b)

Koliko maksimalno cifara moze imati lijep broj?
Koliko ukupno ima lijepih brojeva sa maksimalnim brojem cifara?

Odgovore obrazloziti!

Rjesenje:

a)

b)

Broj 93628415 je lijep i u sebi sadrzi osam cifara.

Pokazimo da ne mozemo imati lijep broj sa svih devet cifara 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 i 9. Pretpostavimo suprotno.
Kako ciframa 5 i 7 susjed moZe biti samo jedna cifra (cifra 1), to cifre 5 i 7 moraju biti krajnje cifre lijepog broja.
Dakle, jedna od cifrara 5i 7 je na pocetku, a druga na kraju. Medutim, kako cifra 1 mora biti susjed svakoj od
njih, ona bi morala biti i na drugom i na osmom mjestu, $to je kontradikcija. Dakle, lijep broj ne moze imati
devet cifara, pa moze imati maksimalno osam cifara.

Posmatrajmo osmocifrene lijepe brojeve koji u sebi imaju cifru 5 (tada ne sadrze cifru 7). Kao Sto smo vidjeli,

cifra 5 mora biti krajnja cifra i njen susjed mora biti cifra 1, pa je taj broj oblika abcdef15 ili 51abcdef. Jasno
je da imamo isto brojeva u oba slucaja, jer ako lijepom broju obrnemo redoslijed cifara, on je i dalje lijep.
Prebrojmo zato koliko imamo lijepih brojeva oblika abcdef15. Nepoznate cifre su 2, 3, 4, 6, 8, 9. Broj 9 moze
stajati samo uz cifre 1i 3, pa broj 9 mora biti ili susjedni cifri 1 ili na pocetku, te u oba slu¢aja mora biti susjedan
broju 3. Dakle, lijep broj je oblika abcd3915 ili 93cdef15. Od preostalih brojeva 2, 4, 6 i 8 samo broj 6 moze
stajati uz 3, pa su lijepi brojevi oblika abc63915 ili 936def15. Kako od cifara 2,4,6 samo 2 moZze stajati uz 6,
to imamo moguénosti ab263915ili 9362ef15. Preostala dva broja 4 i 8 moZzemo straviti u bilo kojem poretku
jer su djeljivi sa 2 i 1, te broj 4 dijeli broj 8. Dakle, moguce su sljede¢e kombinacije: 48263915,84263915,
93624815 i 93628415. Dakle, imamo 4 broja oblika abcdef15, pa imamo i 4 broja oblika 51abcdef, tj.
ukupno 8 osmocifrenih lijepih brojeva koji sadrze cifru 5.

Dodatnih 8 lijepih brojeva sa maksimalnim brojem cifara mozemo dobiti kada cifru 5 zamijenimo cifrom 7 (jer
i cifra 7 mora biti na pocetku ili kraju, te joj susjed mora biti cifra 1). Dakle, ukupno imamo 16 lijepih brojeva
sa maksimalnim brojem cifara.

Sema bodovanja

Dio pod a) vrijedi 4 boda, i to:
o Pronalazak bar jednog lijepog osmocifrenog broja: 1 bod
o Zakljucak da cifre 5 i 7 moraju biti na krajevima, te da im susjed mora biti cifra 1: 1 bod
o Dokaz da ne moZe postojati devetocifren lijep broj: 2 boda

Dio pod b) vrijedi 6 bodova, i to:

Zakljucak da brojeva koji sadrZze 5 ima isto kao i onih koji sadrze 7: 1 bod

Zakljucak da je isto brojeva kojima je cifra 5 (7) na pocetku/na kraju: 1 bod

Zakljucak o poloZzaju cifre 9: 1 bod

Zakljucak o poloZaju cifara 3, 6 2: 1 bod

Zakljucak o polozaju cifara 4 i 8 1 bod

O O O O O

Ispravno prebrojavanje broja moguénosti: 1 bod



Zadatak 4. Kada broj 13 podijelimo sa 5,7 i 9, dobijamo redom ostatke 3,6 i 4, te vrijedi 3 + 6 + 4 = 13. Dakle, zbir
ovih ostataka jednak je pocetnom broju 13.

a)

b)

Koliko ima prirodnih brojeva m takvih da kada podijelimo m sa 115 i 2024, zbir dva dobijena ostatka je jednak
m? Odgovor obrazloZiti!

Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da kada podijelimo n sa 347,462 i 805, zbir tri dobijena ostatka je jednak
n. Odgovor obrazlozZiti!

Napomena: Ostatak pri dijeljenju prirodnim brojem moze biti jednak 0.
Rjesenje:

a)

b)

a)

Neka su ostaci broja m pri dijeljenju sa 115 i 2024 jednaki x i y, redom. Dakle, vrijedi 0 < x < 114,0 <y <
2023tem = x + y (*). Neka je m = 2024k + y za neki nenegativni cijeli broj k. Sada iz (*) imamo 2024k +
y = x + y, odakle je 2024k = x. Kako je x < 114 < 2024, jedina moguénost je k = x = 0. To nam govori da
jemdijeljivsa 115, idajem = y < 2024. Dakle, u obzir dolaze svi prirodni brojevi djeljivi sa 115 koji su manji

od 2024. Takvih brojeva ukupno ima l% = 17. Laganom provjerom utvrdujemo da zaista svi brojevim =

115k, za k € {1,2, ..., 17} zadovoljavaju uslove zadatka.

Neka su ostaci broja n pri dijeljenju sa 347,462 i 805 jednaki x, y i z, redom. Dakle, vrijedi 0 < x < 346,0 <
y<461,0 <z<804,ten=x+y+ z (**). Neka jen = 805k + z za neki nenegativni cijeli broj k. Sada iz
(*¥*) imamo 805k = x + y.Kako jex +y < 346 + 461 = 807 < 2 - 805, jedine dvije moguénostisuk = 0 i
k=1.Zak=0imamox =y =0,pajen =z < 804 in je djeljivsa 347 i 462, a takav broj ne postoji (jer je
NZS(347,462) > 804). Dakle, vrijedik =1, x + y = 805te 805 <n =805+ z < 2 - 805 (jer je z < 805).
Sada, zbog €injenice da je x < 346 iy < 461 razlikujemo tri slucaja:

1°x = 346,y = 459. Dakle, n pri dijeljenju sa 347 daje ostatak 346, a pri dijeljenju sa 462 ostatak 459. Jedini
brojevi izmedu 805 i 2 - 805 koji daju ostatak 459 pri dijeljenju sa 462 su 921 i 1383, a od njih nijedan ne
daje ostatak 346 pri dijeljenju sa 347, pa ovaj slu¢aj nema rjesenja.

2°x = 345,y = 460. Dakle, n pri dijeljenju sa 347 daje ostatak 345, a pri dijeljenju sa 462 ostatak 460. Jedini
brojevi izmedu 805 i 2 - 805 koji daju ostatak 460 pri dijeljenju sa 462 su 922 i 1384, a od njih nijedan ne
daje ostatak 345 pri dijeljenju sa 347, pa ovaj slu¢aj nema rjesenja.

3°x = 344,y = 461. Dakle, n pri dijeljenju sa 347 daje ostatak 344, a pri dijeljenju sa 462 ostatak 461. Jedini
brojevi izmedu 805 i 2 - 805 koji daju ostatak 461 pri dijeljenju sa 462 su 923 i 1385, a od njih jedini koji daje
ostatak 344 pri dijeljenju sa 347 jeste broj 1385. Laganom provjerom utvrdujemo da broj n = 1385 zaista
zadovoljava uslove zadatka.

Dakle, postoji samo jedan prirodan broj n sa trazenom osobinom i to n = 1385.
Sema bodovanja:

b)
e svodenje na 2024k = x i dokaz da mora e svodenje na 805k = x + y: 1 bod
vrijeditix = 0 1 bod e zakljucakdajek =0ilik = 1:1bod
e pravilno zakljucivanje i prebrojavanje svih e odbacivanje slu¢aja k = 0: 1 bod
moguénosti za broj m: 1 bod e zakljuéak da su jedina tri moguca sludaja

ona navedena u rjeSenju: 2 boda

e rjesavanje slucajeva: 3 boda (ako ucenik
napravi gresku u rjeSavanju koja se moze
lagano popraviti oduzima se 1 bod)



Zadatak 5. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi.

a) Daliiztvrdnje c(a® + b3) = a(b® + ¢3) = b(c3 + a®) slijedi tvrdnjaa = b = ¢?
b) Daliiztvrdnje a(a® + b3) = b(b3 + ¢3) = c(c? + a®) slijedi tvrdnjaa = b = ¢?
Rjesenje
a) Ne slijedi. Naime, brojevia = b = 2,¢ = /5 — 1 su pozitivni, 2 # /5 — 1, a vrijedi data jednakost.
3
Zaista, kakoje c> = (V5 —1) =5V5—-3-5+3v5—1 = —16 + 85, imamo
c(a®+b3) =(V5-1)-(8+8) =16V5 — 16,
a(b®+c®) =b(c®*+a®)=2-(8-16+8V5) = 16V5 — 16.
Komentar 1: Sada éemo objasniti kako se moZe dodéi do gornjeg primjera. Dokazimo najprije da dva od
brojeva a, b, c moraju biti jednaki. Pretpostavimo suprotno, neka je a # b # ¢ # a. Tada jednakost
c(a® + b3) = a(b® + ¢3) mozemo zapisati u obliku ac(a+c)(a—c) =b3(a—c), odakle se
dijeljenjem sa a — ¢ # 0 dobija ac(a + ¢) = b3. Analogno dobijamo bc(b + ¢) = a®.
Oduzimanjem posljednje dvije jednakosti dobijamo
(a—b)(ac+bc+c?)=((b—-a)a®+ab+b?) /[:(a—b)+0
ac + bc + c? = —a? — ab — b?.
Posljednja jednakost je oCigledno nemoguca (lijeva strana je pozitivna, a desna negativna). Dakle,
dva od brojeva a, b, c moraju biti jednaki. Neka je bez umanjenja opstostia = b # c. Kao i ranije
dobijamo bc(b + ¢) = a3, $to se zbog a = b svodina c(b + ¢) = b%.Zab = 2 dobijamo c? + 2¢ =
4, $to mozemo zapisati kao (¢ + 1)? = 5, odakle zbog ¢ > 0 imamo ¢ = /5 — 1.
Komentar 2: Umjesto b = 2 mogli smo uzeti bilo koju pozitivnu vrijednost. Naime, data jednakost je
homogena (svi ¢lanovi su 4. stepena), Sto znaci da ako trojka (a, b, ¢) zadovoljava datu jednakost,
onda i trojka (ka, kb, kc) zadovoljava datu jednakost. Dakle, sve trojke koje zadovoljavaju datu
jednakost su (a, b, c) = {(Zk, 2k, k- (V5 - 1)) k€ R} i njihove permutacije. Do istog zaklju¢ka
smo mogli do¢i rjeSavajuci jednacinu na sljedeéi nacin:
c(b+c)=b* /-4
4c? + 4bc = 4b%*  /+1
(2c + b)? = 5b2,

odakle zbog 2¢ + b > 0 vrijedi 2c + b = b\/5,t. 2c = b (\/g — 1).

b) Slijedi. Neka je bez umanjenja opstostia = max {a, b, c}, tj.a = b i a = c. Tada vrijedi

a(a® + b3 = b(a® +b3) = b(c® + b3) = a(a® + b3),

tj. jednakost mora vrijediti svuda, paiz a® + b3 > 0 slijedia = b, aiz b > 0 slijedi ¢ = a(= b).



Udruzenje matemati¢ara Kantona Sarajevo

Sema bodovanja
+»+ dio zadatka pod a) vrijedi 5 bodova, i to:
e pronalazak brojeva koji zadovoljavaju date uslove (uz dokaz da zaista zadovoljavaju): 5 bodova
e mogudi su parcijalni bodovi, i to: 3 boda ako se dokaze da dva broja moraju biti jednaka i da ako treci
broj nije jednak njima se jednakost svodi na c(b + ¢) = b? (ako uéenik samo dobije da dva broja
moraju biti jednaka, bez svodenja na prethodnu jednakost u slu¢aju da im treci broj nije jednak,
dobija 2 boda). Takoder, 1 bod se moZe dobiti ako ucenik pokusa traZiti rjeSenja u kojem su ta¢no
dva broja jednaka (bez dokaza da moraju biti), te u tom slu¢aju svede jednakost na c(b + ¢) = b?)
++ dio zadatka pod b) vrijedi 5 bodova, i to:
e pretpostavkadajea =bia = c:1bod
e dolazak do nejednakosti a(a® + b3) = b(a® + b3) > b(c® + b3): 2 boda
e zakljucak da se mora dostici jednakost i odredivanje sluc¢ajeva u kojima se dostize: 2 boda



Rezultati ucenika VI razreda

Plasman Ime i prezime Skola Kanton | 71 | Z2 | Z3 | Z4 | Z5 | Ukupno
1 Faris Varnica JU 0§ "Kovacici"Sarajevo KS 10 4 9 10 1 34
2 Luka Tanaskovi¢ JU OS "Safvet - beg Basagi¢" Sarajevo KS 7 10 9 6 0 32
2 Emin Dzafi¢ JU 08 "Kulin ban" Visoko ZDK 10 9 9 4 0 32
4 Amna Brkani¢ JU OS "Nafija Sarajli¢"Sarajevo KS 9 9 9 3 1 31
4 Emin Junuzi JU 0S "Edhem Mulabdi¢" Zenica ZDK 10 9 7 3 2 31
6 Sarah Spahi¢ JU 08 "Novi Grad" Tuzla TK 10 | 9 0 1 29
6 Dalal Smajlovi¢ JU 08 "Silvije Strahimir Kranjéevi¢" Sarajevo KS 8 9 3 0 29
8 Mustafa Hodzi¢ JU 08 "Mesa Selimovi¢" Zenica 2K |10 9| 9] 0] o0 28
9 Amar Gekié¢ JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo KS 10 | 7 9 0 0 26
9 Mahir Hodzi¢ JU 0§ "Rapatnica" Rapatnica TK 9 7 8 2 0 26
9 Zerin Dozo JU 08" Druga osnovna $kola"llidza KS 10 8 7 1 0 26
9 Asja Krnic¢ JU 0§, Isak Samokovlija" Sarajevo KS 10 9 7 0 0 26
13 Kemo Taljanovi¢ JU 08 "Meéa Selimovi¢" Sarajevo KS 10 9 0 3 1 23
14 Mak Simlesa JU 08 "Sveti Franjo" Tuzla TK 9 3 9 0 1 22
15 Leila Randall JU 08" Hasan Kiki¢" Gracanica TK 10 3 7 1 0 21
16 Medina Dzafo JU 08 "Fatima Guni¢" KS o |10 1 0 20
16 Nada Srkalovi¢ JU 03 "Huso Hod?i¢" Tesan] ZDK 3| 8| 0] o0 20
16 Faris FadZan JU OS "Grbavica I"Sarajevo KS 10| 10| 0 0 0 20
16 Lado Karac KSC "Sv. Pavao" Zenica ZDK 6 6 8 0 0 20
20 Ajla Talovi¢ JU OS "Grbavica II" Sarajevo KS 10 8 0 0 0 18
21 Mehmed Cele$ JU 08 "Meéa Selimovi¢" Sarajevo KS 6 0 2 1 17
22 Aida Talovi¢ JU OS "Grbavica II" Sarajevo KS 7 0 0 0 16
22 Dalila Karié¢ JU 08 "Harmani I" Biha¢ USK 9 0 0 1 16
24 Lamija Smajilovi¢ JU "Muhzin Rizvi¢" Fojnica SBK 6 0 0 2 15
25 Una Hamedovi¢ JU 08 "Vladimir Nazor" Zenica ZDK 10 4 0 0 0 14
26 Vanja Arsenovski JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo KS 10 | 3 0 0 0 13
27 Azra Hadzi¢ JU 0S8 "Alija Nametak"Sarajevo KS 9 0 0 3 0 12
27 Naida Saki¢ JU 08 "Dr. Safvet-beg Basagi¢" Gradacac TK 9 0 0 3 0 12

29 Edib Devlic JU 08 "Kulin ban" Visoko ZDK 4 6 0 0 0 10
30 Ajdin Mujaci¢ JU OS "Orahovica" Gra¢anica TK 9 0 0 0 0 9
30 Harun Demir JU 0S8 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo KS 5 4 0 0 0 9
32 Una Sumar JU 08 "Harmani II" Biha¢ UsK 3| 4|o01]o01]o0 7
33 Edin Vidnji¢ JU 08"Skender Kulenovi¢" Sarajevo KS 5 0 1 0 0 6
34 Bilal Jasarevic¢ JU 08 "Husein ef. Dozo" Gorazde BPK 5 0 0 0 0 5
34 Ahmed Haski¢ 08 "Vitez" Vitez SBK 4 1 0 0 0 5
36 Anida Dervigi¢ Osnovna $kola "Travnik" SBK 4 0 0 0 0 4
37 Edin Pivi¢ JU OS "Praca" Goraide BPK 3 0 0 0 0 3




Rezultati ucenika VIl razreda

Plasman Ime i prezime Skola Kanton | Z1 | Z2 | Z3 | Z4 | Z5 | Ukupno

Iman Boskailo JU 08 "skender Kulenovi¢" Sarajevo KS 9 10 0 33
2 Lamija Isovi¢ JU 08 "Isak Samokovlija" Sarajevo KS 7 2 10 | 10 0 29
2 Adem Biscevié¢ JU 08 "Mehmed-beg Kapetanovié¢ Ljubusak" Sarajevo KS 10 | 10 8 0 1 29
4 Ismail HadZovié¢ JU 08 "Camil Sijari¢" Sarajevo KS 9 3 110 1 28
5 Amina Agovic JU 0§ "Skender Kulenovi¢" Sarajevo KS 10 8 8 0 0 26
6 Hamdi Mehmedovski JU 0S "Mirsad Prnjavorac" Vogoica KS 10 5 0 23
7 Hamza Drki¢ JU 08 "Skender Kulenovi¢" Sarajevo KS 5 10 6 1 0 22
8 Bakir Sulji¢ JU 0§ "Mesa Selimovi¢" Zenica ZDK 10 0 10 0 21
8 Abdullah Harcevic¢ JU 0§ "Jezerski" Bosanska Krupa USK 10 9 2 0 0 21
10 Asja Husejinovic¢ JU 08 " Treéa osnovna $kola" llidZa KS 10 | 10 0 0 0 20
11 Samra Kulenovi¢ JU 08 "6.mart" Had¥i¢i KS 10 1 8 0 0 19
12 Emin Cisija JU 08 "Kulin ban" Visoko ZDK 6 5 6 0 0 17
13 Faris Basagi¢ JU 08 "Osman Nuri HadZi¢" Sarajevo KS 10 3 3 0 0 16
13 Alma Fajic¢ JU 08 "Poljice" Tuzla TK 10 2 4 0 0 16
15 Sergej Smital JU 08 "Cengi¢ Vila 1" Sarajevo KS 7 1 7 0 0 15
15 Vedad Mujkanovié¢ JU 08" Hamdija Kre$evljakovi¢ Kamberi " Gradacac TK 10 1 4 0 0 15
17 Naida Semi¢ JU 0§ "Zahid Barucija" Vogoséa KS 3 10 1 0 0 14
18 Mesud Mesié JU OS " Dr. Safvet-beg Basagi¢" Gradacac TK 10 1 0 2 0 13
18 Faris DerviSevi¢ JU 08 " Harmani I1" Biha¢ USK 10 2 0 0 1 13
20 Madzid Smaji¢ JU 08 "Diemal Bijedi¢" Tedanj ZDK 10 1 1 0 0 12
20 Emina Durmo JU 08 "Cetvrta osnovna $kola" llidza KS 9 | 12|00 12
22 Amna Hamzié JU OS "Husein ef. Pozo" Gorazde BPK 6 1 4 0 0 11
22 Adijan Corali¢ PU "Richmond Park Primary School" Sarajevo KS 10 1 0 0 0 11
24 Vedad Lendo JU OS "Grbavica I" Sarajevo KS 4 1 0 3 0 8
24 Sajra Karagi¢ "Treca osnovna skola" Bugojno SBK 8 0 0 0 0 8
24 Omar Tule JU 08 "Gnojnice" Mostar HNK 8 0 0 0 0 8
27 Emina MeSinovi¢ JU 0S8 "Mehmedalija Mak Dizdar" Visoko ZDK 6 1 0 0 0 7
28 Faris Karahasanovi¢ JU 08 "Prva osnovna $kola Zavidoviéi" Zavidovici ZDK 3 0 3 0 0 6
29 Mahir Sulejmanovi¢ JU 08 " Druga osnovna 3kola Zivinice" Zivinice TK 2 1 2 0 0 5
30 Lamija HodZi¢ JU 08 "Celebi¢i" Konjic HNK 2 0 0 0 0 2
31 Nevresa Bajagic¢ JU 08" Bagigovci" Zivinice TK 0 1 0 0 0 1
31 Adna Duranovi¢ JU OS "Buzim" Buzim USK 0 1 0 0 0 1
31 Asmir Sigi¢ Osnovna $kola Kacuni SBK 0 1 0 0 0 1
31 Amna Kunovac JU 08 "Ustikolina" Gorazde BPK 0 1 0 0 0 1
31 Kanita Muharemovi¢ "Treca osnovna skola" Bugojno SBK 1 0 0 0 0 1
36 Merima Kovac JU 08 "Hasan Turéalo Brzi" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
36 Edna Kovacevié¢ JU 08 "Mustafa Ejubovié-Sejh Jujo" Mostar HNK 0 0 0 0 0 0
36 Benjamin Becirovic¢ JU 08 "Tuganj" Tuzla TK 0 0 0 0 0 0




Rezultati ucenika VIl razreda

Plasman Ime i prezime Skola Kanton | Z1 | Z2 | Z3 | 24 | Z5 | Ukupno
1 Tarik Odzak JU 0S "Grbavica I" Sarajevo KS 10 | 10 | 10 | 10 2 42
2 Dino Ahi¢ JU 0S "Safvet-beg Basagi¢" Visoko ZDK 9 | 10 5 3 8 35
3 Ahmed Figek JU 05 "Musa Cazim Cati¢" Visoko ZDK 10| 10 |10 | 1 | O 31
4 Faris Sabeta JU 08 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo KS 2 |10 | 10 | 3 2 27
5 Amir Karamovic JU 08 "Musa Cazim Catic" Sarajevo KS 10| 10 | 6 0 0 26
6 Ana Saric¢ JU 08 "Malta" Sarajevo KS 10| 8 5 0 0 23
6 Daris Turcinovié JU OS "Skender Kulenovi¢" Zenica ZDK 6 | 10 7 0 0 23
6 Fatih Cebiri¢ JU OS "Grbavica I" Sarajevo KS 10| 2 8 3 0 23
6 Merjem Donko JU 08 "Mehmedalija Mak Dizdar" Sarajevo KS 9 4 10 0 0 23
10 Kenan Softi¢ PU "Richmond Park School" Tuzla TK 10 | 10 1 0 0 21
11 Abdullah Muminagi¢ JU OS "Grbavica I" Sarajevo KS 9 0 6 3 0 18
12 Adi Efendira JU 08"Safvet-beg Basagi¢" Visoko ZDK 6 | 10 1 0 0 17
13 Mubina Rami¢ JU 0§ "Jezerski" Bosanska Krupa USK 6 10 0 0 0 16
13 Ajdin Talovi¢ JU 0S "Grbavica II" Sarajevo KS 2 10 4 0 0 16
13 Benjamin Mujkic¢ JU 08 "Sjenjak" Tuzla TK 2 10 4 0 0 16
16 DZena Omanovic¢ JU 08 "Mula Mustafa Baseskija" Donje Mostre ZDK 4 9 2 0 0 15
17 Ibrahim Mulahusejnovi¢ JU 08 "Hasan Kiki¢" Gracanica TK 2 | 10 1 1 0 14
18 Azra Jasarspahic JU 08 "Hamdija Kre$evljakovi¢" Kakanj ZDK 5 0 8 0 0 13
19 Emil Maci¢ JU 08" Deveta osnovna $kola" llid%a KS 5 0 7 0 0 12
19 DZana HodzZabegovié¢ JU 08 "Harmani II" Biha¢ USK 6 2 4 0 0 12
21 Una Ugarak Druga osnovna $kola Bugojno SBK 2 2 4 0 0 8
21 Amar Zjakié¢ JU OS "Harmani I" Biha¢ USK 0 8 0 0 0 8
21 Fadil Ibrahimovi¢ JU 08" Vig¢a" Zivinice TK 1| 6 1 o| o 8
24 Danija Sinanovi¢ JU 0S8 "Hasan Kaimija" Sarajevo KS 3 4 0 0 0 7
25 Amina Dzananovi¢ JU 08 "Hasan Kiki¢" Gracanica TK 2 4 0 0 0 6
25 Amina Karovi¢ JU 08 "Ustikolina" Gorazde BPK 0 2 4 0 0 6
27 Vedad Hodzi¢ JU 08 "Miri¢ina" Gradanica TK 0 4 0 0 0 4
27 Melisa Iskri¢ JU 08" Ivan Goran Kovaci¢" Gradacac TK 1 2 0 1 0 4
27 Naida Kadri¢ JU 08 "Safvet-beg Basagi¢" Breza ZDK 2 2 0 0 0 4
30 Ema Eminovi¢ JU 08 "lvan Goran Kovaci¢" Gradacac TK 2 0 1 0 0 3
30 Davud Musinovié¢ JU OS "Prva osnovna $kola" Konjic HNK 1 2 0 0 0 3
32 Amina Husi¢ "Treca osnovna skola" Bugojno SBK 2 0 0 0 0 2
32 Eldar Zaketovi¢ 08 "Hasan Kiki¢" Gracanica TK 2 0 0 0 0 2
32 Dervis Vincevic¢ Prva osnovna $kola Donji Vakuf SBK 2 0 0 0 0 2
35 Mirza Bubalo JU 0S8 "Druga osnovna $kola" Konjic HNK 0 0 1 0 0 1
36 Ema Jusufagic¢ JU OS "Grbavica II" Sarajevo KS 0 0 0 0 0 0
36 Ahmed Zahirovi¢ JU 08 "suljo Cili¢" Jablanica HNK | 0| O o| 0] o0 0
36 Aisa Sulji¢ Juos "Tusanj" Tuzla TK 0 0 0 0 0 0
36 Naida Alispahi¢ JU 08 "Husein ef. Dozo" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
36 Ema Karovic¢ JU 0§ "Ustikolina" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
36 Sejla Kosti¢ JU 0S8 "Fahrudin Fahro Bascelija" Gorazde BPK o| o 0 0 0 0




Rezultati ucenika IX razreda

Plasman Ime i prezime Skola Kanton | 21 | Z2 | Z3 | 24 | Z5 | Ukupno
1 Harun Memic¢ JU 08 "Isak Samokovlija" Sarajevo KS 10 | 10 | 10 9 3 42
2 Hana Memi¢ JU 0§ " Cengi¢ Vila 1" Sarajevo KS 10 | 10 | 10 | © 0 30
3 Abdurahman Ferhatbegovi¢ JU 0S8 "Camil Sijari¢" Sarajevo KS 10 | 8 0 0 27
4 Faruk Kunic¢ JU 0S " Sjenjak" Tuzla TK 0 10 6 0 25
5 Ajdin Besic JU OS "Harmani II" Biha¢ USK 10 2 4 0 23
5 Fatima Colan JU 08 "Vare$ Majdan" Vares ZDK 9 [10| 4 | 0 | O 23
5 Almir HadZovi¢ JU 0S Cengic¢ Vila 1" Sarajevo KS 10| 3 |10 | © 0 23
8 DZenan Jasarspahic JU 08 "15.april" Kakanj ZDK 10 1 8 0 0 19
8 Adem Agi¢ JU 0S "Hrasno" Sarajevo KS 9 2 8 0 0 19
10 Mehmedalija Siboniji¢ JU 08 "Dr. Safvet-beg Basagi¢" Gradacac TK 10 0 7 1 0 18
10 Davud Pali¢ JU 0§ "Kovaciéi" Sarajevo KS 0 8 1 0 18
12 Emrah Nisi¢ JU 0S " burdevik " Zivinice TK 8| o7 ] o0|oO 15
13 Ajla Krdzi¢ JU 08 "Podlugovi" llijag KS 10 4 0 0 0 14
14 Faris Basic¢ JU 08 "Skender Kulenovi¢" Zenica ZDK 0 6 0 0 13
14 Fatima Dedi¢ JU OS "Dubrave" Zivinice TK 8 | 0| 4 1|0 13
14 HatidZza Hamidovi¢ JU 08 "Fatima Guni¢" Sarajevo KS 1 2 10 0 0 13
14 Ajla Rasidagic JU 0S “Hrasno” Sarajevo KS 10 2 0 1 0 13
18 Danin Softi¢ KSC "Sveti Franjo" Tuzla TK 8 0 4 0 0 12
18 Tarik Omanovié JU 08 "Mula Mustafa Bageskija" Visoko ZDK 7 0 5 0 0 12
18 Dani EIHadari Pedisa JU 08 "Mehmed Handzi¢" Sarajevo KS 10 0 2 0 0 12
21 Max Dedi¢ JU 0§ " Hrasno" Sarajevo KS 9 0 1 0 0 10
22 Amar Deli¢ JU OS "Prva osnovna $kola" Maglaj ZDK 8 0 0 0 0 8
22 Nejla Kozarevi¢ JU 08 "Slavinovi¢i" Tuzla TK 8 0 0 0 0 8
24 Emin DZambegovi¢ JU 08 "Prva osnovna $kola" llidza KS 0 2 5 0 0 7
24 Selim Cengi¢ JU OS "Grbavica II" Sarajevo KS 6 0 1 0 0 7
26 Hana Cufurovi¢ JU OS "Todorovska Slapnica" Velika Kladusa USK 5 0 0 0 0 5
26 Vedad Jusufspahié Osnovna Skola "Gracanica" SBK 5 0 0 0 0 5
26 Emina Kustura JU 08 "Skender Kulenovi¢" Zenica ZDK 3 2 0 0 0 5
29 NedZzma Jusi¢ Treca osnovna 3kola Oborci SBK 4 0 0 0 0 4
29 Uma Selimoti¢ JU 08 "Cetvrta osnovna $kola" Mostar HNK 4 | 0o|o0]o0]|oO 4
31 Harun Sal€inovi¢ JU OS "Mak Dizdar" Zenica ZDK 1 0 1 0 0 2
31 Lamija Salan JU 08 "Fatima Guni¢" Sarajevo KS 2 0 0 0 0 2
33 Iman Karahmetovi¢ JU 0S8 "Fahrudin Fahro Bascelija" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
33 Lejla Mulahmetovic¢ JU 08 "Ustikolina" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
33 Majra Trakié¢ JU 0§ "Ustikolina" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
33 Selma Dragusic¢ JU 08 "Gornje Prekounje-Ripa¢" Biha¢ USK 0 0 0 0 0 0
33 Mak Hadziefendic¢ KSC "Sveti Franjo" Tuzla TK 0 0 0 0 0 0
33 Hana Hebibovi¢ JU OS "Prva osnovna $kola " Konjic HNK 0 0 0 0 0 0
33 Naida Mravovi¢ JU OS "Druga osnovna $kola" Konjic HNK 0 0 0 0 0 0
33 Hana Omerbasic¢ JU 08 "Ustikolina" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0
33 Alma Karabeg Treca osnovna $kola Bugojno SBK 0 0 0 0 0 0

Hana Kozica Druga gimnazija Sarajevo KS 10 | 10 | 10 1 0 31




Udruzenje matemati¢ara Kantona Sarajevo

Juniorska matematicka olimpijada BiH (JMOBIH) se odrzava 25.5.2024. godine u Doboju. Vise informacija o

satnici e biti objavljeno na nasoj web stranici u narednom periodu. Na JMOBIH se pozivaju sljedeéi uéenici:

Iman Boskailo
Tarik Odzak
Dino Ahi¢
Ahmed FiSek
Faris Sabeta
Amir Karamovié
Ana Saric¢

Daris Turcinovié¢
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