BILTEN FEDERALNOG TAKMICENIJA 1Z
MATEMATIKE UCENIKA SREDNIJIH
SKOLA 2024. GODINE

Sarajevo, 20.4.2024. godine

Federalno takmicenje iz matematike ucenika srednjih Skola odriano je na Prirodno-matematickom
fakultetu u Sarajevu, 20.4.2024. godine. Na takmicenju su ucestvovala 134 ucenika koji su odabrani na
kantonalnim takmiéenjima, kao i na kvalifikacionom takmicenju.

Prisutnima su se na otvaranju obratili prof. dr. Esmir Pilav ispred Udruzenja matemati¢ara Kantona
Sarajevo, prof. dr. Zenan Sabanac i prof. dr. Senada Kalabugi¢ ispred Prirodno-matemati¢kog, te Admir
Besirevic ispred takmicarske komisije. Takmicenje je otvorio prof. dr. Esmir Pilav, predsjednik Udruzenja
matematicara Kantona Sarajevo.

Na zahtjevnim zadacima ucenici su pokazali zavidno znanje, te je u svakom razredu prvoplasirani ucenik
imao preko 30 bodova (od mogucih 50), dok je ukupno 20 ucenika imalo preko 25 bodova. Pobjednik u
prvom razredu je osvojio maksimalnih 50 bodova. Na Matematic¢ku olimpijadu BiH (MOBiH) se plasiralo
20 ucenika, a na Izborno takmicenje za Balkansku matematicku olimpijadu 14 ucenika. MOBIH se odrzava
18. i 19. maja u Franjevackoj klasi¢noj gimnaziji u Visokom.







ZADACI

| RAZRED

Zadatak 1.
a) Napisatibroj 0,7 = 0,77777 ... u obliku razlomka.

b) Akosu0<a<9i0<b <9 cijeli brojevi takvi da je broj+/2,a + 3, b racionalan, odrediti sve
mogucénosti za vrijednost zbira a + b.

Napomena: Broj 2, @ jednak je 2, aaaaa ..., a broj 3, b jednak je 3, bbbbb ...

Zadatak 2. Neka je x realan broj takav da je broj T = x + % prirodan i strogo vedi od 2.
a) Dokazati da je broj x® + x—ls prirodan i ispitati da li je on djeljivsa T.

b) Dokazati da je broj x” + % prirodan i ispitati da li je on djeljivsa T.

Zadatak 3. Data je kruZznica k sa centrom u tacki O i precnikom AB. Neka je M sredina duZi AO i neka je
CD tetiva kruznice k koja prolazi kroz M (pri ¢emu je DM < MC). Neka je H # D tacka na duzi CD takva
da vrijedi DM = MH. Ako je BH 1 CD, odrediti ugao £ABC.

Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve n i N takve da je N potpun kvadrat prirodnog broja koji u svom
decimalnom zapisu sadrzi samo cifre 2 i 5 i pri tome se cifra 2 pojavljuje tacno n puta, a cifra 5 tacno
jednom.

Zadatak 5. Date su 24 tacake u prostoru tako da nikoje tri od njih nisu kolinearne. KaZzemo da je ravan
lijepa ako sadrzi bar tri od ove 24 tacke.

a) Dalije moguce da postoje tacno 2024 lijepe ravni? Odgovor obrazloZiti!
b) Dali je mogude da postoje tacno 2004 lijepe ravni? Odgovor obrazloziti!



Il RAZRED

Zadatak 1.
a) Mak je izabrao tri proizvoljna realna broja a, b, ¢ i formirao tri kvadratne jednacine
x? —2ax +b?=0,x>—2bx +c?>=0,x2—2cx +a% = 0.
Dokazati da barem jedna od ovih jednacina ima realno rjesenje!
b) Nina je izabrala tri proizvoljna realna broja a, b, ¢ i formirala tri kvadratne jednacine
ax?+2bx+c=0,bx*+2cx+a=0,cx*> +2ax+b =0.
Dokazati da barem jedna od ovih jednacina ima realno rjesenje!

Zadatak 2. U trouglu ABC tacka D lezi na stranici AB tako da je CD simetrala ugla ZACB. Simetrala duZi
CD sijece pravu AB u tacki E. Ako je BE = 4 i AB = 5, dokazati da je 2AD = ED.

Zadatak 3. Na krugu je rasporedeno 999 prirodnih brojeva tako da za svaka dva susjedna broja na krugu
vrijedi da je apsolutna vrijednost njihove razlike jednaka njihovom najve¢em zajednickom djeliocu.
Odrediti najvedi prirodan broj N takav da sa sigurnos¢u mozemo tvrditi da je proizvod brojeva na krugu
djeljivsa N.

Napomena: Brojevi na krugu se smiju ponavljati.

Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve n i N takve da je N potpun kvadrat prirodnog broja koji u svom
decimalnom zapisu sadrZi samo cifre 2 i 5 i pri tome se cifra 2 pojavljuje tacno n puta, a cifra 5 tacno
jednom.

Zadatak 5. Neka su a, b, ¢, d realni brojevi iz zatvorenog intervala [0,1]. Dokazati da vrijedi nejednakost
a’?+b% +c?+d? 1<<a+b+c+d)2
4 4~ 4 ’

te odrediti sve Cetvorke (a, b, ¢, d) za koje vrijedi jednakost.




Il RAZRED

Zadatak 1.

a) Neka je a realan broj takav da vrijedi cosa = i. Odrediti vrijednost cos 3a.

b) Nekaje f(x) = cosx + gcos 2x + %cos 3x. Dokazati da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost

2< <2
—3sf@ =2,

te odrediti sve x za koje vrijedi f(x) = — % te sve x za koje je f(x) = 2.

Zadatak 2. Odrediti sve parove (a, b) realnih brojeva takvih da sistem jednacina
x+y=a-1,
x(y+1)—z%=b,
ima jedinstveno rjeSenje po x, y, z u skupu realnih brojeva.

Zadatak 3. Na krugu je rasporedeno 999 prirodnih brojeva tako da za svaka dva susjedna broja na krugu
vrijedi da je apsolutna vrijednost njihove razlike jednaka njihovom najve¢em zajednickom djeliocu.
Odrediti najvedi prirodan broj N takav da sa sigurnos¢u mozemo tvrditi da je proizvod brojeva na krugu
djeljivsa N.

Napomena: Brojevi na krugu se smiju ponavljati.

Zadatak 4. Na pravoj p su date dvije razli¢ite tacke M i N. KruZnice k4, k5, k3, k4 sa centrima 04, 0,, 03,0,
redom, dodiruju pravu p tako da se k; i k, dodiruju izvana u M, a k5 i k4 se dodirujuizvana u N, te su k i
k5 sa iste strane prave p (a k, i k, sa druge strane prave p). Ako postoji kruznica k takva da sve kruznice
kq, k5, k3, k, dodiruju kruznicu k iznutra, dokazati da se prave 0,03, 0,0, i p sijeku u jednoj tacki ili su
paralelne.

Zadatak 5. Neka je p prost broj i neka je S = {1,2,3,...,p — 1}. Odrediti broj podskupova skupa S ¢&iji je
zbir elemenata djeljiv sa p.



IV RAZRED

Zadatak 1. Neka je a # 1 pozitivan realan broj. Funkcije f, g, hq, hy, h3, ... definisane su sa

log; x — logg a?
fE=a® g === m@=g(f®) )= k(e (0)
3
pri ¢emu posljednja relacija vrijedi za sve prirodne brojeve n > 2.
a) Ako je a = 10, odrediti zbir cifara broja hy oo (1).
b) Odrediti sve vrijednosti broja a za koje je h,(,4(2024) = 2024.

Zadatak 2. Neka je x realan broj. Za svaki prirodan broj n definisimo t,, = x™ + x~". Pretpostavimo da je
t, cio broj strogo veci od 2.

a) Dokazatida je t,, cio broj za sve prirodne brojeve n.

b) Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je t,, djeljivs t;.

Zadatak 3. Mrav se nalazi u tacki 0. U svakom potezu on bira jedan od Cetiri smjera: sjever, jug, istok ili
zapad, te se pomjera 1 metar u tom smjeru. Nakon 2024 poteza mrav se ponovo nasao u tacki 0. Dokazati

20242
1012

Napomena: 2024. potez ne mora biti prvi put kada se mrav nade u tacki O, bitno je samo da se nakon
2024 poteza nade u toj tacki.

da je broj nacina da to postigne jednak (

Zadatak 4. Na pravoj p su date dvije razli¢ite tacke M i N. KruZnice k4, k5, k3, k4 sa centrima 04, 0,5, 03,0,
redom, dodiruju pravu p tako da se k; i k, dodiruju izvana u M, a k5 i k4 se dodirujuizvana u N, te su k i
k5 sa iste strane prave p (a k, i k, sa druge strane prave p). Ako postoji kruznica k takva da sve kruznice
kq, k5, k3, k4 dodiruju kruznicu k iznutra, dokazati da se prave 0,03, 0,0, i p sijeku u jednoj tacki ili su
paralelne.

Zadatak 5. Neka je p prost broj i neka je S = {1,2,3,...,p — 1}. Odrediti broj podskupova skupa S ¢&iji je
zbir elemenata djeljiv sa p.



RjeSenja zadataka i Sema bodovanja

| RAZRED

Zadatak 1.

c)

Napisati broj 0, 7 =0,77777 ... u obliku razlomka.

d) Akosu0<a<9i0<b <09 cijeli brojevi takvi da je broj+/2,d + 3, b racionalan, odrediti sve

mogucénosti za vrijednost zbira a + b.

Napomena: Broj 2, a jednak je 2, aaaaa ..., a broj 3, b jednak je 3, bbbbb ...

Rjesenje:

a)

b)

Neka je x = 0, 7 =0,77777 ... Tada imamo da je10x =7,77777 ...= 7 + 0,77777 ... odnosno
10x =7 + x, iz ¢ega slijedi da je x = g. Na sli¢an na¢in moZemo generalno dobiti da je 0.a = g

za bilo koju cifru a.

Nekajex = 2,a + 3, b.1z uslova zadatka je v/x racionalan broj, pa x mora biti kvadrat racionalnog

broja. Iz dijela pod a) imamo da je 2,a =24 0,a = 2+%i3,b =3+0,b= 3+g, paje x =

5+ % +§ = 45+:+b = 452?“’. Da bi x bio kvadrat racionalnog broja mora vrijediti da je 45 + a +

b kvadrat prirodnog broja. Kako je 0 < a + b < 18, jedina opcija je 45 + a + b = 49, odnosno
a + b = 4. Ta vrijednost sa zaista moZe dosti¢i na primjer za a = b = 2, kada imamo da je x =

2,2+32=54=2= ()

Sema bodovanja:

e diopoda): 2 boda
e dio pod b):
o generalni zaklju¢ak daje 0.a = %: 1 bod

45+a+b: 3 boda

zaklju¢ak da broj 45 + a + b mora biti kvadrat prirodnog broja: 3 boda

o zapis vrijednosti pod korijenom kao

zakljucak da je jedino rjeSenje a + b = 4:1 bod



Zadatak 2. Neka je x realan broj takav da je broj T = x + % cijeli i strogo vedi od 2.

c) Dokazati da je broj x& + x—ls cijeli i ispitati da li je on djeljivsa T.
d) Dokazati da je broj x” + x—17 cijeli i ispitati da li je on djeljivsa T.
Rjesenje:

. ; . . . V. 1
Radi kraceg zapisa, za prirodan brojn > 2 ozna¢imosa T, = x™ + e

a)

b)

2
Primijetimo da je T? = (x + %) =x%+ x—lz +2 =T, +2,0dnosno T, = T2 — 2. Na sli¢an nacin

2
imamodajeT22=(x2+%) =x4’+$+2=T4+2,teT42=T8+2.Sada imamo da je Tg =

TZ—2=(TF—-2)2-2=({T*-2)2-2)2-2=(T*—4T?+2)> —2=T8 +20T* -
8T°® — 16T?2 + 2. Otigledno je sada Tg cijeli broj (jer je T cijeli broj), a vidimoida T t Tg, jer biu
suprotnom T'|2, $to je u kontradikciji sa uslovom T > 2.

Posmatrajmo Ty « T, = (x3 + x%) : (x4 + x—t) =x" + % + x +% =T, + T. U dijelu pod a) smo
ve¢ dobili da je T cijeli broj (T, = TZ — 2 = (T? — 2)? — 2). Dokazimo da je i T5 cijeli broj, te da
je djeljiv sa T. Iz toga direktno zaklju¢ujemo da je i T, cijeli broj djeljivsa T (jerje T, = T3 - Ty —
T).

I nacin:

. 3 1 3 3 1 3 3 . "
Imamo da je T° = (x+;) =x +F+3x+;= T; + 3T. Dakle, T3 =T> — 3T, iz Cega
direktno slijedi i da je T cijeli broj i da je djeljivsa T.

Il nacin:

. 1 1 1 1
Imamo dajeT - T, = (x+;)(x2 +;) =x3 +—5+x+-=T3+T,odnosno T3 = T(T, — 1).
Kako smo u dijelu pod a) veé dokazali da je broj T, cijeli (T, = T? — 2), iz prethodne relacije slijedi
da je i T cijeli broj i da je djeljivsa T.

Dakle, T+ je cijeli broj djeljivsa T.

Sema bodovanja:

e izrazavanje T, ili T, preko T: 1 bod
e diopoda):
o izrazavanje Tg preko T i zaklju€ak da je Tg cijeli broj: 2 boda
o dokazdaT nedijeliTg: 1 bod
e diopoda):
o dokaz da je T3 cijeli broj koji je djeljivsa T: 2 boda
o relacijaT; T, =T, + T:3 boda
o krajnji zaklju€ak da je T cijeli broj djeljivsa T: 1 bod



Zadatak 3. Data je kruznica k sa centrom u tacki O i precnikom AB. Neka je M sredina duZi AO i neka je
CD tetiva kruznice k koja prolazi kroz M (pri ¢emu je DM < MC(). Neka je H # D tacka na duzi CD takva
da vrijedi DM = MH. Ako je BH 1 CD, odrediti ugao £ABC.

Rjesenje I:

Primijetimo da je ¢etverougao ADOH paralelogram (jer mu se
dijagonale polove, odnosno vrijedi AM = MO i DM = MH).
Oznacimo ugao ZADH = «a. Sadaimamoidaje 2DHO = « (iz
paralelograma), a posto je LADH = £ADC = £ABC = a (kao
periferijski uglovi nad istom tetivom) zakljuCujemo da je

Cetverougao CHOB tetivan (£OBC + £CHO = a + (180° — A "
a) = 180°). 1z tog tetivnog imamo da je £COB = £CHB =
90° a kako je OB = 0C = OA (jer je O centar kruZnice)
dobijamo daje £OBC = £0CB = 45°, odnosno £LABC = 45°.

Rjesenje II:

Slicno kao u prvom rjesenju dobijamo da je ZABC = £DHO.

Primijetimo da je O zapravo teZiste trougla DBH (jer je BM

teZisSnica tog trougla i vrijedi BO = OA = 20M). Ozna¢imo sa K

presjek pravih HO i DB. Kako je O teZiste, tacka K je ujedno i

sredina duZi BD. Sada su trouglovi ODK i OBK podudarni (SSS, H
jer je OB =0D,DK = KBi KO = KO0), iz Cega slijedi da je

2DKO = £BKO = 90°. Sada je HK ujedno i teZiSnica i visina u

trouglu DHB, pa je taj trougao jednakokraki, odnosno vrijedi

HD = HB, iz cega zakljuCujemo da je ZHDB = £HBD =

¢KHD = £KHB = 45°, odnosno 2£DHO = 2£ABC = 45°. A M

Sema bodovanja:
e zakljuc¢ak da je ADOH paralelogram: 2 boda
e dokazdaje £LABC = £DHO: 2 boda D
| rjeSenje:
e dokaz da je cetverougao CHOB tetivan: 3 boda
dokaz da je £ZCOB = 90°: 1 bod
o dokazdaje £ABC = 45°: 2 boda
Il rjeSenje:
e zakljucak da je O teziste trougla DHB: 3 boda
e uvodenje tacke K i navodenje da je DK = KB: 1 bod
o dokaz da je trougao DHB jednakokraki: 1 bod
e dokaz daje LABC = 45°:1 bod



Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve n i N takve da je N potpun kvadrat prirodnog broja koji u svom
decimalnom zapisu sadrzi samo cifre 2 i 5 i pri tome se cifra 2 pojavljuje tacno n puta, a cifra 5 tacno
jednom.

Rjesenje:
Dokazat ¢emo da su jedina rjesenja (n, N) = (1,25) i (n,N) = (2,225).
Primijetimo prvo da kvadrat prirodnog broja ne moZe zavrsavati cifrom 2, tako da cifra 5 mora biti zadnja.
Dakle, N = 22 ...225, pri ¢emu imamo n cifara 2. Primijetimo da je
N=22..225=22..200+25=100-22..2+25=100-2-11..1+ 25
n-1

n-—2
99 o n—-1_
Posljednja jednakost vrijedi zbog 11 ...1 = 2.9 _10 !
—— 9

. Dakle, imamo da je
n-2
2-10™*1 + 25
N = T.
Kako bi ovo bio potpun kvadrat, mora 2 - 10™"*1 4+ 25 = M?, za neki prirodan broj M. Sada imamo
2n+2. 5+l = 9 10m+ = M2 — 25 = (M — 5)(M + 5).

Da bi broj M? — 25 bio paran, mora M biti neparno, pa su oba broja M — 5i M + 5 parna. Sli¢no, kako bi
broj M? — 25 bio djeljiv sa 5, mora i M biti djeljiv sa 5, pa su oba broja M — 5i M + 5 djeljiva sa 5. Dakle,
brojevi M — 5i M + 5 su djeljivi sa 10. Neka je M — 5 = 10k za neki nenegativni cijeli broj broj k. Sada
imamo

2n+2.5n+1 = 10k - (10k + 10)

2.5l =k (k+1)

Kako je NZD(k,k + 1) = 1 zakljuéujemo da 2™ u potpunosti dijeli jedan od brojeva k ili k + 1. Isto vrijedi
i za 5™~ L. Laganom provjerom dobijamo dasuzan = 1in = 2 jedina rjedenjak = 1i k = 4, redom, §to
daje N = 25i N = 225, redom, sto zaista jesu rjeSenja.
Zan = 3 razlikujemo slucajeve:
1°k=1ik+1=2"-5""1 Dobijamodaje 2™ - 5" 1 = 2,tj. n = 1, to je kontradikcija san > 3.
2°k=2"ik+1=5""1 Dobijamodaje2"+1=5"1Zan =3imamodaje25=5""1>2"+1=
9. Kako se n povecava, lijeva strana nejednakosti se mnozZi sa 5, a desna sa najvise 2, tako dazasven = 3
vrijedi 571 > 2™ + 1, pa u ovom sluéaju nemamo rjesenja.
3°k =5"1ik + 1= 2" Dobijamo da je 51 = 2™ — 1. U prethodnom slu¢aju smo ve¢ dokazali da je
5n~1 > 2m + 1 zan > 3, tako da vrijedii 5® 1 > 2™ — 1, §to znadi da ni u ovom slu¢aju nemamo rjeenja.
4°f = 2" . 5" 1k 4+ 1 = 1. Ovaj sluéaj je otigledno nemogué jerjel =k +1 >k =2"-5""1> 1,
Dakle, jedina rjesenja su (n, N) = (1,25) i (n, N) = (2,225).

Sema bodovanja:

e zakljucak da cifra 5 mora biti zadnja: 0 bodova
1o+l
e izraZavanje N = 2103—2+25: 2 boda
e dobijanje jednacine 2"*2 . 5"*1 = (M — 5)(M + 5): 1 boda
e zaklju¢ak da je NZD(k,k + 1) = 1 (analogno da je NZD(M — 5,M + 5) = 10) i ispisivanje
mogucih slucajeva: 3 boda

e rjesavanje svih slucajeva: 4 boda (2 boda se mogu dodijeliti ako se rijese samo 2° ili 3°)



Zadatak 5. Date su 24 tacke u prostoru tako da nikoje tri od njih nisu kolinearne. Kazemo da je ravan
lijepa ako sadrzi bar tri od ove 24 tacke.

a) Dali je moguce da postoje tacno 2024 lijepe ravni? Odgovor obrazloziti!
b) Dalije moguée da postoje tacno 2004 lijepe ravni? Odgovor obrazloziti!
Rjesenje:

a) Ako nikoje Cetiri od ove 24 tacke nisu komplanarne (tj. ne leZe u istoj ravni), onda svake tri od

ove 24 tacke odreduju ravan. U tom sluéaju imamo

24-23-22
(3 ==5—"=2024
3 3-2-1

ravni. Dakle, mogu postojati 2024 lijepe ravni.

b) Pretpostavimo da postoji tacno 2004 lijepe ravni. Vidjeli smo da 24 tacke maksimalno mogu

definirati 2024 ravni tako da 2024 — 2004 = 20 trojki tacaka lezi u ravnima ve¢ odredenim od

strane drugih trojki.

Ako jedna od ravni sadrzi 7 ili viSe tacaka, tada ima (;) = % = 35 trojki tacaka u ovoj ravni i

broj trojki je veéi od broja ravni za najmanje 35 — 1 = 34. Dakle, najveci mogudi broj ravni je
2024 — 34 = 1990. Kontradikcija.

Dakle, svaka ravan moZe sadrzavati najvise 6 tacaka. Neka su a, b, ¢ broj ravni koje sadrze 4,5, 6
tacaka redom. Prilikom brojanja trojki, u slu¢ajevima k = 4,5,6, brojimo svaku ravan koja sadrzi

k tacaka (;) = kk—D(k=2) _ 4,10, 20 puta, Sto je za 3,9, 19 puta vise od ukupnog broja ravni,

3-2-1
redom. Dakle, broj ravni zadovoljava sljedecu jednakost

2024 —3a —9b —19c = 2004.
Dakle, 3a + 9b + 19¢ = 20. Medutim, ne postoje nenegativni cijeli brojevi a, b, ¢ koji
zadovoljavaju ovu jednacinu, $to nas dovodi do kontradikcije.

Prema tome, ne mogu postojati tacno 2004 lijepe ravni.

Sema bodovanja:

e diopoda): 2 boda

e diopodb):
o konstatacija da 20 trojki tacaka leZi u ravnima vec odredenim od strane drugih trojki: 1
bod

o eliminacija slu¢aja da u jednoj ravni lezi 7 ili viSe ta¢aka: 2 boda
o razmatranje slucaja kada ravan sadrzi 4, 5 ili 6 tacaka: 5 bodova



Il RAZRED

Zadatak 1.
a) Mak je izabrao tri proizvoljna realna broja a, b, ¢ i formirao tri kvadratne jednacine
x?>—=2ax+b?>=0,x2-2bx +c®>=0,x*—-2cx+a®=0.
Dokazati da barem jedna od ovih jednacina ima realno rjesenje!
b) Nina je izabrala tri proizvoljna realna broja a, b, c i formirala tri kvadratne jednacine
ax? +2bx+c=0,bx?+2cx+a=0,cx*>+2ax+b =0.
Dokazati da barem jedna od ovih jednacina ima realno rjesenje!

Rjesenje:

a) Pretpostavimo da niti jedna od jednacina koje je formirao Mak nema realnih rjesenja. Tada sve tri

odgovarajuce diskriminante moraju biti strogo manje od nule. To znaci da tada vrijedi
4a? — 4b? < 0,4b? — 4¢? < 0,4c? — 4a” < 0.
Zbrajanjem ove tri nejednakosti dobijemo
4a? — 4b? + 4b? — 4c? + 4c¢? — 4a? < 0,
tj.,
0<0,

Sto je ocigledna kontradikcija. Do kontradikcije nas je dovela pretpostavka da su sve tri
diskrimante strogo negativne, pa postoji bar jedna od njih koja je nenegativna. U tom slucaju
odgovarajucéa kvadratna jednacina ima realno rjesenje.

b) Pretpostavimo kao i u prethodnom dijelu da sve tri kvadratne jednacine koje je formirala Nina

nemaju realnih rjeSenja. Tada su odgovarajuée diskriminante strogo manje od nule:

4b? — 4ac < 0,4c?> —4ab < 0,4a® — 4bc < 0,
tj.

b? —ac < 0,c?—ab < 0,a? —bc < 0.
Zbrajanjem dobijemo da tada vrijedi

a’+b?+c?>—ab—bc—ac<D0.
Posljendja nejednakost se moze napisati u obliku
(a—=b)?+Bb—-c)*+(a—-c)?<0,

koja ocigledno nije ta¢na. Kontradikcija! Do kontradikcije nas je dovela pretpostavka da su sve tri
diskrimante strogo negativne, pa postoji bar jedna od njih koja je nenegativna i u tom slucaju
odgovarajucéa kvadratna jednacina ima realno rjesenje.

Sema bodovanja:

e Dio poda)nosi4 boda, i to:
o 1bod za izrazavanje diskriminanti
o 3 boda za dolazak do kontradikcije

e Dio pod b) nosi 6 bodova, i to:
o 1 bod za izrazavanje diskriminanti
o 5 bodova za dolazak do kontradikcije (ako u€enik dode do nejednakosti a? + b? + c? —

ab — bc — ac < 0 tu se zaustavi, dobija 2 od 5 bodova)



Zadatak 2. U trouglu ABC tacka D lei na stranici AB tako da je CD simetrala ugla ZACB. Simetrala duZi
CD sijece pravu AB u tacki E. Ako je BE = 4 i AB = 5, dokazati da je 2AD = ED.

Napomena: Neki ucenici su nacrtali trougao ABC tako da vrijedi AC < BC. MoZe se pokazati da u tom
slucaju ne mogu biti zadovoljeni dati uslovi (tacka E je ustvari presjek tangente u C na opisanu kruznicu
trougla ABC sa pravom AB).

Rjesenje 1:

A D B E
Oznacimo uglove trougla u vrhovima 4, B, C redomsa a, 3,y. Tada je ZBCD = £ACD = % Ugao £BDC je
vanjski ugao u trouglu ADC, pa vrijedi

4BDC = a + g
Trougao CDE je jednakokraki trougao (jer tacka E leZi na simetrali stranice CD, pa je
LECD = LEDC =« +g
(jerje £EDC = £BDC). Odavde imamo da je
¢2ECB = £ECD — £BCD = a+g—g= a.

Ozna¢imo AD = x,DB = y. Prema uslovu zadatka je
x+y=AD+DB =AB =5.
Kako je trougao CDE jednakokraki, to je
CE=DE =DB+BE =y +4.
Trouglovi AEC i BEC suslicni (LEAC = a = £ECB i £LAEC = £BEC), pa vrijedi
CE:BE = AE: CE,

tj.
CE? = AE - BE.
Prema uslovu zadatka je AE = AB + BE = 9, paimamo
(y +4)? = 36.

Jedino pozitivno rjeSenje posljednje jednacine je y = 2, odakle slijedi da je x = 3.
Znati, AD = x = 3iED = DB + BE = y + 4 = 6, pa vrijedi da je 2AD = ED.

Sema bodovanja:
e Zakljutak daje zBDC = a+12—/—1bod
e Zakljucak da je trougao CDE jednakokraki —1 bod
o Zakljuéak daje LECB = a —1 bod
e Zakljucak da su trouglovi AEC i BEC slicni — 3 boda
e Zaklju¢ak daje CE? = AE - BE — 1 bod
e lzratun AD = 3iED = 6 -3 boda



Rjesenje 2:

Koristedi iste oznake kao u prethodnom rjeSenju, mozemo pokazati da jetrougao CDE jednakokraki
trougao idaje CE = y + 4.

Oznacimo sa F tacku u kojoj simetrala duzi CD sijece stranicu AC. Tada je CF = DF (jer je tacka F na
simetrali duZi CD) i £CDF = £FCD =L,

Tada je £AFD = y (vanjski ugao kod vrha F u trouglu FCD), pa su trouglovi ADF i ABC sli¢ni. 1z te
slicnosti imamo

AD:DB = AF:FC.
S druge strane, EF je simetrala ugla £ZAEC. Naime, EF je simetrala stranice CD u jednakokrakom trouglu
CDE, pa je ujedno i simetrala ugla ZDEC = £AEC. Iz teoreme o simetrali unutrasnjeg ulga trougla slijedi
daje

Ovaj i prethodni omjer nam daju

Odavde je
xy=9:(y+4),
tj.
_ Y
= m

Uvrstavanjem posljednje jednakosti u x + y = 5 i rjeSavanjem odgovarajuée kvadratne jednacine po y
dobije se da je y = 2, odakle slijedi da je x = 3.
Znati, AD = x =3iED = DB + BE = y + 4 = 6, pa vrijedi da je 2AD = ED.

Sema bodovanja:
e Zakljucak da je trougao CDE jednakokraki — 1 bod
e Zakljucak da su trouglovi ABC i ADF sli¢ni —3 boda
e Zakljutak daje AD:DB = AE:CE -3 boda
e lzratun AD = 3iED = 6 -3 boda



Zadatak 3. Na krugu je rasporedeno 999 prirodnih brojeva tako da za svaka dva susjedna broja na krugu
vrijedi da je apsolutna vrijednost njihove razlike jednaka njihovom najve¢em zajednickom djeliocu.
Odrediti najveci prirodan broj N takav da sa sigurnoséu moZzemo tvrditi da je proizvod brojeva na krugu
djeljivsa N.

Napomena: Brojevi na krugu se smiju ponavljati.

Rjesenje:

Primijetimo da ako su na krugu redom poredani brojevi 4,3,2,1,2,1,2,1,2,1, ...,2,1,2,1,2, oni zadovoljavaju
uslove zadatka, a njihov proizvod je 24°9 - 3 - 4 = 2501 . 3, Dakle, N < 2°°1- 3,

Najprije primijetimo da na krugu ne mogu biti dva susjedna neparna broja, jer je njihova razlika paran broj,
pa im to ne moZe biti najveéi zajednicki djelilac. Zbog toga na krugu moZze biti maksimalno 499 neparnih
brojeva, pa mora biti bar 500 parnih.

Na osnovu prethodno recenog, na krugu moraju biti dva susjedna parna broja. Ako niti jedan od njih nije
djeljiv sa 4, onda oba ta broja daju ostatak 2 pri dijeljenju sa 4, pa je njihova razlika (Sto je u ovom slucaju
i njihov najvedi zajednicki djelilac) djeljiva sa 4, Sto je ocigledno nemogude. Dakle, na tabli postoji broj
djeljiv sa 4.

DokaZimo jos da na tabli mora postojati broj djeljiv sa 3. Pretpostavimo suprotno. Tada svi brojevi na tabli
daju ostatak 1 ili 2 pri dijeljenju sa 3. Primijetimo da ne moZemo imati dva susjedna broja koja daju isti
ostatak, jer bi onda njihova razlika bila djeljiva sa 3, Sto nije mogucde jer oni nisu djeljivi sa 3. To znaci da se
ostaci 1 i 2 naizmjeni¢no ponavljaju na krugu. Medutim, to nije moguce jer je na krugu neparan broj (999)
brojeva. Dakle, na krugu se mora nalaziti broj djeljiv sa 3.

Dakle, na krugu se nalazi bar 500 parnih brojeva od kojih je bar jedan djeljiv sa 4, pa je proizvod djeljiv sa
2499 . 4 = 2501 Kako je na krugu i broj djeljiv sa 3, to je proizvod djeljiv sa 25°1 - 3. Dakle, N = 2301 - 3,

Sema bodovanja:

e Konstrukcija koja dokazuje da je N < 251 - 3 -2 boda (moze biti i vise konstrukcija, pa da ucenik
gleda najvedi zajednicki djelilac proizvoda brojeva u tim konstrukcijama; Takoder, ukoliko uc¢enik
nema gornju konstrukciju, ali ima konstrukciju koja moZe biti korisna, npr. koja daje odgovarajudi
broj dvica, mozZe dobiti 1 od ova 2 boda)

e Dokazdaje N = 2°°1 -3 nosi 7 bodova, i to:

o Dokaz da na krugu mora biti bar 500 parnih brojeva — 2 boda (ukoliko ué¢enik samo dokaze
da ne mogu biti dva susjedna neparna broja na krugu, dobija 1 od ova 2 boda)

o Dokaz da na krugu postoje dva susjedna parna broja te da je bar jedan od njih djeljiv sa 4
—2boda
Dokaz da na krugu postoji broj djeljiv sa 3 — 3 boda
Zaklju¢ak daje N > 25°1 -3 -1 bod



Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve n i N takve da je N potpun kvadrat prirodnog broja koji u svom
decimalnom zapisu sadrzi samo cifre 2 i 5 i pri tome se cifra 2 pojavljuje tacno n puta, a cifra 5 tacno
jednom.

Rjesenje:
Dokazat ¢emo da su jedina rjesenja (n, N) = (1,25) i (n,N) = (2,225).
Primijetimo prvo da kvadrat prirodnog broja ne moZe zavrsavati cifrom 2, tako da cifra 5 mora biti zadnja.
Dakle, N = 22 ...225, pri ¢emu imamo n cifara 2. Primijetimo da je
N=22..225=22..200+25=100-22..2+25=100-2-11..1+ 25
n-1

n-—2
99 o n—-1_
Posljednja jednakost vrijedi zbog 11 ...1 = 2.9 _10 !
—— 9

. Dakle, imamo da je
n-2
2-10™*1 + 25
N = T.
Kako bi ovo bio potpun kvadrat, mora 2 - 10™"*1 4+ 25 = M?, za neki prirodan broj M. Sada imamo
2n+2. 5+l = 9 10m+ = M2 — 25 = (M — 5)(M + 5).

Da bi broj M? — 25 bio paran, mora M biti neparno, pa su oba broja M — 5i M + 5 parna. Sli¢no, kako bi
broj M? — 25 bio djeljiv sa 5, mora i M biti djeljiv sa 5, pa su oba broja M — 5i M + 5 djeljiva sa 5. Dakle,
brojevi M — 5i M + 5 su djeljivi sa 10. Neka je M — 5 = 10k za neki nenegativni cijeli broj broj k. Sada
imamo

2n+2.5n+1 = 10k - (10k + 10)

2.5l =k (k+1)

Kako je NZD(k,k + 1) = 1 zakljuéujemo da 2™ u potpunosti dijeli jedan od brojeva k ili k + 1. Isto vrijedi
i za 5™~ L. Laganom provjerom dobijamo dasuzan = 1in = 2 jedina rjedenjak = 1i k = 4, redom, §to
daje N = 25i N = 225, redom, sto zaista jesu rjeSenja.
Zan = 3 razlikujemo slucajeve:
1°k=1ik+1=2"-5""1 Dobijamodaje 2™ - 5" 1 = 2,tj. n = 1, to je kontradikcija san > 3.
2°k=2"ik+1=5""1 Dobijamodaje2"+1=5"1Zan =3imamodaje25=5""1>2"+1=
9. Kako se n povecava, lijeva strana nejednakosti se mnozZi sa 5, a desna sa najvise 2, tako dazasven = 3
vrijedi 571 > 2™ + 1, pa u ovom sluéaju nemamo rjesenja.
3°k =5"1ik + 1= 2" Dobijamo da je 51 = 2™ — 1. U prethodnom slu¢aju smo ve¢ dokazali da je
5n~1 > 2m + 1 zan > 3, tako da vrijedii 5® 1 > 2™ — 1, §to znadi da ni u ovom slu¢aju nemamo rjeenja.
4°f = 2" . 5" 1k 4+ 1 = 1. Ovaj sluéaj je otigledno nemogué jerjel =k +1 >k =2"-5""1> 1,
Dakle, jedina rjesenja su (n, N) = (1,25) i (n, N) = (2,225).

Sema bodovanja:

e zakljucak da cifra 5 mora biti zadnja: 0 bodova
1o+l
e izraZavanje N = 2103—2+25: 2 boda
e dobijanje jednacine 2"*2 . 5"*1 = (M — 5)(M + 5): 1 boda
e zaklju¢ak da je NZD(k,k + 1) = 1 (analogno da je NZD(M — 5,M + 5) = 10) i ispisivanje
mogucih slucajeva: 3 boda

e rjesavanje svih slucajeva: 4 boda (2 boda se mogu dodijeliti ako se rijese samo 2° ili 3°)



Zadatak 5. Neka su a, b, ¢, d realni brojevi iz zatvorenog intervala [0,1]. Dokazati da vrijedi nejednakost
a® + b? + c? + d? 1<<a+b+c+d>2
4 4~ 4 ’
te odrediti sve Cetvorke (a, b, ¢, d) za koje vrijedi jednakost.

Rjesenje 1:

MnoZenjem sa 16 i sredivanjem imamo 3(a? + b% + ¢? + d?) — 4 < 2(ab + bc + cd + da + ca + db),
§to mozemo zapisati u obliku (a —b)?2 + (b —c)? + (c —=d)?* + (a—c)?* + (b —d)? + (a — d)? < 4.
Neka je bez umanjenja opstosti 1 >a > b > ¢ > d > 0. Dokazat ¢emo da je (a —b)?+ (b —c)? +
(c—d)><1.(x) Nekajex =a—b,y =b —c,z = c — d. Tada su x,y,z nenegativni realni brojevi za
koje vrijedi x + y + z = a — d < 1. Medutim, kako su x,y, z brojevi izmedu 0 i 1, to je x> < x,y? <
y,z% < z,pajex? + y?> +z%2 < x + y + z < 1, $to dokazuje () (isti zaklju¢ak mozemo izvesti i na sljedeci
natin: x2 + y2 + z%2 = (x + y + 2)? — 2(xy + yz + zx) < 1). Kako je otigledno (a — ¢)? + (b — d)? +
(a—d)?> <1+ 1+ 1=3,touz(*) daje traZenu nejednakost. Da bi vrijedila jednakost mora vrijeditia —
c=1,b—d=1,a—d=1,odnosnoa=>b =1,c =d = 0. Provjerom dobijamo da tada zaista vrijedi
jednakost. Dakle, sve Cetvorke za koje vrijedi jednakost su kada imamo dvije jedinice i dvije nule.

Sema bodovanja:
e Svodenjena(a—b)?>+(bh—-c)’+(c—d)?>+(@—-c)?>+(b—-d)?+ (a—d)? <4-2boda
e Dokazdaje(a—b)?+ (b—c)?+ (c —d)? <1-5bodova
e ZavrSetak dokaza—3 boda (pri cemu je 2 boda dokazivanje nejednakosti, a 1 bod sluc¢aj jednakosti)

Rjesenje 2:

Kao u prvom rjedenju dobijamo 3(a? + b? + c? +d?) — 4 < 2(ab + bc + cd + da + ca + db), $to
mozemo zapisati kao 3a%? — 2a(b + ¢ + d) + 3b? + 3c% + 3d? — 2(bc + cd + db) < 4.

Fiksirajmo varijable b, c, d te primijetimo da je lijeva strana kvadratna funkcija po a. Kako je koeficijent uz
a? jednak 3 (tj. vedi je od 0), ova funkcija maksimum dostize na nekom od krajeva intervala. Dakle, kada
izraz 3a® — 2a(b + ¢ + d) + 3b? + 3c? + 3d? — 2(bc + cd + db) dostize svoj maksimum, vrijedia = 0
ili a = 1. Analogno zaklju¢ujemo da su ostale varijable jednake O ili 1 u slucaju kada izraz dostize
maksimum, pa je dovoljno samo ispitati sluc¢ajeve kada su sve varijable iz skupa {0,1}. Primijetimo da je
vrijednost izraza jednaka 0 kada su sve varijable jednake 0 ili sve varijable jednake 1, te da je jednaka 3
kada su tri varijable jednake 1 (a preostala 0) kao i u slu¢aju kada su tri varijable jednake O (a preostala 1).
U slu¢aju kada su dvije varijable jednake 1 i dvije jednake 0, vrijednost izraza je 4. Dakle, maksimum izraza
je maniji ili jednak 4, te jednakost vrijedi kada su dvije varijable jednake 0, a dvije jednake 1.

Sema bodovanja:
e Posmatranje izraza kao kvadratne funkcije po nekoj varijabli — 2 boda
e Zakljucak da izraz dostize maksimum kada je ta varijabla jednaka 0 ili 1 — 4 boda
e Zakljucak da i ostale varijable u slucaju kada izraz dostize maksimum moraju biti 0 ili 1 — 2 boda
e Provjera mogucih slucajeva i slu¢aj jednakosti — 2 boda

Rjesenje 3 (rjeSenje ucenice NedZme Durovic):

. . a’+b%+c?+d? +b+c+d . . . at+b+c+d 1
Kako je x? < x za x € [0,1], to je = 4C <? 4C , pa je dovoljno dokazati %—Zs
2 2
+b+c+d v . v . . . +b+c+d 1 T . P
(—a 4C ) , Sto je tacno jer je ekvivalentno sa (—a 4C - E) = 0. Jednakost vrijedi kad su svi brojevi

a+b+c+d

jednaki 0ili 1 (zbog x? = x) i kad je " = %, tj. kad su dva broja jednaka 1, a dva jednaka 0.



11l RAZRED

Zadatak 1.

a) Neka je a realan broj takav da vrijedi cosa = i. Odrediti vrijednost cos 3a.

b) Nekaje f(x) = cosx + %cos 2x + écos 3x. Dokazati da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost

2< <2
~3<f) <2,

te odrediti sve x za koje vrijedi f(x) = — %, kao i sve x za koje je f(x) = 2.

Rjesenje:
a) Kakoje cos2a = cos?a —sin?a = 2cos?a — 1isin2a = 2sina cosa, to je
cos 3a = cos(a + 2a) = cos a cos 2a — sina sin2a = cosa (2 cos? @ — 1) — 2sin? a cosa

= 2cos3a — cosa —2(1 — cos? a) cosa = 4cos3a — 3 cosa
4 (1>3 ; 111
4 4 16
b) Iz dokazanog pod a), te uz smjenu t = cos x (pri ¢emu t € [—1,1]) imamo da je
2 2 1
f(x) = cosx + gcos 2x +§cos3x = COSX +§(2 cos?x—1) +§(4cos3x — 3 cosx)
4 4 2

=—t3+ -t ——.
3 +3 3

Sada se nejednakost —g < f(x) svodi na %tz(t +1) >0, $to je tacno zbog t2>0it > —1.
Jednakost vrijedi za cosx = 0 ili cosx = —1, tj. x € {(Zk +1) -g,k € Z} U{(k+1) -,k €
Z}.

Nejednakost f(x) < 2 se svodi na%t3 + %tz <2 +§ = g, $to se moZe zapisati kaog(t - D%+
2t +2) <0, tj. kao %(t —1D((t+1)?+1) <0, $to je tacno jer je prva zagrada nepozitivna, a
druga pozitivna. Jednakost vrijedizat = 1,tj.zacosx = 1,pax € {2kn,k € Z }.

Sema bodovanja:
e Dio pod a) nosi 2 boda
e Dio pod b) nosi 8 bodova, i to:
o 2bodazaizrazavanje f(x) preko jedne varijable (za ove bodove nije nuzno uvesti smjenu,
dovoljno je da sve bude izrazeno preko cos x)
o 1 bod za dokazivanje nejednakosti —§ < f(x), te 1 bod za slu¢aj jednakosti

o 3 boda za dokazivanje nejednakosti f(x) < 2, te 1 bod za slucaj jednakosti



Zadatak 2. Odrediti sve parove (a, b) realnih brojeva takvih da sistem jednacina
x+y=a-1,
x(y+1)—2z%?=b
ima jedinstveno rjeSenje u skupu realnih brojeva.

Rjesenje 1:
Ako bismo imali rjeSenje (x,y, z) u kojem je z # 0, tada bi i (x, y, —2) bilo rjeSenje sistema koje je razli¢ito
od rjesenja (x, y, z), sto je kontradikcija sa jedinstvenoS$cu rjesenja. Dakle, smijemo samo imati rjeSenje u
kojem je z = 0. Primijetimo da uz smjenu y + 1 = t brojevi x i t moraju zadovoljavati
x+t=a,
xt = b.
Ako bismo imali rjeSenje (x,t) u kojem je x # t, tada bi (t, x) takoder bilo rjeSenje sistema, $to je opet

2
kontradikcija sa jedinstvenoscu. Dakle, mora vrijediti x = t, odakle je b = aT. DokaZimo sada da zaista za

2
sve parove (a, b) u kojima je b = ar sistem ima jedinstveno rjesenje.
Jasno je daje (x,y, z) rjeSenje sistema
x+y=a-1,
2

a
1) —z%2 =—
x(y+1)—z )

ako i samo ako je (x, t, z) rjeSenje sistema

x+t=a,
2
a
xt —z% = —.
4

Ovaj sistem ocigledno ima rjeSenje x =t = %,z = (. Da bi na$ sistem imao rjeSenje u skupu realnih
brojeva, jasno je da mora da vrijedi xt > a:z, tj. 4xt > a? = (x + t)?, $to se svodi na (x — t)? < 0, $to
vrijedi samo za x = t. Onda mora vrijeditix =t = %iz = 0, pa je to jedinstveno rjesenje sistema.

Sema bodovanja:

e Zakljucak da u jedinstvenom rjeSenju mora vrijediti z = 0 — 2 boda
e Zakljuéak da u jedinstvenom rjeSenju mora vrijeditix =t (= y + 1) —3 boda

2
e Zakljucak da brojevi a i b moraju zadovoljavati b = a:— 1 bod
2
e Dokaz da sistem ima jedinstveno rjeSenje za b = a:— 4 boda

RjeSenje 2 (pristup kakav je imala vecina ucenika):

Sistem ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako jednacina (po x i z) x(a — x) — z? = b ima jedinstveno
rieSenje (jer je y jedinstveno odredeno relacijom y = a — 1 — x). Diskriminanta ove kvadratne jednacine
poxje D = a? — 4(b + z?), te ona mora biti jednaka nuli da bi rje$enje bilo jedinstveno, tj. mora vrijediti

2:

2 2
z a: — b. Da bi postojalo jedinstveno z koje ovo zadovoljava, mora vrijediti a: = b (mogli smo odmah

2
i u pocetnoj jednacini rec¢i da mora vrijediti z = 0 u jedinstvenom rjesenju). Za a: = b, diskriminanta je
jednaka —4z?2, pa ¢e jednacina (po x) imati rje$enje samo za z = 0, te ¢e to rjedenje biti jedinstveno (jer
2 2
je D = 0)ijednako % (ekvivalentno, u slucaju a: = b jednacinu mozemo zapisati u obliku (x - %) +2z% =

0, sto ocigledno ima jedinstveno rjeSenje x = % iz=0)



Zadatak 3. Na krugu je rasporedeno 999 prirodnih brojeva tako da za svaka dva susjedna broja na krugu
vrijedi da je apsolutna vrijednost njihove razlike jednaka njihovom najve¢em zajednickom djeliocu.
Odrediti najveci prirodan broj N takav da sa sigurnoséu moZzemo tvrditi da je proizvod brojeva na krugu
djeljivsa N.

Napomena: Brojevi na krugu se smiju ponavljati.

Rjesenje:

Primijetimo da ako su na krugu redom poredani brojevi 4,3,2,1,2,1,2,1,2,1, ...,2,1,2,1,2, oni zadovoljavaju
uslove zadatka, a njihov proizvod je 24°9 - 3 - 4 = 2501 . 3, Dakle, N < 2°°1- 3,

Najprije primijetimo da na krugu ne mogu biti dva susjedna neparna broja, jer je njihova razlika paran broj,
pa im to ne moZe biti najveéi zajednicki djelilac. Zbog toga na krugu moZze biti maksimalno 499 neparnih
brojeva, pa mora biti bar 500 parnih.

Na osnovu prethodno recenog, na krugu moraju biti dva susjedna parna broja. Ako niti jedan od njih nije
djeljiv sa 4, onda oba ta broja daju ostatak 2 pri dijeljenju sa 4, pa je njihova razlika (Sto je u ovom slucaju
i njihov najvedi zajednicki djelilac) djeljiva sa 4, Sto je ocigledno nemogude. Dakle, na tabli postoji broj
djeljiv sa 4.

DokaZimo jos da na tabli mora postojati broj djeljiv sa 3. Pretpostavimo suprotno. Tada svi brojevi na tabli
daju ostatak 1 ili 2 pri dijeljenju sa 3. Primijetimo da ne moZemo imati dva susjedna broja koja daju isti
ostatak, jer bi onda njihova razlika bila djeljiva sa 3, Sto nije mogucde jer oni nisu djeljivi sa 3. To znaci da se
ostaci 1 i 2 naizmjeni¢no ponavljaju na krugu. Medutim, to nije moguce jer je na krugu neparan broj (999)
brojeva. Dakle, na krugu se mora nalaziti broj djeljiv sa 3.

Dakle, na krugu se nalazi bar 500 parnih brojeva od kojih je bar jedan djeljiv sa 4, pa je proizvod djeljiv sa
2499 . 4 = 2501 Kako je na krugu i broj djeljiv sa 3, to je proizvod djeljiv sa 25°1 - 3. Dakle, N = 2301 - 3,

Sema bodovanja:

e Konstrukcija koja dokazuje da je N < 251 - 3 -2 boda (moze biti i vise konstrukcija, pa da ucenik
gleda najvedi zajednicki djelilac proizvoda brojeva u tim konstrukcijama; Takoder, ukoliko uc¢enik
nema gornju konstrukciju, ali ima konstrukciju koja moZe biti korisna, npr. koja daje odgovarajudi
broj dvica, mozZe dobiti 1 od ova 2 boda)

e Dokazdaje N = 2°°1 -3 nosi 7 bodova, i to:

o Dokaz da na krugu mora biti bar 500 parnih brojeva — 2 boda (ukoliko ué¢enik samo dokaze
da ne mogu biti dva susjedna neparna broja na krugu, dobija 1 od ova 2 boda)

o Dokaz da na krugu postoje dva susjedna parna broja te da je bar jedan od njih djeljiv sa 4
—2boda
Dokaz da na krugu postoji broj djeljiv sa 3 — 3 boda
Zaklju¢ak daje N > 25°1 -3 -1 bod



Zadatak 4. Na pravoj p su date dvije razli¢ite tacke M i N. KruZnice k4, k,, k3, k4 sa centrima 04, 0,, 03,0,
redom, dodiruju pravu p tako da se k; i k, dodiruju izvana u M, a k5 i k, se dodirujuizvana u N, te su k; i
k5 sa iste strane prave p (a k, i k4 sa druge strane prave p). Ako postoji kruznica k takva da sve kruznice
kq,ky, k3, ks dodiruju kruznicu k iznutra, dokazati da se prave 0,05, 0,0, i p sijeku u jednoj tacki ili su
paralelne.

Rjesenje 1:
Primijetimo najprije da je dovoljno dokazat‘i:—1 = :—2 Naime, ako su prethodni odnosi jednaki 1, prave 0,03
3 4
i 0,0, su paralelne sa p. Ako su ovi odnosi manji od 1, te ako 0,05 sije¢e p u G, a 0,0, sijee p u G’, tada
T G¢'M

o . N . .. .GM
suiGiG' saiste strane tatke M u odnosu na N te iz Talesove teoreme vrijedi N R L TN odnosno
3 4

N1 - g G,M = IVI,—N, odakle je GN = G'N, tj. G = G'. Sli¢no vrijedi i ako je gornji odnos veéi od

GN GN G'N  G'N

1.

Dakle, dovoljno je dokazati da je:—1 = :—3 Dokazat éemo da je ovaj odnos fiksan pod uslovom da je kruZnica
2 4

k fiksna i da je prava p fiksna (ako fiksiramo k i p, onda su za svaku tacku M koja je na pravoj p, a unutar
kruZnice k jedinstveno odredeni k; i k).

Neka k4 i k, dodiruju k u D i E, redom. Primijetimo da homotetija sa centrom u D koja slika k4 u k slika
pravu p u njoj paralelnu pravu koja je tangenta kruZnice k. Ta tangenta prolazi kroz sredinu A luka UV (onu
sredinu luka koja je sa iste strane p kao i k,). Dakle, tacke D, M, A su kolinearne. Sli¢no, ako je B sredina
drugog luka UV (onog koji je sa suprotne strane p u odnosu na k,), tacke E, M, B su kolinearne. Jasno je
da je AB precnik kruZnice k te da je AB okomito na p. Neka se AE i BD sijeku u C. Kako je ZADB =
2AEB =90°toje M = AD N BE ortocentar trougla ABC. Dakle, CM je okomito na AB,pa C € p.

Sada ¢emo na dva nacina dokazati da je:—1 = %, gdje je F = p N AB. Potpuno analogno se dokaZze da je i
2

5= E, odakle slijedi tvrdnja zadatka.
T4 AF




I nacin:
Neka prava 0,0, sijee AC i BC u tatkama P i Q, redom. Kako je ZMDQ = £ADB =90°to Q € k, i MQ
je prec¢nik k4 (do istog zaklju¢ka smo mogli doc¢i zakljuc¢uudéi da je zbog MQ||AB tacka Q ustvari slika od B

oM BF
. - . 2 M _ we
pri homotetiji sa centrom u D koja slika k u k). Analogno, P € k,. Sada je :—1 = zﬂ = 1?4—[, =M = LF =
2 T2 Ve F
BF
AF’

Napomena: Vrlo slicno ovom nacinu, moZe se zakljuciti da se simetrale duzi MD i ME sijeku na p (to je
ustvari sredina MC). Ove simetrale prolaze kroz O, i O, te polove BM i AM, pa se sli¢no kao ranije dokaze

BF S . .. y . .
:—1:; (ovaj nacin je ustvari isti kao i gornji nakon Sto se primijeni homotetija sa centrom u M i
2

koeficijentom %).

Il nacin:

Primijetimo da je % = % (R je poluprecnik kruznice k), jer je to ustvari koeficijent homotetije u D koja

slika k; u k. Sliéno je 2 = 22 pa koriste¢i AD - BC = 2P, = BE - AC dobijamo 2t = 22158 _ DMBC
R EB 1) EM-DA EM-AC

Pcup _ CM-BF _ BF
Pcam  CM-AF  AF’

Sema bodovanja:

e Zakljucak da je dovoljno dokazati :—1 = :—3— 1 bod
2 4

e Uvodenje taCaka A i B te dokaz kolinearnostiA— M —DiB — M — E —2 boda

e Zaklju¢ak da se BD i AE sijeku na p — 2 boda

e Dokaz da je:—; = %— 4 boda

e Zakljucak da analogno vrijedi :—z = % i da je zbog toga dokaz gotov — 1 bod (ovaj bod uéenik moze
i ranije osvojiti ako kaze da je dovoljno dokazati da odnos & zavisi samo od prave p i kruZnice k,

2
ali ne i od odabira tacke M)



Rjesenje 2 (Ervin Maci¢, ¢lan komisije,
rjeSenje koristi Monge teoremu)

Neka kruznica k; dodiruje kruznicu k u
tacki A;, i = 1,2,3,4. Dokazimo da se
prave A1 Az, 0103, MN sijeku u jednoj tacki
(analogno je i za prave ApA4, 0,04, MN).
Zatim ¢emo dokazati da se

A1A3,MN,A,A, takoder sijeku, odakle
jasno slijedi da se i 0,03,MN, 0,0,
takoder sijeku u jednoj tacki, $to je trebalo
dokazati.

Posmatrajmo kruznice Kk, k3, k koje su
kruznice sa centrima 0y, 03,0 redom gdje

je O centar kruznice k. Prema Monge

teoremu, vrijedi da vanjski centri
homotetije (eksimilicentri) kruZnica po parovima (kq,k3), (k1 k), (k3, k), odnosno tatke S = 0,03 N
MN, Ay, A3 redom leze na istoj pravoj. Ovim smo dokazali da da se prave AyA3z, 0103, MN sijeku u jednoj
tacki.

Posmatrajmo cetverougao A1 A3NM. Jasno je da zbog homotetije koja slika k1 u k3 iz tacke S vrijedi ZSMA; =

£SNBj3 gdje je B3 presjek prave SA3 sa k3. Iz teoreme o uglu izmedu tangente i tetive (T'T) vrijedi ZSNB5
¢£SA3N, odakle slijedi da je ovaj Cetverougao tetivan. Analogno dobijamo da je AyA4NM tetivan. Primijetimo
da su sada pravci A1 Az, MN, A, A, radikalne osi kruznica A1 A3NM, A, A,NM, A1 A, Az A, odakle slijedi da se

sijeku u jednoj tacki.

Kombiniranjem prvog i drugog tvrdenja jasno je da se i 0,03, MN, 0,0, sijeku u jednoj tacki.



Rjesenje 3 (dovrseno rjeSenje ucenice Naide Gavranovic)
C v ey, . .. . T T , . ., e
I u ovom rjesenju ¢emo dokazati da vrijedi r—l = T—3 Prvo ¢emo dokazati lemu koju ¢emo koristiti u dokazu (ova
2 4
lema je prili¢no poznata):

Lema: U tangentnom cetverouglu ABCD, upisane kruznice trouglova AABC i AACD se dodiruju.

Dokaz:

Neka su Gy, F; i E; tacke dodira upisane
kruznice AABC sa stranicama AC,BC i AB,
redom. Sli¢no, neka su G, F, i E, tacke dodira
upisane kruznice AACD sa stranicama AC, CD
i AD, redom.

Neka jC DE2 = DFZ = tz, CFZ = CGZ =
l,,AG, = AE, = h,, AE, = AG, =
h’l’BEl = BFl = tlJCGl = CF]_ = ll'

Zbog cinjenice da je Ccetverougao ABCD
tangentan vrijedi da su mu sume naspramnih
stranica jednake, tj. AD + BC = AB + CD iz
Cega zakljuCujemo da je t; +hy +t, + 1, =
ti+hy+t,+ 1

3h1+12:h2+l1 :>h1_h2:ll_l2.

Medutim, kako je l; + hy = AC = l; + h,, zaklju¢ujemo (sabiranjem npr.) da vtijedi { = I, i hy = hy, pa
smo time dokazali da je AG; = AG, i CG; = CG;, $to je ekvivalentno s tvrdnjom da upisne kruznice trouglova
AABC i AACD dodiruju duz AC u istoj tacki, pa se i same dodiruju.

Komentar: Poznato je da je AG; = %,AGZ = w, pa se koristenjem AD + BC = AB + CD

dobija AG; = AG,, odakle slijedi tvrdnja.

Neka su tacke dodira kruznice k sa kruznicama ky, ky, k3 i ks redom tacke A, Ay, A3 i Ay. Za dvije kruznice
koje se dodiruju, njihova radikalna osa jeste njihova zajednicka tangenta u tacki dodira. Iz ovoga znamo da je VN
radikalna os za kruznice kq i k,, te za kruznice k3 i k4. Sada ¢emo uvesti tangente na kruznicu k u tackama
Aq, Az, Az T Ay Ove tangente Ce biti radikalne osi kruznice k sa kruznicama ky, k, k3 i k4 redom. Kako se za
svake tri kruznice njihove radikalne osi sijeku u jednoj tacki koja je radikalni centar za te tri kruznice, to se tangente
na kruznicu k u taCkama A; i A; sijeku na MN i ovu tacku moZemo oznaciti sa T;. Analogno oznaCimo T, za
tangente na kruznicu k u tatkama A3 i A4. Ako uvedemo i T{A; N T,A3 = S11T1A; N T, A4 = S, dobijemo

tangentni Cetverougao T15; T, S, kojem je upisana kruznica k.

Posto su Ty M i T A; tangente na kruznicu kq, pa onda vrijedi da je T; O simetrala ugla ZMT; A;. Analogno
dobijemo da je T, O3 simetrala ugla ZNT, A3, T; 0, simetrala ugla ZMT, A, i T, 0,4 simetrala ugla ZNT,A,. Ako
uvedemo presjek T1 01 N T, 03 = I; dobijemo centar upisane kruznice za trougao AT} S T, te ako uvedemo

presjek T; 0, N T, 0, = I, dobijemo centar upisane kruznice za trougao AT S, T.

Zbog dokazane leme upisane kruznice AT; S; T, i ATy S, T, dodiruju MN u istoj tacki koju ¢emo oznaitisa D.

0e



Sadasary, 73,73, T4, R1i Ry redom oznaCimo poluprecnike kruznica ky, ky, k3 i k4 , te poluprecnike upisanih
kruznica za trouglove AT, S, T, i AT} S, T;.

S

2

Iz Cinjenice da Oq lezina I T, te da su D i M dodiri tangente iz Ty na kq, zaklju€ujemo da su trouglovi AT 11 D i

v N T TiM
AT, 01 M homoteti¢ni. Zbog homotetije vrijedit ¢e odnos R—1 = Tl—D .(®)
1 1

Na sli¢an nacin zakljucit ¢emo da su homotetni sljede¢i parovi trouglova: AT, 11D i AT,03N, AT, I,D i
AT10,M, te AT,1,D i AT, 04N . 1z ovih homotetija vrijedit Ce sljede¢i odnosi: R L (%), L LM (F*x) i
Ry TD R, TiD

T_4_T2N

P TZ_D (Fxxx)

e qs . . .. .71 _ TiM-T,D
Dijeljenjem (*) i (**) dobijamo da vrijedi DTN
Dijeljenjem (***) i (xx*x) dobijamo da Vrijedi:—2 - 77:11;1 -77:25_.

4 1712

N . o T . . o
Iz prethodne dvije relacije zaklju€ujemo da je r—1=r—2, pa moZemo zavrsiti kao u prethodnim rjesenjima.
3 "4



Rjesenje 4 (rjeSenje ucenika Haruna Alibegoviéa, rjeSenje koristi inverziju i Paskalovu teoremu):

Neka je T;, i € {1,2,3,4} presjek kruznice k; sa k. Sa A, B oznacavamo presjeke p i k, a V je sredina luka
AT; B, dok je U sredina luka AT,B. Sa 'Y ozna¢imo presjek pravih AB i UV.

Homotetijom sa centrom u T; koja 3alje k; u k, M se slika u dodir tangente na k paralelne s AB i kruZnice
k, $to je zapravo tacka U. Zbog toga su U, M, T; kolinearne. Analogno dobijamodasu U,N, T5; V,M, T, i
V,N, T, kolinearne.

Primjenom Paskalove teoreme na tetivni Sestougao T, T,VT,T;U dobijamo da se prave T; T, i T, T; sijeku
na pravoj MN. Nazovimo tu tacku X.

Kako je UV prec¢nik k, i UV L ABto je £ MT,U = £ MYU = 90° pa je Cetverougao MT,YU tetivan.
Primjetimo £XT,T, = 2T T,T, = £T;UT, = £T, UM = £T,YM = 180 — 2XYT,(pri cemu jednakosti
dobijamo iz tetivnog MT,YU i T,UT,T;) pa je etverougao T,T,XY tetivan. Analogno je i T; T3 XY tetivan.
No, primjenjujuéi obrnutu inverziju s centrom u X i pre¢nikom VXA * XB znamo dase T, slikau T3, a T,
u T;, zbog potencije tacke X na k. Samim tim se kruznica T, T, XY slika u pravu T; T3, a analogno kruznica
T T3XY upravu T, T,. Slika Y je presjek ove dvije prave, ali on mora leZati na slici MN, $to je sama prava
MN.

Neka je to tacka S. Sada primjenjujuci inverziju u S s pre¢nikom VSA * SB, T, se slika u T3 zbog potencije
S na K. Posto se A slika u B, M se slika u tacku izmedu A i B, pa se k; slika u kruznicu koja dodiruje pravu
AB iiznutra dodiruje k u tacki T; Sto mora biti kruznica k.

No poznato je da su centri inverznih kruZnica kolinearni s centrom inverzije, pa 0,0, prolazi kroz S.
Analogno 0,0, prolazi kroz S, pa je tvrdnja zadatka dokazana.



Zadatak 5. Neka je p prost broj i neka je S = {1,2,3,...,p — 1}. Odrediti broj podskupova skupa S ¢&iji je
zbir elemenata djeljiv sa p.

Rjesenje 1:
Skup nazivamo dobrim ukoliko je suma njegovih elemenata djeljiva s p. Takoder, sa s(X) oznacavamo
sumu elemenata skupa X.
Definidimo skup T = S U {p}. Primijetimo da za svaki dobar podskup A skupa S imamo dva dobra
podskupa skupa T —to su A i A U {p}. I1zbrojat ¢emo broj dobrih podskupova skupa T, a broj dobrih
podskupova skupa S ¢e biti jednak njegovoj polovini.
Za dva podskupa A i B skupa T kazemo da su prijatelji ako imaju istu kardinalnost, te ako njihove
elemente mozemo oznalitisa A = {ay,a,, ...,ax} i B = {by, b, ..., by} tako da postoji brojm €
{1,2,...,p — 1} takavdazasvei = 1,2, ..., k vrijedi b; = a; + m (mod p).
Neka je Ay = {ay, ay, ..., ay } proizvoljan podskup skupa T. Svi njegovi prijatelji su A; = {a + t|la € A} za
t=1,2,..,p— 1, pri ¢emu podrazumijevamo da se sabiranje vrsi po modulu p. Dakle, svaki podskup
ima tac¢no p — 1 prijatelja. Takoder, iz definicije prijateljstva slijedi da, ako dva skupa 4, B € T imaju
zajednickog prijatelja C, tada su i A i B prijatelji. To znaci da podskupove skupa T, ne racunajuéi @i T,
mozemo podijeliti na disjunktne klase od po p podskupova koji su medusobno prijatelji.
Ako k & {0, p}, skupovi Ay, Ay, A, ..., A1 Su po parovima razli¢iti, te vrijedi s(4;) = s(4p) +t -
k (mod p). Imamo

s(4) = s(4;) (mod p) &

s(Ap) +i-k=s(Ay) +j -k (modp) &

(i—Jj) -k =0(modp),
akakoje 0 <i,j < p — 1, posljednja relacija moZze vrijediti ako i samo ako je i = j. Dakle, brojevi
s(Ap),s(Ay), ... S(Ap_l) Cine potpun sistem ostataka po modulu p. To znadi da je tacno jedan od
skupova Ay, 41, e Ap_q dobar.
Iz predhodnog zakljuc¢ujemo da sve podskupove skupa T, osim @ i T, mozemo podijeliti na disjunktne
klase od po p podskupova tako da je u svakoj klasi tacno jedan podskup dobar. Zato je broj nepraznih
dobrih podskupova osim T jednak szT-z, pa je broj nepraznih dobrih podskupova skupa S (osim S) jednak

2P~1-1 - . . . . 2Pl
. Kako je i skup S dobar, trazeni broj podskupova skupa S je

polovini ovog broja, tj. + 1.
Sema bodovanja:
e Svodenje problema na prebrojavanje dobrih podskupova skupa T = S U {p}: 1 bod
e Posmatranje relacije prijateljstva iz rjesenja: 2 boda
e Dokaz da podskupove od T moZemo podijeliti na klase od p elemenata, pri ¢emu je u svakoj klasi
tacno jedan element dobar: 6 bodova
e Privodenje dokaza kraju: 1 bod



Rjesenje 2 (metod generatorskih funkcija):

Dobar skup definiSemo kao u rjesenju I.

Posmatrajmo polinom f(x) = (1 + x)(1 + x?)(1 + x3) ... (1 + xP~1). Neka je on u izmnoZenom obliku
jednak

p(p-1)
f(X) =co+c1x+ cx? 4+ cpp-nx 2
2

Prilikom mnozenja njegovih faktora ¢lan x* dobijamo kad god odaberemo &lanove x7/1, x72, ..., xJt takve
dajej, +j, + -+ j; =k, aiz ostalih zagrada odaberemo 1. To znadi da je koeficijent ¢, jednak broju
nacina da odaberemo razli¢ite brojeve ji, j, ..., j; € S takve da im je suma jednaka k, tj. to je broj
podskupova skupa S Cija je suma jednaka k. Zakljucujemo, broj dobrih podskupova skupa S je jednak
N=cp+cy+ -+ Cpo-v.

2
Neka je w primitivni korijen jedinice reda p. Kako je p prost broj, to su w?, w3, ... wP~! takoder primitivni

. . . pj— . .
korijeni jedinice reda p. Imamo 1 + w/ 4+ w?/ + -+ @~ VJ = (‘;—_11 =0akoptj,al+w +w? +

-+ w® D = pakop | j. Zbog toga posmatrajmo sumu 4 = f(1) + f(w) + f(w?) + -+ f(wP™D)
(jer ¢e tako nestati svi c; za koje p t i). Imam
p(pz—l)

A= Z ¢i(1+w/ + 0¥ + -+ 0® D)) =p-<co +cp + Cop +--~+CM> =p-(co+N)
— 2
] =p-(1+N),
ToznaCidajeN = %— 1.
Posmatrajmo polinom g(x) = (x — 1)? — 1. Posto je p prost broj, za proizvoljno j € {1,2,...,p — 1}
vrijedi da brojevi w®, w/, 0%, ..., w®~J &ine skup svih korijena jedinice reda p. Zato brojevi 1 + w°, 1 +
wl, .1+ ®DJ predstavljaju p razli¢itih nula polinoma g. Kako je on stepena p, to su sve njegove
nule. Uzimajudi u obzir da je stepen polinoma g neparan, iz Vieteovih formula dobijamo da je proizvod
njegovih nula jednak —g(0) (jer je vodeci koeficijent jednak 1), odnosno vrijedi
A+0)(1+0)..(1+0PV)=2s
1+0)1+0¥).(1+0®PV)=1e
Fw)) =1.

—-1_
Kako je f(1) =271, tojeA=2P"1 +p—1,pajeN =%(2p‘1+p— 1n=2"1

p

+ 1.



IV RAZRED
Zadatak 1. Neka je a # 1 pozitivan realan broj. Funkcije f, g, hq, hy, h3, ... definisane su sa

1 —1 2
f=a®, g == M =g(f@), () = by (s ()

pri ¢emu posljednja relacija vrijedi za sve prirodne brojeve n > 2.
c) Ako je a = 10, odrediti zbir cifara broja hy oo (1).
d) Odrediti sve vrijednosti broja a za koje je h,4,4(2024) = 2024.

Rjesenje:
Imamo
1 X
ogszx —logga ogsx —logs2a 3X — 451083 ogsx —logs a 3\g
(o) 2 10Bax ~logy @ _logyx —logga® _10gax 2510834 _ logyx —logaa _10%: (5)
gx) = log; a B logsz a B logz a B log; a ~ logza
=loga(§),
paje
aax
hy(x) = g(f(x)) = log, (7) =log,a™ ' =ax — 1.

DokaZimo matemati¢kom indukcijom po n da vrijedi h,(x) = a"x — (@* ' +a" 2+ -+ a+1).Za

n = 1 tvrdnja vrijedi, Sto predstavlja bazu indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zan — 1, tj. da je

hpoi(x) =a"1x— (@2 +a"3+-+a+1).Imamo

hn(x) = hy(hp—1 (X)) =a-hy1(x) —1=a-(a" x— (@ ?+a" 3+ +a+1)) -1

=a'x—a- (@ ?+a" 3+ +a+1l)-1=a"x— (@ 1+a"?+--+a+1),

pa tvrdnja vrijedi i za n. Na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo da tvrdnja vrijedi za sve

prirodne brojeve n.

Iz formule za zbir geometrijskog niza dobijamo

a -1
h,(x) = a™x — T
a) Akojea =10, tadaje
101000 _ 1
hi000(1) = 101000 _ W =100..00—-111..11,

gdje prvi broj ima 1000 nula, a drugi 1000 jedinica. Posljednji broj je zato jednak 888 ... 889,
gdje ima 999 cifara 8. Zato je njegov zbir cifara jednak 999 - 8 + 9 = 8001.

b) Imamo
h2024(2024) - 2024‘ [—1
2024 _
a?924.2024 — — = 2024
a2024 _q
2024(612024 — 1) — ﬁ =0

1
(@024 — 1) (2024 - ) 0.
a—1
2025

Kako je a # 1, to je a?9%* — 1 = 0, pa mora biti 2024 — ﬁ = 0, odakle dobijamo a = >—=.



Sema bodovanja:
e Zakljucak g(x) = log, (g) 1 bod
o Zakljuéak hy(x) = ax —1:1bod
e Dokaz da vrijedi h,,(x) = a™x — % (ili njemu ekvivalentan): 3 boda
o 3 boda se dodjeljuju i ukoliko je dokaz izveden za konkretnu vrijednost broja a

e Dobijanje tacnog rezultata za dio a): 2 boda
e Dobijanje tacnog rezultata za dio b): 3 boda

o Ukoliko uéenik navede rjeSenje a = %, ali ne dokaze da je jedino, dobija 1 bod.



Zadatak 2. Neka je x realan broj. Za svaki prirodan broj n definisimo t,, = x™ + x~™. Pretpostavimo da je
t, cio broj strogo veci od 2.

c) Dokazatida je t,, cio broj za sve prirodne brojeve n.
d) Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je t,, djeljiv s t;.

Rjesenje:

a)

b)

Po uslovu zadatka t; je cio broj. Imamo
t,=x2+x2=x?2+2+x2-2=(?*+2-x-x1+x)-2=(x+xDH2-2=t?-2,
odakle zaklju€ujemo da je i t, cio broj.
Dokazimo matemati¢kom indukcijom po n da je t,, cio broj. Tvrdnju smo dokazali zan € {1, 2}, $to
predstavlja bazu indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedizan —2in—1,tj.dasut,_,it,_1
cijeli brojevi. Imamo
ty = x4+ x ="+ x4 x (7D oy g2 = (nm2)

=x" 1. (x+x ) +x" D (x4 x71) - (x™ 2 + x_("_z))

=@+ D+ D) - (x24T =t — s
Kako su brojevi ty, t,_, i t,_1 cijeli, to je i t, cio, ¢ime je indukcija zavrSena. Dakle, t,, je cio broj za
sve prirodne brojeve n.

Kako je t, = t? — 2iit; > 2, to t, nije djeljiv s t; (u suprotnom bi vrijedilo t; | 2). Dakle, t; dijeli t;,
anedijelity.lzt, =t - t,_1 — t,_, vidimo da t; dijeli t,, ako i samo ako t; dijeli t,,_,. Kako t; dijeli
t,, to dijeli i t3, pa dijeli i ts, pa dijelii t; itd. Sli¢no, kako t; ne dijeli t,, to ne dijeli ni t4, pa ne dijeli
ni tq itd. Dakle, t; dijeli t,, ako i samo ako je n paran broj.

Sema bodovanja:

e Dokazdat, € Z:1bod
e Dokazdat, € Zzasven € N: 5 bodova, od ¢ega
o 1 bod zaideju dokaza indukcijom
o 3 bodazarelacijut, = t; - t,—1 — t,—3 ili njoj ekvivalentnu
o 1 bod za dovr3avanje induktivnog dokaza
e Dokaz da t; ne dijelit,: 1 bod
e Dokaz da t; dijeli t,, za neparne n, a ne dijeli za parne n: 3 boda
o Za dokaz jedne od ove dvije tvrdnje dodjeljuju se 2 boda



Zadatak 3. Mrav se nalazi u tacki 0. U svakom potezu on bira jedan od Cetiri smjera: sjever, jug, istok ili

zapad, te se pomjera 1 metar u tom smjeru. Nakon 2024 poteza mrav se ponovo nasao u tacki 0. Dokazati

20242
1012

Napomena: 2024. potez ne mora biti prvi put kada se mrav nade u tacki O, bitno je samo da se nakon
2024 poteza nade u toj tacki.

da je broj nacina da to postigne jednak (

Rjesenje 1:

Poteze na sjever i jug nazivamo vertikalnim, a poteze na istok i zapad horizontalnim potezima.

Da bi se mrav nakon 2024 poteza vratio u polaznu tacku, broj poteza na sjever mora biti isti kao broj
poteza na jug, te broj poteza na istok mora biti isti kao broj poteza na zapad. Ovo je i dovoljan uslov, jer
svaki ovakav niz poteza ima ukupni pomak 0.

Iz prethodnog slijedi da su brojevi vertikalnih i horizontalnih poteza parni. Pretpostavimo da je
napravljeno 2i vertikalnih poteza. Tada je napravljeno 2024 — 2i horizontalnih poteza. Broj nacina da
odaberemo koji potezi su vertikalni je (22?4), nakon ¢ega je odredeno da su preostali potezi horizontalni.
Medu 2i vertikalnih poteza mora biti tac¢no i sjevernih i i juznih. Dakle, poredak vertikalnih poteza

mozemo odabrati na (le) nacina. Sli¢no, poredak horizontalnih poteza moZzemo odabrati na 21002142__2ii)
nacina. Zakljuéujemo, ukoliko je napravljeno ta¢no 2i vertikalnih poteza, broj nacina je
(2024) <2i) (2024 — Zi)
2i i 1012 —i/°
Kako vertikalnih poteza moze biti 0,2 - 1,2 - 2,...,2 - 1012, ukupan broj nacina je
10212 (2024> (2i> (2024 - Zi)
; 2i i 1012 —i /
i=1
Oznacimo ovaj broj sa A. Imamo
1012 1012
Ao Z 2024! 2))! (2024 — 2i)! _ Z 2024!
41 (201 (2024 =201 (D? ((1012-0)1)° & (@012 —i)-it)°
1012 ) 1012 2
_ 2024! (1012hH _ 2024 Z ( 1012! )
L (101212 ((1012 — - i!)z (101212 o i'- (1012 —0)!
1012 2 1012
_ (2024) Z (1012) _ (2024) Z (1012) ( 1012 )
~\1012/ 4 i ~\1012) 4 i 1012 — i/
N 2024

Dokazat éemo da je suma u posljednjem izrazu je jednaka ( , odnosno da ona predstavlja broj nacina

1012
da od 2024 elementa odaberemo njih 1012. Podijelimo 2024 elementa na dva skupa od po 1012

elementa. Ako je iz prvog odabrano i elemenata, iz drugog je odabrano 1012 — i elemenata. Odabir iz

prvog skupa mozemo izvrsiti na (1oi12) nacina, a odabir iz drugog skupa na (1(1)(1);2_1.) nacina. Kako i moze
uzeti vrijednosti 0,1, 2, ...,1012, i za svaku od ovih vrijednosti dobijamo (10i12) . (1(1)2;2_1.) nacina da

odaberemo 1012 elemenata od ukupno 2024, to je tvrdnja dokazana.

2024—) ) (2024—) — (2024—

2, .. .
1012) " o1z 1o12) Stojeitrebalo dokazati.

Zakljucujemo, A = (
Sema bodovanja:
e  Zaklju¢ak da mrav mora napraviti isti broj poteza na sjeveri jug, te isti broj poteza na zapad i istok:
2 boda



024) . (zlz) . (2024-2i

e IzraZavanje rezultata u obliku Z}S%Z(Zﬁ L0121

) (ili njemu ekvivalentnom): 3 boda

2
e Svodenje rezultata na oblik (igi;) : 2%282(1032) (ili njemu ekvivalentan): 2 boda

y . 2
e Izratunavanje sume %12%(*%*)": 3 boda

Rjesenje 2

Ponudit éemo dva u principu ekvivalentna rjeSenja, od kojih je prvo vjerovatno intuitivnije:

Rjesenje 2.1.

Posmatrajmo dva binarna niza duzine 2024, od kojih oba imaju po 1012 jedinica i 1012 nula. Jasno je da

20242
1012

Ako je u prvom nizu na k. mjestu nula, a u drugom nizu na k. mjestu jedinica, to znaci da u k. potezu idemo
lijevo. Sliéno, 1 + 0 znaci da idemo desno, 0 + 0 da idemo gore, a 1 + 1 da idemo dole. Primijetimo da
ako u prvom i drugom nizu postoji s mjesta na kojima su obje nule, to znaci da je preostalih 1012 — s nula
drugog niza na mjestima gdje su u prvom nizu jedinice, Sto opet znaci da na preostalih s mjesta na kojima
su u prvom nizu jedinice su jedinice i u drugom nizu. Dakle, isti je broj poteza gore i dole. Slicno, postoji po
1012 — s poteza lijevo i desno. Kako je to potreban i dovoljan uslov da bi se na kraju zavrsilo u
koordinatnom pocetku, zaklju¢ujemo da postoji bijekcija izmedu parova nizova i puteva u kojima ¢e zavrsiti

20242
1012

je broj nacina da odaberemo ova dva niza jednak (

u koordinatnom pocetku, pa je broj tih puteva jednak (

Rjesenje 2.2.

Uvedimo koordinatni sistem: mrav pocinje u koordinatnom pocetku (0, 0), te u jednom potezu iz tacke
(x,y) moze doci u bilo koju od taaka (x + 1,y), (x — 1,y), (x,y + 1), (x,y — 1). Pridruzimo svakoj tacki
(x,y) tacku (u, v) takvu da je (u,v) = (x —y,x + y). Vrijedi x = uTW iy = ?, pa je svakoj tacki (u, v)
pridruzena ta¢no jedna tacka (x, y) i obratno. Potez (x, y) — (x,y + 1) (tj. potez na sjever) je ekvivalentan
potezu (u,v) =» (u — 1,v + 1); potez (x,y) — (x,y — 1) je ekvivalentan (u,v) = (u + 1,v — 1); potez
(x,y) » (x+1,y) je ekvivalentan (u,v) » (u+ 1,v+ 1); potez (x,y) = (x —1,y) je ekvivalentan
(w,v) > (u—1,v-1).

Komentar: Ovo je kao da originalni koordinatni sistem zarotiramo za 45° (i dodatno “zumiramo” /2 puta).

Dakle, u (u,v)- koordinatama svaki potez podrazumijeva promjenu obje koordinate za 1. Takoder,
promjene u-koordinate su neovisne od promjena v-koordinate, $to znaci da svaki niz od 2024 promjene
u-koordinate i niz od 2024 promjene v-koordinate zajedno daju validan niz od 2024 poteza. Da bi se mrav
vratio u (0, 0), potreban i dovoljan uslov je da se i u- i v-koordinata poveca ta¢no 1012 puta i smanji ta¢no
1012 puta. Ovo moZemo postiéi na (2024

1012
2024
1012

) nacina za u-koordinatu i isto toliko za v-koordinatu, Sto znaci

2
da je ukupan broj nacina jednak ( , Sto je i trebalo dokazati.



Zadatak 4. Na pravoj p su date dvije razli¢ite tacke M i N. KruZnice k4, k,, k3, k4 sa centrima 04, 0,, 03,0,
redom, dodiruju pravu p tako da se k; i k, dodiruju izvana u M, a k5 i k, se dodirujuizvana u N, te su k; i
k5 sa iste strane prave p (a k, i k4 sa druge strane prave p). Ako postoji kruznica k takva da sve kruznice
kq,ky, k3, ks dodiruju kruznicu k iznutra, dokazati da se prave 0,05, 0,0, i p sijeku u jednoj tacki ili su
paralelne.

Rjesenje 1:
Primijetimo najprije da je dovoljno dokazat‘i:—1 = :—2 Naime, ako su prethodni odnosi jednaki 1, prave 0,03
3 4
i 0,0, su paralelne sa p. Ako su ovi odnosi manji od 1, te ako 0,05 sije¢e p u G, a 0,0, sijee p u G’, tada
T G¢'M

o . N . .. .GM
suiGiG' saiste strane tatke M u odnosu na N te iz Talesove teoreme vrijedi N R L TN odnosno
3 4

N1 - g G,M = IVI,—N, odakle je GN = G'N, tj. G = G'. Sli¢no vrijedi i ako je gornji odnos veéi od

GN GN G'N  G'N

1.

Dakle, dovoljno je dokazati da je:—1 = :—3 Dokazat éemo da je ovaj odnos fiksan pod uslovom da je kruZnica
2 4

k fiksna i da je prava p fiksna (ako fiksiramo k i p, onda su za svaku tacku M koja je na pravoj p, a unutar
kruZnice k jedinstveno odredeni k; i k).

Neka k4 i k, dodiruju k u D i E, redom. Primijetimo da homotetija sa centrom u D koja slika k4 u k slika
pravu p u njoj paralelnu pravu koja je tangenta kruZnice k. Ta tangenta prolazi kroz sredinu A luka UV (onu
sredinu luka koja je sa iste strane p kao i k,). Dakle, tacke D, M, A su kolinearne. Sli¢no, ako je B sredina
drugog luka UV (onog koji je sa suprotne strane p u odnosu na k,), tacke E, M, B su kolinearne. Jasno je
da je AB precnik kruZnice k te da je AB okomito na p. Neka se AE i BD sijeku u C. Kako je ZADB =
2AEB =90°toje M = AD N BE ortocentar trougla ABC. Dakle, CM je okomito na AB,pa C € p.

Sada ¢emo na dva nacina dokazati da je:—1 = %, gdje je F = p N AB. Potpuno analogno se dokaZze da je i
2

5= E, odakle slijedi tvrdnja zadatka.
T4 AF




I nacin:
Neka prava 0,0, sijee AC i BC u tatkama P i Q, redom. Kako je ZMDQ = £ADB =90°to Q € k, i MQ
je prec¢nik k4 (do istog zaklju¢ka smo mogli doc¢i zakljuc¢uudéi da je zbog MQ||AB tacka Q ustvari slika od B

oM BF
. - . 2 M _ we
pri homotetiji sa centrom u D koja slika k u k). Analogno, P € k,. Sada je :—1 = zﬂ = 1?4—[, =M = LF =
2 T2 Ve F
BF
AF’

Napomena: Vrlo slicno ovom nacinu, moZe se zakljuciti da se simetrale duzi MD i ME sijeku na p (to je
ustvari sredina MC). Ove simetrale prolaze kroz O, i O, te polove BM i AM, pa se sli¢no kao ranije dokaze

BF S . .. y . .
:—1:; (ovaj nacin je ustvari isti kao i gornji nakon Sto se primijeni homotetija sa centrom u M i
2

koeficijentom %).

Il nacin:

Primijetimo da je % = % (R je poluprecnik kruznice k), jer je to ustvari koeficijent homotetije u D koja

slika k; u k. Sliéno je 2 = 22 pa koriste¢i AD - BC = 2P, = BE - AC dobijamo 2t = 22158 _ DMBC
R EB 1) EM-DA EM-AC

Pcup _ CM-BF _ BF
Pcam  CM-AF  AF’

Sema bodovanja:

e Zakljucak da je dovoljno dokazati :—1 = :—3— 1 bod
2 4

e Uvodenje taCaka A i B te dokaz kolinearnostiA— M —DiB — M — E —2 boda

e Zaklju¢ak da se BD i AE sijeku na p — 2 boda

e Dokaz da je:—; = %— 4 boda

e Zakljucak da analogno vrijedi :—z = % i da je zbog toga dokaz gotov — 1 bod (ovaj bod uéenik moze
i ranije osvojiti ako kaze da je dovoljno dokazati da odnos & zavisi samo od prave p i kruZnice k,

2
ali ne i od odabira tacke M)



Rjesenje 2 (Ervin Maci¢, ¢lan komisije,
rjeSenje koristi Monge teoremu)

Neka kruznica k; dodiruje kruznicu k u
tacki A;, i = 1,2,3,4. Dokazimo da se
prave A1 Az, 0103, MN sijeku u jednoj tacki
(analogno je i za prave ApA4, 0,04, MN).
Zatim ¢emo dokazati da se

A1A3,MN,A,A, takoder sijeku, odakle
jasno slijedi da se i 0,03,MN, 0,0,
takoder sijeku u jednoj tacki, $to je trebalo
dokazati.

Posmatrajmo kruznice Kk, k3, k koje su
kruznice sa centrima 0y, 03,0 redom gdje

je O centar kruznice k. Prema Monge

teoremu, vrijedi da vanjski centri
homotetije (eksimilicentri) kruZnica po parovima (kq,k3), (k1 k), (k3, k), odnosno tatke S = 0,03 N
MN, Ay, A3 redom leze na istoj pravoj. Ovim smo dokazali da da se prave AyA3z, 0103, MN sijeku u jednoj
tacki.

Posmatrajmo cetverougao A1 A3NM. Jasno je da zbog homotetije koja slika k1 u k3 iz tacke S vrijedi ZSMA; =

£SNBj3 gdje je B3 presjek prave SA3 sa k3. Iz teoreme o uglu izmedu tangente i tetive (T'T) vrijedi ZSNB5
¢£SA3N, odakle slijedi da je ovaj Cetverougao tetivan. Analogno dobijamo da je AyA4NM tetivan. Primijetimo
da su sada pravci A1 Az, MN, A, A, radikalne osi kruznica A1 A3NM, A, A,NM, A1 A, Az A, odakle slijedi da se

sijeku u jednoj tacki.

Kombiniranjem prvog i drugog tvrdenja jasno je da se i 0,03, MN, 0,0, sijeku u jednoj tacki.



Rjesenje 3 (dovrseno rjeSenje ucenice Naide Gavranovic)
C v ey, . .. . T T , . ., e
I u ovom rjesenju ¢emo dokazati da vrijedi r—l = T—3 Prvo ¢emo dokazati lemu koju ¢emo koristiti u dokazu (ova
2 4
lema je prili¢no poznata):

Lema: U tangentnom cetverouglu ABCD, upisane kruznice trouglova AABC i AACD se dodiruju.

Dokaz:

Neka su Gy, F; i E; tacke dodira upisane
kruznice AABC sa stranicama AC,BC i AB,
redom. Sli¢no, neka su G, F, i E, tacke dodira
upisane kruznice AACD sa stranicama AC, CD
i AD, redom.

Neka jC DE2 = DFZ = tz, CFZ = CGZ =
l,,AG, = AE, = h,, AE, = AG, =
h’l’BEl = BFl = tlJCGl = CF]_ = ll'

Zbog cinjenice da je Ccetverougao ABCD
tangentan vrijedi da su mu sume naspramnih
stranica jednake, tj. AD + BC = AB + CD iz
Cega zakljuCujemo da je t; +hy +t, + 1, =
ti+hy+t,+ 1

3h1+12:h2+l1 :>h1_h2:ll_l2.

Medutim, kako je l; + hy = AC = l; + h,, zaklju¢ujemo (sabiranjem npr.) da vtijedi { = I, i hy = hy, pa
smo time dokazali da je AG; = AG, i CG; = CG;, $to je ekvivalentno s tvrdnjom da upisne kruznice trouglova
AABC i AACD dodiruju duz AC u istoj tacki, pa se i same dodiruju.

Komentar: Poznato je da je AG; = %,AGZ = w, pa se koristenjem AD + BC = AB + CD

dobija AG; = AG,, odakle slijedi tvrdnja.

Neka su tacke dodira kruznice k sa kruznicama ky, ky, k3 i ks redom tacke A, Ay, A3 i Ay. Za dvije kruznice
koje se dodiruju, njihova radikalna osa jeste njihova zajednicka tangenta u tacki dodira. Iz ovoga znamo da je VN
radikalna os za kruznice kq i k,, te za kruznice k3 i k4. Sada ¢emo uvesti tangente na kruznicu k u tackama
Aq, Az, Az T Ay Ove tangente Ce biti radikalne osi kruznice k sa kruznicama ky, k, k3 i k4 redom. Kako se za
svake tri kruznice njihove radikalne osi sijeku u jednoj tacki koja je radikalni centar za te tri kruznice, to se tangente
na kruznicu k u taCkama A; i A; sijeku na MN i ovu tacku moZemo oznaciti sa T;. Analogno oznaCimo T, za
tangente na kruznicu k u tatkama A3 i A4. Ako uvedemo i T{A; N T,A3 = S11T1A; N T, A4 = S, dobijemo

tangentni Cetverougao T15; T, S, kojem je upisana kruznica k.

Posto su Ty M i T A; tangente na kruznicu kq, pa onda vrijedi da je T; O simetrala ugla ZMT; A;. Analogno
dobijemo da je T, O3 simetrala ugla ZNT, A3, T; 0, simetrala ugla ZMT, A, i T, 0,4 simetrala ugla ZNT,A,. Ako
uvedemo presjek T1 01 N T, 03 = I; dobijemo centar upisane kruznice za trougao AT} S T, te ako uvedemo

presjek T; 0, N T, 0, = I, dobijemo centar upisane kruznice za trougao AT S, T.

Zbog dokazane leme upisane kruznice AT; S; T, i ATy S, T, dodiruju MN u istoj tacki koju ¢emo oznaitisa D.

0e



Sadasary, 73,73, T4, R1i Ry redom oznaCimo poluprecnike kruznica ky, ky, k3 i k4 , te poluprecnike upisanih
kruznica za trouglove AT, S, T, i AT} S, T;.

S

2

Iz Cinjenice da Oq lezina I T, te da su D i M dodiri tangente iz Ty na kq, zaklju€ujemo da su trouglovi AT 11 D i

v N T TiM
AT, 01 M homoteti¢ni. Zbog homotetije vrijedit ¢e odnos R—1 = Tl—D .(®)
1 1

Na sli¢an nacin zakljucit ¢emo da su homotetni sljede¢i parovi trouglova: AT, 11D i AT,03N, AT, I,D i
AT10,M, te AT,1,D i AT, 04N . 1z ovih homotetija vrijedit Ce sljede¢i odnosi: R L (%), L LM (F*x) i
Ry TD R, TiD

T_4_T2N

P TZ_D (Fxxx)

e qs . . .. .71 _ TiM-T,D
Dijeljenjem (*) i (**) dobijamo da vrijedi DTN
Dijeljenjem (***) i (xx*x) dobijamo da Vrijedi:—2 - 77:11;1 -77:25_.

4 1712

N . o T . . o
Iz prethodne dvije relacije zaklju€ujemo da je r—1=r—2, pa moZemo zavrsiti kao u prethodnim rjesenjima.
3 "4



Rjesenje 4 (rjeSenje ucenika Haruna Alibegoviéa, rjeSenje koristi inverziju i Paskalovu teoremu):

Neka je T;, i € {1,2,3,4} presjek kruznice k; sa k. Sa A, B oznacavamo presjeke p i k, a V je sredina luka
AT; B, dok je U sredina luka AT,B. Sa 'Y ozna¢imo presjek pravih AB i UV.

Homotetijom sa centrom u T; koja 3alje k; u k, M se slika u dodir tangente na k paralelne s AB i kruZnice
k, $to je zapravo tacka U. Zbog toga su U, M, T; kolinearne. Analogno dobijamodasu U,N, T5; V,M, T, i
V,N, T, kolinearne.

Primjenom Paskalove teoreme na tetivni Sestougao T, T,VT,T;U dobijamo da se prave T; T, i T, T; sijeku
na pravoj MN. Nazovimo tu tacku X.

Kako je UV prec¢nik k, i UV L ABto je £ MT,U = £ MYU = 90° pa je Cetverougao MT,YU tetivan.
Primjetimo £XT,T, = 2T T,T, = £T;UT, = £T, UM = £T,YM = 180 — 2XYT,(pri cemu jednakosti
dobijamo iz tetivnog MT,YU i T,UT,T;) pa je etverougao T,T,XY tetivan. Analogno je i T; T3 XY tetivan.
No, primjenjujuéi obrnutu inverziju s centrom u X i pre¢nikom VXA * XB znamo dase T, slikau T3, a T,
u T;, zbog potencije tacke X na k. Samim tim se kruznica T, T, XY slika u pravu T; T3, a analogno kruznica
T T3XY upravu T, T,. Slika Y je presjek ove dvije prave, ali on mora leZati na slici MN, $to je sama prava
MN.

Neka je to tacka S. Sada primjenjujuci inverziju u S s pre¢nikom VSA * SB, T, se slika u T3 zbog potencije
S na K. Posto se A slika u B, M se slika u tacku izmedu A i B, pa se k; slika u kruznicu koja dodiruje pravu
AB iiznutra dodiruje k u tacki T; Sto mora biti kruznica k.

No poznato je da su centri inverznih kruZnica kolinearni s centrom inverzije, pa 0,0, prolazi kroz S.
Analogno 0,0, prolazi kroz S, pa je tvrdnja zadatka dokazana.



Zadatak 5. Neka je p prost broj i neka je S = {1,2,3,...,p — 1}. Odrediti broj podskupova skupa S ¢&iji je
zbir elemenata djeljiv sa p.

Rjesenje 1:
Skup nazivamo dobrim ukoliko je suma njegovih elemenata djeljiva s p. Takoder, sa s(X) oznacavamo
sumu elemenata skupa X.
Definidimo skup T = S U {p}. Primijetimo da za svaki dobar podskup A skupa S imamo dva dobra
podskupa skupa T —to su A i A U {p}. I1zbrojat ¢emo broj dobrih podskupova skupa T, a broj dobrih
podskupova skupa S ¢e biti jednak njegovoj polovini.
Za dva podskupa A i B skupa T kazemo da su prijatelji ako imaju istu kardinalnost, te ako njihove
elemente mozemo oznalitisa A = {ay,a,, ...,ax} i B = {by, b, ..., by} tako da postoji brojm €
{1,2,...,p — 1} takavdazasvei = 1,2, ..., k vrijedi b; = a; + m (mod p).
Neka je Ay = {ay, ay, ..., ay } proizvoljan podskup skupa T. Svi njegovi prijatelji su A; = {a + t|la € A} za
t=1,2,..,p— 1, pri ¢emu podrazumijevamo da se sabiranje vrsi po modulu p. Dakle, svaki podskup
ima tac¢no p — 1 prijatelja. Takoder, iz definicije prijateljstva slijedi da, ako dva skupa 4, B € T imaju
zajednickog prijatelja C, tada su i A i B prijatelji. To znaci da podskupove skupa T, ne racunajuéi @i T,
mozemo podijeliti na disjunktne klase od po p podskupova koji su medusobno prijatelji.
Ako k & {0, p}, skupovi Ay, Ay, A, ..., A1 Su po parovima razli¢iti, te vrijedi s(4;) = s(4p) +t -
k (mod p). Imamo

s(4) = s(4;) (mod p) &

s(Ap) +i-k=s(Ay) +j -k (modp) &

(i—Jj) -k =0(modp),
akakoje 0 <i,j < p — 1, posljednja relacija moZze vrijediti ako i samo ako je i = j. Dakle, brojevi
s(Ap),s(Ay), ... S(Ap_l) Cine potpun sistem ostataka po modulu p. To znadi da je tacno jedan od
skupova Ay, 41, e Ap_q dobar.
Iz predhodnog zakljuc¢ujemo da sve podskupove skupa T, osim @ i T, mozemo podijeliti na disjunktne
klase od po p podskupova tako da je u svakoj klasi tacno jedan podskup dobar. Zato je broj nepraznih
dobrih podskupova osim T jednak szT-z, pa je broj nepraznih dobrih podskupova skupa S (osim S) jednak

2P~1-1 - . . . . 2Pl
. Kako je i skup S dobar, trazeni broj podskupova skupa S je

polovini ovog broja, tj. + 1.
Sema bodovanja:
e Svodenje problema na prebrojavanje dobrih podskupova skupa T = S U {p}: 1 bod
e Posmatranje relacije prijateljstva iz rjesenja: 2 boda
e Dokaz da podskupove od T moZemo podijeliti na klase od p elemenata, pri ¢emu je u svakoj klasi
tacno jedan element dobar: 6 bodova
e Privodenje dokaza kraju: 1 bod



Rjesenje 2 (metod generatorskih funkcija):

Dobar skup definiSemo kao u rjesenju I.

Posmatrajmo polinom f(x) = (1 + x)(1 + x?)(1 + x3) ... (1 + xP~1). Neka je on u izmnoZenom obliku
jednak

p(p-1)
f(X) =co+c1x+ cx? 4+ cpp-nx 2
2

Prilikom mnozenja njegovih faktora ¢lan x* dobijamo kad god odaberemo &lanove x7/1, x72, ..., xJt takve
dajej, +j, + -+ j; =k, aiz ostalih zagrada odaberemo 1. To znadi da je koeficijent ¢, jednak broju
nacina da odaberemo razli¢ite brojeve ji, j, ..., j; € S takve da im je suma jednaka k, tj. to je broj
podskupova skupa S Cija je suma jednaka k. Zakljucujemo, broj dobrih podskupova skupa S je jednak
N=cp+cy+ -+ Cpo-v.

2
Neka je w primitivni korijen jedinice reda p. Kako je p prost broj, to su w?, w3, ... wP~! takoder primitivni

. . . pj— . .
korijeni jedinice reda p. Imamo 1 + w/ 4+ w?/ + -+ @~ VJ = (‘;—_11 =0akoptj,al+w +w? +

-+ w® D = pakop | j. Zbog toga posmatrajmo sumu 4 = f(1) + f(w) + f(w?) + -+ f(wP™D)
(jer ¢e tako nestati svi c; za koje p t i). Imam
p(pz—l)

A= Z ¢i(1+w/ + 0¥ + -+ 0® D)) =p-<co +cp + Cop +--~+CM> =p-(co+N)
— 2
] =p-(1+N),
ToznaCidajeN = %— 1.
Posmatrajmo polinom g(x) = (x — 1)? — 1. Posto je p prost broj, za proizvoljno j € {1,2,...,p — 1}
vrijedi da brojevi w®, w/, 0%, ..., w®~J &ine skup svih korijena jedinice reda p. Zato brojevi 1 + w°, 1 +
wl, .1+ ®DJ predstavljaju p razli¢itih nula polinoma g. Kako je on stepena p, to su sve njegove
nule. Uzimajudi u obzir da je stepen polinoma g neparan, iz Vieteovih formula dobijamo da je proizvod
njegovih nula jednak —g(0) (jer je vodeci koeficijent jednak 1), odnosno vrijedi
A+0)(1+0)..(1+0PV)=2s
1+0)1+0¥).(1+0®PV)=1e
Fw)) =1.

—-1_
Kako je f(1) =271, tojeA=2P"1 +p—1,pajeN =%(2p‘1+p— 1n=2"1

p

+ 1.



Rezultati ucenika | razreda

Skola

Rang Ime i prezime Mjesto 21| 72 | 23 | 24 | 25 | Ukupno
1 Adnan Osmic JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
2 Tarik Daci¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 10 |10 | 0 | 10 40
3 Ajla Cuprija JU Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 10 | 10 | 4 2 36
4 Iman Kurtovié JU Mjesovita srednja elektrotehnicka skola Tuzla Tuzla 10| 10 | 10 | 2 2 34
4 Uma Senta JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 10 | 10 | 2 2 34
6 Nermin Mali¢evi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 9 9 |10 2 1 31
7 Amer Mostro JU Gimnazija "Mubhsin Rizvi¢" Kakanj Kakanj 6 10 |10 | O 1 27
8 Emir Tuzlak JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10| 8 6 0 2 26
9 Lana Zepi¢ JU Gimnazija "Mesa Selimovic¢" Tuzla Tuzla 5 10| 0 1 24
10 Anel Salibasi¢ JU Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla Tuzla 9 10 | 3 0 1 23
11 Nermin Kadi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 0 9 10| 0 1 20
11 Ismar Aljuki¢ JU Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla Tuzla 10/ 10 | 0 ol o 20
13 Abdullah Musli¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 9 9 0 0 0 18
14 Hanan Sari¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 7 10 | O 0 0 17
15 Ahmed Cengi¢ JU Gimnazija "Mubhsin Rizvi¢" Breza Breza ol 10| 6 0 0 16
15 Hana Kozica JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 2 10 | 4 0 0 16
17 Delila Bo3njakovic¢ JU Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla Tuzla 41101 0 0 0 14
18 Emin Tulumovi¢ JU Mjesovita srednja elektrotehnicka Skola Tuzla Tuzla 10| 3 0 ol o 13
19 NedZla Demirovi¢ JU Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 2 8 2 0 0 12
19 Emir Korda Gimnazija "Richmond Park College" Sarajevo Novi Travnik 10| 0 2 0 0 12
19 Damir Konjic Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 9 1 0 0 2 12
22 Abdulkerim Kurgas Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 2 8 1 0 0 11
23 Jovana Banjac JU MSS "Bosanski Petrovac" Bosanski Petrovac | 10 | 0 0 0 0 10
23 Selma Mujaci¢ JU Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla Tuzla 2 8 0 ol o 10
25 Dino Sabanovi¢ Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 2 3 1 0 0 6
26 Faris Valjevac JU MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko Visoko 213 ]lo0lolo 5
27 Samedina Skrebo JU Gimnazija “dr. Mustafa Kamari¢” Gracanica Gracanica 0 3 1 0 0 4
28 Samina Bori¢ JU Srednja skola Konjic Konjic 2 1 0 0 0 3

29 Kenan Nuhi¢ JU Druga gimnazija Mostar Mostar 2 0 0 0 0 2
29 Hanan Hrnji¢ JU Mjesovita srednja Skola "Travnik" Travnik 2 0 0 0 0 2
29 Ishak Klopi¢ Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 2 0 0 0 0 2
32 Bakir Sirbegovi¢ JU Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Tesanj Tedanj 11 0lololo 1
32 Faris Sejmenovi¢ JU Tehnicka skola Zenica Zenica 0 1 0 0 0 1
32 Ajdin Muflizovi¢ JU Srednja tehnicka skola "Kemal Kapetanovi¢" Kakanj Kakanj 1 0 0 0 0 1
35 Anel Adilovi¢ JU Srednja tehnicka skola "Hasib HadZovi¢" Gorazde Gorazde 0 0 0 0 0 0
35 Faruk So3o JU Srednja tehnicka skola "Hasib HadZovi¢" Gorazde Gorazde 0 0 0 ol o 0
35 Emina Sabi¢ JU Srednja tehnicka skola Bugojno Bugojno 0 0 0 ol o 0
35 Lamija Voji¢ JU Gimnazija "Bihac¢" Biha¢ 0 0 0 0 0 0

Ucenik Adnan Osmic se plasirao i na Matematic¢ku olimpijadu BiH i na Izborno takmicenje za Balkansku matematic¢ku
olimpijadu, a uéenici Tarik Daci¢ i Ajla Cuprija su se plasirali na Matemati¢ku olimpijadu BiH.




Rezultati ucenika Il razreda

Rang Ime i prezime Skola Mijesto Z1 | 22 | 23 | Z4 | Z5 | Ukupno
1 NedZma Durovié¢ JU Gazi Husrev-begova medresa Sarajevo 10 | 10 7 0 10 37
2 Farah Demirovic¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 10 | 10 | 10 0 0 30
3 Faruk Demirovi¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 10 | 10 6 0 0 26
4 Nedim Beganovié JU "Gimnazija" Cazin Cazin 10 | 10 0 0 0 20
5 Danis Begovi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 3 6 0 0 19
6 Amila Pasi¢ JU Gimnazija "Mesa Selimovic¢" Tuzla Tuzla 10 0 5 1 0 16
7 Lamija Hadzi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 0 1 0 0 11
7 Danis DZaferagic JU Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla Tuzla 10 0 0 0 1 11
7 Elmir Junuzovié¢ JU MjesSovita srednja elektro-masinska skola Lukavac Lukavac 10 0 0 0 1 11
10 Emir Saléinovic¢ JU Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 7 1 0 0 2 10
11 Adnan Hajdi¢ JU Gimnazija "dr. Mustafa Kamari¢" Gracanica Gracanica 7 0 2 0 0 9
12 Vedad Cisija Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 7 0 0 0 0 7
13 Ali Kulagli¢ JU Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Breza Breza 6 0 0 0 0 6
13 Faris Cilas SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica Fojnica 5 0 0 0 1 6
15 Mustafa Paric¢ JU "Srednja tehnicka skola" Zavidovici Zavidovidi 5 0 0 0 0 5
15 Adi Sudzuka Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 5 0 0 0 0 5
15 Majda Pilav JU Prva gimnazija Sarajevo Sarajevo 5 0 0 0 0 5
15 Nada Tresnjo JU Srednja skola Konjic Konjic 5 0 0 0 0 5
19 Malik Kovac JU Medresa "Osman-ef. RedZovi¢” u Velikom Cajnu, Visoko Breza 3 0 0 0 1 4
20 Emina Hodzi¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 2 1 0 0 0 3
20 Rijad Grabus Srednja mjesovita $kola "Zepée" Zepce Zepce 3 0 0 0 0 3
22 Ajla Rahi¢ JU Srednja elektrotehnicka $kola "Salih - Salko Curi¢" Mostar Bé\:zge 2 0 0 0 0 2
22 Harun Lapo JU Srednja $kola Konjic Konjic 2 0 0 0 0 2
22 Emina Gabelji¢ JU MjeSovita srednja Skola Banovici Banovici 1 0 0 0 1 2
22 Tarik Rami¢ JU "Gimnazija" Cazin Cazin 2 0 0 0 0 2
22 Amani Bezdrob JU Gimnazija Dobrinja Sarajevo Sarajevo 2 0 0 0 0 2
22 Ahmed Krdzi¢ JU Gazi Husrev-begova medresa Pcic:llﬁigvi 0 2 0 0 0 2
22 Amina Hodzi¢ JU Mjedovita srednja $kola Zivinice Zivinice 2 0 0 0 0 2

22 HadZera Karahodza JU Mjesovita srednja skola "Travnik" Travnik 2 0 0 0 0 2
22 Talha Veladzi¢ JU Medresa "Reis DZemaludin - ef. Caugevi¢" Cazin Cazin 2 0 0 0 0 2
22 Faruk DZini¢ JU MSS "Musa Cazim Cati¢" Olovo Olovo 2 |o|o|o0o]oO 2
32 Anes Kovac Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 1 0 0 0 0 1
32 Faris Ajskunic JU MSS "Gimnazija Bugojno" Bugojno 1 0 0 0 0 1
32 Ensar Gutli¢ JU MSS "Bosanski Petrovac" Eg:for:/sakci 1 0 0 0 0 1
32 Naima Catrnja JU Srednja elektrotehnicka $kola "Salih - Salko Curi¢" Mostar Mostar 1 1
32 Nejra As¢ali¢ JU MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko Visoko 1|0 0 1
37 Iman Skrebo Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 0 0 0 0

Ucenica NedZma Durovi¢ se plasirala i na Matemati¢ku olimpijadu BiH
matematicku olimpijadu, a ucenici Farah Demirovi¢ i Faruk Demorivic su se plasirali na Matematic¢ku olimpijadu BiH.

i na lzborno takmicenje za Balkansku




Rezultati ucenika Il razreda

Rang Ime i prezime Skola Mjesto 1 | 22 Z3 Z4 | Z5 | Ukupno
1 Sara Smajic¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 10 | 10 10 1 0 31
2 Abdullah Ferhatbegovié¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 8 10 10 0 0 28
3 Ines Jozi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 6 1 0 22
3 Filip Kristi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 6 6 0 0 22
5 Fatih Efe Memisevic¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 1 10 0 0 21
6 Isa Svrakic JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 9 6 2 1 0 18
6 Tarik Hasanbegovi¢ JU "Gimnazija" Sanski Most Sanski Most 10 6 2 0 0 18
8 Afan Isakovié¢ JU Treca gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 0 7 0 0 17
9 Kerim Feti¢ JU Prva gimnazija u Zenici Zenica 10 5 0 0 0 15
10 Adem Kunovac JU Srednja tehnicka skola "Hasib HadZovic¢" Gorazde 6 6 0 0 0 12
10 Lejla Baturic¢ JU Behram — begova medresa Tuzla Tuzla 6 6 0 0 0 12
10 Alma Harbas JU Gimnazija "Bihac" Bihac 6 6 0 0 0 12
13 Ena Maksumié JU Druga gimnazija Mostar Mostar 10 1 0 0 0 11
14 Mirza Duranovié JU Tehnicka $kola Zenica Zenica 9 0 0 0 0 9
15 Senada Zaketovic¢ Richmond Park International Secondary School Tuzla 6 1 0 0 0 7
16 Sara Omerbasic¢ JU MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde Gorazide 6 0 0 0 0 6
16 Emina Bjeli¢ JU Gimnazija "Rizah Odzecki¢" Zavidovici Zavidovidi 6 0 0 0 0 6
16 Iman Omi¢ JU "Gimnazija" Sanski Most Sanski Most 6 0 0 0 0 6
16 Elmas Ekinovi¢ JU Prva gimnazija u Zenici Zenica 6 0 0 0 0 6
16 Amar Cengi¢ JU MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde Goraide 6 0 0 0 0 6
16 Merjem Mesan JU Srednja tehnicka skola Bugojno Bugojno 6 0 0 0 0 6
22 Ilhana Kvaki¢ Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 5 0 0 0 0 5
22 Amela Smolo Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 4 0 1 0 0 5
24 Adin Alibegovi¢ JU MjesSovita srednja elektro-masinska Skola Lukavac Lukavac 4 0 0 0 0 4

24 Lamija Sabitovi¢ JU Srednja Skola Jablanica Jablanica 4 0 0 0 0 4
26 Faris Dinarevi¢ Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 2 0 1 0 0 3
26 Faris Softi¢ JU Gimnazija "dr. Mustafa Kamari¢" Gracanica Gracanica 3 0 0 0 0 3
28 Ajdina Herceglija Gimnazija "Visoko" u Visokom Visoko 2 0 0 0 0 2
28 Amina Devedzija JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 1 1 0 0 0 2
28 Danis Sijamija JU Srednja tehnicka skola Bugojno Bugojno 2 0 0 0 0 2
28 Muhamed Numanovi¢ Richmond Park International Secondary School Tuzla Tuzla 2 0 0 0 0 2
32 Amila Alibasi¢ JU Gimnazija Velika Kladusa Velika Kladusa 1 0 0 0 0 1

Ucenici Sara Smaji¢, Abdullah Fehratbegovic, Ines Jozi¢ i Filip KriSti¢ su se plasirali i na Matematic¢ku olimpijadu BiH i
na lzborno takmicenje za Balkansku matemati¢ku olimpijadu, a uéenici Fatih Efe Memisevi¢, Isa Svraki¢ i Tarik
Hasanbegovi¢ su se plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.




Rezultati ucenika IV razreda

Rang Ime i prezime Skola Mjesto Z1 | Z2 | Z3 | 24 | 75 | Ukupno
1 Harun Alibegovic¢ Richmond Park International Secondary School Sarajevo Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 0 40
2 llma Celjo JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 8 10 | 10 | 10 0 38
3 Naida Gavranovi¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 8 7 0 35
4 Ahmed Spahié JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 9 10 | 10 4 0 33
5 Asja Catic¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 7 0 0 27
6 Emina Hasanbegovic¢ JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 | 10 5 1 0 26
6 Rastko Stankovic JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 10 6 10 0 0 26
8 Husein Jasi¢ JU Behram — begova medresa Tuzla Tuzla 10 | 10 0 0 0 20
8 Ammar Turbi¢ JU Gimnazija "Mustafa Novali¢" Gradacac Gradacac 10 8 2 0 0 20
10 Davud Cuprija JU Druga gimnazija Sarajevo Sarajevo 9 10 0 0 0 19
11 Mia Hodzi¢ JU KSC "Sv. Franjo" — Op¢a gimnazija Tuzla Tuzla 6 5 0 0 0 11
12 Mustafa Mustafi¢ JU Gimnazija "dr. Mustafa Kamari¢" Gracanica Gracanica 6 1 2 0 0 9
12 Affan Kaknjo JU Prva gimnazija u Zenici Zenica 6 1 2 0 0 9
14 Adna Husic¢ JU Gimnazija Velika Kladusa Velika Kladusa 7 0 0 0 0 7
14 Hamza Bubalo JU Srednja $kola Konjic Konjic 7 0 0 0 0 7
16 Nina Lazi¢ JU Gimnazija "Mustafa Novali¢" Gradacac Gradacac 5 1 0 0 0 6
16 Kerim Mujkanovi¢ JU Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Te$an; Tedanj 0 6 0 0 0 6
18 Amir DZafi¢ JU MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde Gorazde 5 0 0 0 0 5
18 Emina DZaji¢ JU Srednja skola Konjic Konjic 5 0 0 0 0 5
18 Elmas Hamidovi¢ JU "Srednja tehnicka skola" Zavidovici Zavidovidi 5 0 0 0 0 5

5 Bosanski
21 Sadi Qfani JU MSS "Bosanski Petrovac" Petrovac 3 1 0 0 0 4
. Bosanski
22 Tarik Gutli¢ JU MSS "Bosanski Petrovac" Petrovac 2 0 0 0 0 2
23 Damir Muharem JU Srednja tehnicka $kola "Hasib HadZovi¢" Gorazde Gorazde 0 0 0 0 0 0
23 AjSa Brka JU Gimnazija "Mushin Rizvi¢" Kakanj Kakanj 0 0 0 0 0 0
23 llma Imsirovi¢ JU Srednja tehnicka skola Bugojno Bugojno 0 0 0 0 0 0
23 Nada Maslesa JU Srednja skola Konjic Konjic 0 0 0 0 0 0
. Bosanski
23 Edis Gutli¢ JU MSS "Bosanski Petrovac" Petrovac 0 0 0 0 0 0

Ucenici Harun Alibegovi¢, Ilma Celjo, Naida Gavranovi¢, Ahmed Spahi¢, Asja Cati¢, Emina Hasanbegovi¢ i Rastko
Stankovic su se plasirali i na Matematicku olimpijadu BiH i na Izborno takmiéenje za Balkansku matematicku
olimpijadu.




Matematicka olimpijada Bosne i Hercegovine se odrzava 18. i 19. maja u Visokom (Franjevacka klasi¢na gimnazija
Visoko). Ucenici koji se pozivaju na Matematicku olimpijadu BiH su:

Adnan Osmi¢

Tarik Daci¢

Ajla Cuprija

NedZma Durovic¢

Farah Demirovic¢

Faruk Demirovi¢

Sara Smaji¢

Abdullah Fehratbegovic
Ines Jozi¢
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