BILTEN FEDERALNOG TAKMICENIJA 1Z
MATEMATIKE UCENIKA SREDNIJIH
SKOLA 2023. GODINE

Sarajevo, 23.4.2023. godine

Federalno takmicenje iz matematike ucenika srednjih Skola odrZano je na Prirodno-
matemati¢ckom fakultetu u Sarajevu, 23.4.2022. godine. Na takmicenju su ucestvovala 142
ucenika koji su odabrani na kantonalnim takmicenjima, kao i na kvalifikacionom takmicenju.

Prisutnima su se na otvaranju obratili prof. dr. Esmir Pilav ispred Prirodno-matematickog
fakulteta, prof. dr. Zenan Sabanac ispored UdruZenja matemati¢ara Kantona Sarajevo, doc. dr.
Sead Delali¢ ispred Odsjeka za matematic¢ke i kompjuterske nauke Prirodno-matematickog
fakulteta, te Admir Besirevi¢ ispred takmicarske komisije. Takmicenje je otvorila prof. dr. Senada
Kalabusi¢, predsjednica Udruzenja matematicara Kantona Sarajevo.

Na zahtjevnim zadacima ucenici su pokazali zavidno znanje, te su u svakom razredu bar 4 uc¢enika
osvojila najmanje 50% bodova (ukupno 20 ucenika). Na Matematicku olimpijadu BiH (MOBiH) su
se plasirala 22 ucenika, a na Izborno takmicenje za Balkansku matematicku olimpijadu 12
ucenika. MOBIH se odrzava 20. i 21. maja na Prirodno-matemati¢ckom fakultetu u Sarajevu.







ZADACI

| RAZRED

Zadatak 1. Data je jednacina
2a+x 2a-—x _ 4a

2—x 2+x 4-—x?

gdje je x nepoznata.
a) Odrediti sve vrijednosti realnog broja a za koje ova jednaina nema rjesenja.
b) Odrediti sve vrijednosti realnog broja a za koje ova jednacina ima bar jedno rjeSenje koje je manje
ili jednako 1.

Zadatak 2. Dat je paralelogram ABCD. Opisana kruznica trougla AABC sijeCe pravu AD u tackama Ai M,
apravu CD utackama Ci N. Ako je S sredina onog luka MN koji ne sadrzi tacku B, dokazatida je DS 1 AC.

Zadatak 3. Nekaje S = {1,2,3, ..., 9999}. Svaki element skupa S moZemo predstaviti u obliku abcd, gdje
sua,b,c,d cifre (za a # 0 dobijamo Cetverocifrene brojeve, zaa = 0i b # 0 trocifrene,zaa=b =0
¢ # 0 dvocifrene, te zaa=b =c =0 i d # 0 jednocifrene). Za element abcd skupa S kazemo da je
specijalan ako su istovremeno ispunjeni sljedeci uslovi:

1. Brojeviab — cd i ab + cd su kvadrati prirodnih brojeva.

2. Brojab + cd je djeljiv brojem ab — cd.

3. Broj abcd je djeljiv brojem ab + cd.
Odrediti sve specijalne elemente skupa S.
Napomena: ako je abcd = 0405, tadajeab =04 =4icd = 05 = 5.

Zadatak 4. Naci sve pozitivne realne brojeve x koji zadovoljavaju jednacinu
x-|x] +2023 = |x?].
Napomena: | x| je najvedi cijeli broj koji je maniji ili jednak x.

Zadatak 5. Neka je k < 1000 prirodan broj. Igra¢i A i B igraju igru na ploci formata 1000 x 1000. Na
pocetku su sva polja ploce bijela. Igraci igraju naizmjeni¢no pri ¢emu A igra prvi. Potez igraca A
podrazumijeva da odabere bijelo polje i oboji ga u crveno. Potez igraca B podrazumijeva da odabere
kvadrat dimenzija k X k ¢ija su sva polja bijela i oboji ih u plavo. Pri tome, ako igra¢ B ne moze odigrati
potez, on preskace potez. Igra se zavrSava kada su sva polja obojena, te pobjeduje igrac koji je obojio vise
polja (mogu¢ je i nerijeSen rezultat).

Za svako 1 < k < 1000 odrediti da li jedan od igraca ima pobjednicku strategiju, te, ako ima, koji je to
igrac.



Il RAZRED

Zadatak 1. Naci sve racionalne brojeve r takve da su u jednacini rx? + (r + 1)x + r = 1 sva rjeenja
cjelobrojna.

Zadatak 2. Neka je M sredina stranice AB u trouglu ABC. Tacka N je data na tezisnici CM takva da vrijedi

2
MN - MC = %. Prave AN i BN sijeku kruZnicu opisanu oko trougla ABC po drugi put u tackama P i Q,

redom. Neka je R tacka na duZi PQ sa iste strane prave CM kao i tacka Q takva da vrijedi ZNRC = £BNC.
Slicno, neka je tacka S na duzi PQ sa iste strane prave CM kao i tacka P takva da vrijedi ZNSC = £ANC.
Dokazati da je RN = SN.

Zadatak 3. Za prirodan brojn = 2 sa A,, oznacimo broj prirodnih brojeva k takvih da je udaljenost broja n
i njemu najblizeg cijelog broja djeljivog sa k jednaka udaljenosti broja n3 i njemu najblizeg cijelog broja
djeljivog sa k. Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 takve da je broj 4,, neparan.

Napomena: Udaljenost izmedu brojeva a i b jednaka je broju |a — b]|.

Zadatak 4. Neka je k < 1000 prirodan broj. Igrac¢i A i B igraju igru na ploci formata 1000 x 1000. Na
pocetku su sva polja ploce bijela. Igraci igraju naizmjeni¢no pri ¢emu A igra prvi. Potez igraca A
podrazumijeva da odabere bijelo polje i oboji ga u crveno. Potez igrata B podrazumijeva da odabere
kvadrat dimenzija k X k cija su sva polja bijela i oboji ih u plavo. Pri tome, ako igra¢ B ne moze odigrati
potez, on preskace potez. Igra se zavrSava kada su sva polja obojena, te pobjeduje igrac koji je obojio vise
polja (moguc je i nerijeSen rezultat).

Za svako 1 < k < 1000 odrediti da li jedan od igraca ima pobjednicku strategiju, te, ako ima, koji je to
igrac.

Zadatak 5. Neka su x,y,z realni brojevi takvi da vrijedi x +y +2z =0 i x? + y? + z2 = 6. Odrediti
maksimalnu vrijednost izraza

|(x =7 = 2)(z = x)|.



11l RAZRED

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva rijesiti sistem jedinacina:
x+y+z=3,

2% 42Y 427 =7,

2% 4oy =3,
4

Zadatak 2. Za prirodan brojn > 2 sa A, ozna¢imo broj prirodnih brojeva k takvih da je udaljenost broja
n i njemu najblizeg cijelog broja djeljivog sa k jednaka udaljenosti broja n2 i njemu najblizeg cijelog broja
djeljivog sa k. Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 takve da je broj A, neparan.

Napomena: Udaljenost izmedu brojeva a i b jednaka je broju |a — b]|.

Zadatak 3. Neka je n = 2 prirodan broj. Dokazati da vrijedi identitet:
|[vn| + |¥n] + |Vn] + - + | V| = llogy n] + llogs n] + [log, ] + - + |log,, 1.
Napomena: Sa | x| oznac¢avamo najvedi cijeli broj koji nije veéi od x (npr. |3.14] = 3i|3] = 3).

Zadatak 4. Trapez ABCD (AB || CD) je upisan u kruZnicu k. Kruznice upisane u trouglove ABD i ACD
dodiruju osnovice trapeza AB i CD u tatkama P i Q, respektivno. Tatke X i Y su sredine lukova AB i CD
kruznice k koji ne sadrze tacke D i A, respektivno. Dokazati da se prave XP i YQ sijeku na kruznici k.

Zadatak 5. U ravni su date 2023 prave od kojih nikoje dvije nisu paralelne i ne postoje tri prave koje se
sijeku u istoj tacki. Ove linije dijele ravan na odreden broj disjunktnih regiona. Dokazati da ima najmanje
1348 trouglova medu tim regionima.



IV RAZRED

Zadatak 1. Dat je niz {a, },ey pozitivnih realnih brojeva koji imaju osobinu da za sve n = 2 vrijedi da je
(n + 1)% = n%-1, Odrediti vrijednosti od n za koje je a,, < %.

Zadatak 2. Neka je A tacka u ravni i neka tri prave koje prolaze kroz tu tacku dijele ravan na 6 oblasti. U
svakoj od tih oblasti dato je po 5 tacaka. Poznato je da nikoje tri od svih ovih 30 tac¢aka u datim oblastima
nisu kolinearne. Dokazati da postoji bar 1000 trouglova ¢iji vrhovi su tacke iz ovih oblasti takvi da tacka A
lezi ili u unutrasnjosti ili na stranici trougla.

Zadatak 3. Neka je n = 2 prirodan broj. Dokazati da vrijedi identitet:
[\/ﬁ] + [WJ + [WJ + -+ [WJ = |log, n] + |logz n] + |log, n| + -+ + |log, n].
Napomena: Sa | x| oznacavamo najveci cijeli broj koji nije ve¢i od x (npr. [3.14] = 3i 3] = 3).

Zadatak 4. Trapez ABCD (AB |l CD) je upisan u kruZznicu k. Kruznice upisane u trouglove ABD i ACD
dodiruju osnovice trapeza AB i CD u tatkama P i Q, respektivno. Tatke X i Y su sredine lukova AB i CD

kruznice k koji ne sadrZe tacke D i A, respektivno. Dokazati da se prave XP i YQ sijeku na kruznici k.

Zadatak 5. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj (2n + 1)?™ — 1 djeljiv sa n!.



RjeSenja zadataka i Sema bodovanja

| RAZRED

Zadatak 1. Data je jednacina
2a+x 2a—x _ 4a

2—x 2+x 4—x2’

gdje je x nepoznata.
a) Odrediti sve vrijednosti realnog broja a za koje ova jednadina nema rjesenja.
b) Odrediti sve vrijednosti realnog broja a za koje ova jednacina ima bar jedno rjedenje koje je manje
ili jednako 1.

Rjesenje
Data jednacina je ekvivalentna sa

2a+x 2a-—x 4a

2—x 2+x (QC-x0)Q2+x)
Njeno definiciono podrucje je x # +2. MnozZenjem sa (2 — x)(2 + x) jednacina postaje

Ra+x)24+x)—Ra—x)2—-x)=4a &
4a+2ax +2x+x%—(4a—2ax —2x+x?) =4a &
4ax + 4x = 4a &
(a+1x=a

Za a = 1 jednacina postaje 0 = 1, pa nema rjeSenja. Neka je a # —1. Tada dobijamo x = ﬁ Kako je

x # £2, mora vrijediti ﬁ #* 12,tj.a # £2(a + 1). Odavde slijedi a # —% i a # —2. Dakle, vrijednosti
realnog broj a za koji jednacina nema rjeSenjasua € {—2, -1, —%}, Sto je odgovor na dio a).
Za sve ostale vrijednosti a jednacina ima jedinstveno rjeSenje x = ﬁ, pa je za dio b) potrebno odrediti

vrijednosti realnog broja a takve da je ﬁ < 1.Imamo

<le&
a+1™

-1<0&e
a+1
1

<0&
a+1

a+1>0e
a>-1
Dakle, vrijednosti realnog broja a za koje je (jednistveno) rjeSenje jednacine manje ili jednako 1 su a €

(—1,4)\ {— %}, S$to je odgovor na dio b).

Sema bodovanja
e (QOdredivanje definicionog podrucja jedancine: 1 bod
e Svodenje jednacine na oblik (a + 1)x = a: 3 boda
e Zakljucak da za a = —1 jednacina nema rjesenja: 1 bod



e Zakljuéakdazaa € {—2, — %} jednacina nema rjeSenja: 2 boda
e RjeSavanje nejednacine ﬁ < 1:2boda

e Dobijanje odgovora na dio b): 1 bod



Zadatak 2. Dat je paralelogram ABCD. Opisana kruznica trougla AABC sijeCe pravu AD u tatkama A i M,
a pravu CD u tackama C i N. Ako je S sredina onog luka MN koji ne sadrzi tacku B, dokazati da je DS L
AC.

Rjesenje 1

Oznatimo £BAC = a, £ABC = 3, £BCA = y. Kako je CN || AB, ¢etverougao ABCN je trapez upisan u
kruznicu, pa je on jednakokraki trapez. Zato je ZNAB = £ABC = (. Kako je AM || BC, to vrijedi
£MAB = 180° — £ABC = 180° — 8. Sadaimamo ZMAN = £MAB — 24NAB =180° -3 — 8 =

180° — 2. Tacka S je sredina luka MN, pa su uglovi nad tetivama MS i NS jednaki. To zna¢i da je

£LSAM = £SAN = AMTAN = 90° — (. S druge strane, posto je ABCD paralelogram, vrijedi ZADC =

2ABC = f3. Oznacdimo presjek pravih AS i CD sa Q. U trouglu AAQD imamo 2DAQ = 90°— (i

2ADQ = 3, paje £LAQD = 90°, §to znaci da je AQ visina trougla AACD. Analogno dobijamo da jei CP
visina ovog trougla, gdje je P presjek pravih CS i AD. Slijedi da je S ortocentar trougla AACD, paje DS L
AC, sto je trebalo dokazati.

Sema bodovanja
e Konstatacija da su uglovi nad tetivama SM i SN jednaki: 1 bod
e Izrazavanje ugla ZMAN (ili £MBN) preko ugla £ABC: 2 boda
e lIzrazavanje uglova £SAM (ili £SCN) i £ADC u obliku iz kojeg se vidi da im je zbir jednak 90°: 2
boda
e Zakljuéak daje AS L CD (iliCS 1 AD): 2 boda



Privodenje dokaza kraju: 3 boda

Rjesenje 2

Kako je ABCD paralelogram, vrijedi ZDAB = £DCB, odnosno ZMAB = £NCB. Dakle, periferijski uglovi
nad tetivama MB i NB jednaki, pa su i duZine tetiva jednake. Takoder, kako je S sredina luka MN, vrijedi
SM = SN.Sadaimamo BS = BS,SM = SN i BM = BN, pa na osnovu stava SSS sijedi ABNS = ABMS.
Odatle dobijamo £BNS = £BMS, a kako su ovi uglovi naspramni u tetivnom cetverouglu BMSN, vrijedi
£4BMS = £BNS = 90°. Dakle, BS je precnik opisane kruznice trougla AABC. Sada je £BAS = 90° (kao
periferijski ugao nad prec¢nikom), odnosno AS | AB, akako je AB || CD,tojei AS L CD. Analogno
dobijamo CS L AD. Zaklju¢ujemo da je S ortocentar trougla AACD, pajei DS L AC, Sto je trebalo
dokazati.

Sema bodovanja

Zakljucak BM = BN: 2 boda

Zakljucak SM = SN: 1 bod

Zakljuéak ABNS = ABMS: 1 bod

Zakljucak da je BS precnik opisane kruznice trougla AABC: 1 bod
Zaklju¢ak daje AS L AB (iliCS L CB):1bod

Zakljucak daje AS L CD (iliCS 1L AD): 1 bod

Privodenje dokaza kraju: 3 boda



Zadatak 3. Nekaje S = {1, 2,3, ..., 9999}. Svaki element skupa S moZemo predstaviti u obliku abcd, gdje
sua,b,c,d cifre (za a # 0 dobijamo Cetverocifrene brojeve, zaa = 0i b # 0 trocifrene,zaa=b =0
¢ # 0 dvocifrene, te zaa=b =c =0 i d # 0 jednocifrene). Za element abcd skupa S kazemo da je
specijalan ako su istovremeno ispunjeni sljededi uslovi:

4. Brojeviab — cd i ab + cd su kvadrati prirodnih brojeva.
5. Brojab + cd je djeljiv brojem ab — cd.
6. Brojabcd je djeljiv brojem ab + cd.
Odrediti sve specijalne elemente skupa S.
Napomena: ako je abcd = 0405, tadajeab =04 =4icd = 05 = 5.

Rjesenje
Neka je x prirodan broj takav da je ab — cd = x?2. Kako je ab + cd potpun kvadrat djeljivs ab — cd =
x?%,to je ab + cd = x%y? za neki prirodan broj y. Sada je 2ab = (ab + cd) + (ab — cd) = x*y* +
x?=x?(y*+1)i2cd = (ab + cd) — (ab — cd) = x*y? — x? = x?(y? — 1). S druge strane, vrijedi
abed = 1000a + 100b + 10¢ + d = 100(10a + b) + (10¢ + d) = 100ab + cd, pa je 2abed = 100 -
2ab+2-cd =100 - x%(y? + 1) + x2(y? — 1) = x?(101y? + 99). Dalje imamo

ab +cd | abcd =

2(ab +cd) | 2abcd &
2x2y? | x2(101y2 + 99) &
2y? | 101y2 4+ 99 =
y2 [101y% + 99 =

y? 99
Jedini kvadrati koji dijele 99 su 19, pa su moguc¢a dva slu€aja:y =1iy = 3.
1° y=1
N 2(y2 _ 2(r2_
Tadajeab = @ =x%icd = % = 0. U ovom sluéaju za svaki potpun kvadrat x2 < 100

dobijamo po jedan specijalan broj —to su 0100, 0400, 0900,1600,2500,3600,4900,6400i 8100.
22 y=3

N 2(y2 - 2(r2_
Tadajeab = @ =5x%icd = % = 4x?. U ovom slucaju za svaki potpun kvadrat x? <

20 (jer broj 5x? ima manje od 3 cifre) dobijamo po jedan specijalan broj —to su 0504, 2016,4536 i
8064.

Zakljucujemo, svi specijalni brojevi su 0100, 0400, 0504, 0900, 1600, 2016, 2500, 3600, 4536,
4800, 6400, 8064 i8100.



Sema bodovanja
e Uvodenje oznaka x, y kao u rjeSenju (ili ekvivalentnih oznaka): 1 bod
e Zaklju¢ak abcd = 100ab + cd: 1 bod
e Transformacija uslova ab + cd | abed u oblik koji koristi x i y: 2 boda
e Dobivanje relacije y? | 99 (ili njoj ekvivalentne): 3 boda
o Za dobivanje relacije ab + cd | 99ab dodjeljuje se 1 od ova 3 boda
e Zaklju¢ak y € {1,3}: 1 bod
e RjeSavanje slu¢ajay = 1: 1 bod
e RjeSavanje slu¢ajay = 3:1 bod



Zadatak 4. Nadi sve pozitivne realne brojeve x koji zadovoljavaju jednacinu
x - |x] +2023 = |x?].
Napomena: | x| je najvedi cijeli broj koji je maniji ili jednak x.

Rjesenje:
Neka je [x] = a, pri éemu je a nenegativan cijeli broj, te neka je x = a + b, gdje je 0 < b < 1. Sada
imamo:
(a+b)-a+2023=|(a+b)? &
a? + ab + 2023 = |a? + 2ab + b?| & (jer je a? cijeli broj)
a’?+ab + 2023 = a? + |2ab + b?| ©
ab + 2023 = |2ab + b?|.
Kako je [2ab + b?] cijeli broj, to i lijeva strana mora biti cijeli broj, tj. ab je cijeli broj. Onda imamo:
ab + 2023 = |2ab + b?| < (jer je 2ab cijeli broj)
ab + 2023 = 2ab + |b?] &
2023 = ab + |b?].
Posto je 0 < b? < 1, onda je |b?] = 0, pa imamo:
2023 =ab &
2023

a
Kako je b < 1 to mora vrijeditia = 2024.

Dakle, svi brojevix = a + % pri éemu je a = 2024 prirodan broj su rjeSenja date jednacine.

Sema bodovanja:

e Uvodenje brojeva a i b kao u rjesenju: 1 bod
Dobijanje jednacine ab + 2023 = |2ab + b?]: 2 boda
Zakljucak da je ab cijeli broj: 2 boda
Dobijanje jednatine 2023 = ab + |b?|: 1 bod
Zaklju¢ak da je |b?] = 0: 2 boda
Ispravno zakljucivanje oblika rjeSenja: 2 boda



Zadatak 5. Neka je k < 1000 prirodan broj. Igraci A i B igraju igru na ploci formata 1000 X 1000. Na
pocetku su sva polja ploce bijela. Igraci igraju naizmjeniéno pri ¢emu A igra prvi. Potez igraca A
podrazumijeva da odabere bijelo polje i oboji ga u crveno. Potez igraca B podrazumijeva da odabere
kvadrat dimenzija k X k ¢ija su sva polja bijela i oboji ih u plavo. Pri tome, ako igra¢ B ne moze odigrati
potez, on preskace potez. Igra se zavrSava kada su sva polja obojena, te pobjeduje igrac koji je obojio vise
polja (mogu¢ je i nerijeSen rezultat).

Za svako 1 < k < 1000 odrediti da li jedan od igraca ima pobjednicku strategiju, te, ako ima, koji je to
igrac.

Rjesenje

NumeriSimo redove odozgo prema dole, a kolone slijeva nadesno brojevima 1, 2, 3, ..., 1000. Za polje
kazemo da je bitno ako se nalazi u presjeku reda i kolone ciji su redni brojevi djeljivi s k. Svaki kvadrat
k X k sadrzi tacno jedno bitno polje, paigra¢ B u svakom potezu boji u plavo ta¢no jedno bitno polje.

Kako ima l%] redovai l%J kolona c¢iji su redni brojevi djeljivi s k, ukupni broj bitnih polja na plodi je

2
1000 .. A . e
[TJ . Oznacdimo ovaj broj sa b. Razmotrimo sljedeca tri slucaja:

o 1000
1—k$Z

Tada igra¢ A ima pobjednicku strategiju: ukoliko postoji neobojeno bitno polje, oboji ga, a u
suprotnom oboji proizvoljno neobojeno polje. Kako igrac A igra prvi, te kako igra¢ B u svakom
potezu boji tacno jedno bitno polje, to ¢e igrac B odigrati najviSe b/2 poteza, Sto znaci da ¢e obojiti

1000J 1000

2
najvise g - k? polja. Kako% € 7Z,toje [T <——pa jeb < (%) , odakle slijedi g. k2 <

10007

. Dakle, igra¢ B ¢e obojiti manje od polovine ukupnog broja polja ploce, pa igra¢ A pobjeduje.
o 1000 . . .
2 —_Je neparan cio broj

Igrac A i u ovom slucaju ima pobjednicku strategiju, i to istu kao u prvom slucaju. Naime, sada je b

neparan cio broj, pa igra¢ B moZe obojiti najvise EJ < g bitnih polja, sto znaci da ¢e ukupno obojiti

10002
2

strogo manje od g- k? = polja.

3° %je paran cio broj
U ovom slucaju nijedan igra¢ nema pobjednicku strategiju. Oba igraca imaju strategiju kojom
garantuju barem nerijeSen rezultat. Za igraca A to je ista strategija kao u prethodna dva slucaja.

Igrac B to postize tako Sto u svakom potezu bira kvadrat k X k cije je donje desno polje bitno. S

obzirom da je sada b paran cio broj, i da svaki potez igraca A eliminiSe najvise jedan takav potez

10002
2

Zakljucujemo, za k € {1, 2,4,5,10, 20, 25,50, 100, 125,250, 500} nijedan igra¢ nema pobjednicku

strategiju, a za ostale 1 < k < 1000 igra¢ 4 ima pobjednicku strategiju.

L L . . , . b .
igraca B, igra¢ B ovom strategijom garantuje da ¢e obojiti barem 3 k? = polja.



Sema bodovanja
e Posmatranje bitnih polja definisanih u rjeSenju: 1 bod
e Navodenje strategije igraca A navedene u rjeSenju: 2 boda

e Zakljuéak da tom strategijom osigurava da igra¢ B ne moZe obojiti vise od g - k2 polja: 2 boda
e Zakljucak da tom strategijom igrac¢ A pobjeduje kada % nije cio broj ili je neparan cio broj: 3

boda
o Zajedan (bilo koji) od ova dva zakljuc¢ka dodjeljuju se 2 od ova 3 boda

oy L L . 1000 . .
e Zakljucak da oba igraca mogu garantovati nerijesen rezultat kada je —,_ Paran cio broj: 2 boda



Il RAZRED

Zadatak 1. Naci sve racionalne brojeve r takve da su u jednacini rx? + (r + 1)x + r = 1 sva rjeenja
cjelobrojna.
Rjesenje:

Primijetimo prvo da zar = 0 imamo x = 1, sto zadovoljava uslove zadatka. Neka je sada r # 0 broj takav
da su rjedenja date jednatine cjelobrojna. Zapidimo datu jednacinu kaorx? + (r + 1)x + r — 1 = 0. Kako

je ova jednacina kvadratna, ona ima dva rjesenja (ne nuzno razli¢ita), neka suto a i b i neka je bez gubitka

-(r+1)=_1_%iab=rr;1=1—%.Kakosuai

opstosti a = b. Iz Vijetovih pravilaimamo dajea + b =
b cijeli brojevi to je i a + b cijeli broj, pa morai—1— % biti cijeli broj, tj. r = %, za neki cijeli broj n. Sada
imamodajea+ b =—-1—niab =1 —n. Oduzimanjem ovih jednacina dobijamo:

ab—a—-b=2¢&

(a—D(B-1)=3.
Kako su a i b cijeli brojevi, posljednja jednacina ima rjesenja (imajuéi u vidu da je a = b) (a,b) €
{(4,2),(0,—2)},akakojen=1—ab,ton € {-7,1},tj.r € {_71, 1}. Laganom provjerom se uvjeravamo

da ove vrijednosti broja r zaista zadovljavaju uslove zadatke.
.. - . L . .. . . -1,
Dakle, vrijednosti broja r za koje su sva rjeSenja date jednacine cjelobrojna su 0,7 il.

Sema bodovanja:

® razmatranjer = 0:1 bod
° dokazdajea+b=—1—%iab=1—%:2boda
e zakljucakdajer = %za neki cijeli brojn: 2 boda

e dobijanjeizraza (a — 1)(b — 1) = 3: 3 boda
dobijanje rjeSenja i njihova provjera: 2 boda

Napomena: U zadnjoj stavci iz Seme se oduzima 1 bod ako se dobijena rjeSenja ne provjere.



Zadatak 2. Neka je M sredina stranice AB u trouglu ABC. Tacka N je data na teZiSnici CM takva da vrijedi

2
MN - MC = %. Prave AN i BN sijeku kruZnicu opisanu oko trougla ABC po drugi put u tackama P i Q,

redom. Neka je R tacka na duzi PQ sa iste strane prave CM kao i tacka Q takva da vrijedi ZNRC = £BNC.
Sliéno, neka je tacka S na duzi PQ sa iste strane prave CM kao i tacka P takva da vrijedi ZNSC = £ANC.
Dokazati da je RN = SN.

Rjesenje:

Iz uslova zadatka je MN - MC = ATBZ = MB2,1j. 2= = =2, odakle, imajuci u vidu da je ZBMC = 2BMN,
slijedi slicnost trouglova MNB i MBC. |z te slicnosti imamo da je ZMNB = £MBC = £ABC, pa je
£2NRC = £BNC = 180° — 2zMNB = 180° — £ABC. Iz tetivnog Cetverougla CPBA imamo da je £CPA =
£CBA, pavrijedi ZNRC + £CPN = 180°, tj. Cetverougao CRNP je tetivan. Analogno zakljucujemo da je
i Cetverougao CSNQ tetivan. Da bi dokazalida je RN = SN, dovoljno je dokazati da je ZNSR = 2NRS. Iz
tetivnog Cetverougla QNSC imamo da je4NSQ = £NCQ = £BNC — £BQC = 180° — £ABC — £BAC =
2ACB. Analogno dobijamo da je ZNRP = £NCP = £ACB, odakle slijedi da je ZNSR = £NRS, q.e.d.

Sema bodovanja:

e dokaz da su trouglovi MNB i MBC sli¢ni: 1 bod
dokaz da je £ZNRC = 180° — £LABC: 2 boda (1 bod se moZe osvojiti ako se dokaZze neka
ekvivalentna tvdnja, npr. daje ZMNB = £ABC ilida je ZMBN = £MCB)
o dokaz da je Cetverougao CRNP tetivan: 3 boda
e dokazdaje £NSQ = £ACB: 2 boda
e analogno zakljucivanje sa druge strane i kraj dokaza: 2 boda
Napomena: Bodovi iz prve Cetiri stavke iz Seme bodovanja se mogu osvojiti i ako se dokaZzu analogne
tvrdnje s druge strane.



Zadatak 3. Za prirodan broj n > 2 sa A,, oznac¢imo broj prirodnih brojeva k takvih da je udaljenost broja n
i njemu najblizeg cijelog broja djeljivog sa k jednaka udaljenosti broja n3 i njemu najblizeg cijelog broja
djeljivog sa k. Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 takve da je broj 4,, neparan.

Napomena: Udaljenost izmedu brojeva a i b jednaka je broju |a — b]|.

Rjesenje:

Primijetimo da ukoliko je kod oba broja n i n3 najblizi broj djeljiv sa k maniji ili jednak od njih ili ukoliko je
kod oba broja najblizi broj djeljiv sa k veci ili jednak od njih, tada je uslov zadatka ekvivalentan tome da
brojevi n3 i n daju iste ostatke pri dijeljenju sa k, tj. da k|n3 — n. S druge strane, ukoliko je kod jednog od
brojeva n i n3 najblizi broj djeljiv sa k maniji ili jednak od njega, a kod drugog vedi ili jednak, tada je uslov
zadatka ekvivalentan tome da n3 i n daju suprotne ostatke pri dijeljenju sa k, odnosno da k|n3 + n. Dakle,
A,, je broj prirodnih brojeva k takvih da k|n3 — nili k|n® + n.

Sa t(x) ¢emo oznacavati broj pozitivnih djelilaca prirodnog broja x. Poznato je (i lako se dokazuje) da je
broj 7(x) neparan ako i samo ako je broj x potpun kvadrat. DokaZimo da je broj 7(n® — n) paran (analogno
se dokazuje da je i broj 7(n® + n) paran). To éemo dokazati na dva nacina:

I nacin: Pretpostavimo suprotno, da je broj n® — n = n(n? — 1) potpun kvadrat. Kako su brojevi n i n? —

1 relativno prosti, a proizvod im je kvadrat, to oba moraju biti kvadrati. Medutim, za n > 2 brojn? — 1
ocito nije potpun kvadrat (ne postoje dva kvadrata prirodnih brojeva koji se razlikuju za 1), pa dolazimo do
kontradikcije, odakle zaklju¢ujemo da broj n® — n nije potpun kvadrat, pa ima paran broj djelioca.

Il nain: Kako su brojevi n i n? — 1 relativno prosti, to je 7(n® — n) = t(n(n? — 1)) = t(n? — 1) - 7(n),
$to je paran broj jer je 7(n? — 1) paran broj (zbog ¢injenice da brojn? — 1 nije potpun kvadrat).

Broj razli¢itih djelioca u brojevima n3 + n i n3 — n dobijamo tako $to od zbira broja djelioca ta dva broja
oduzmemo broj djelioca njihovog najveceg zajednickog djelioca (jer smo te djelioce brojali dvaput u zbiru).
Sadaje A, = t(n® —n) + (3 + n) — t(NZD(n® — n,n® + n)) = t(NZD(n® — n,n® + n)) (mod 2).
Jasnojedaje NZD(n® —n,n3 +n) = NZD(n(n? — 1),n(n? + 1)) = n-NZD(n? — 1,n? + 1).

Ako je brojn paran, tada su brojevin? — 1 in? + 1 relativno prosti, pa je NZD(n® — n,n3 + n) = n. Broj
A,, ¢e biti neparan ako i samo ako je T(n) neparan broj, tj. ako i samo ako je n potpun kvadrat. Dakle, u
ovom sluéaju su rje$enje svi prirodni brojevin = (2t)?,t € N.

Ako je broj n neparan, tada je NZD(n? — 1,n? + 1) = 2, pa je NZD(n® — n,n3 + n) = 2n. Broj 4, ée
biti neparan ako i samo ako je 2n potpun kvadrat, Sto nije moguce jer je broj 2n djeljiv sa 2, a nije sa 4.
Dakle, broj 4,, je neparan ako i samo ako je n = (2t)?,t € N.



Sema bodovanja:

zaklju¢ak da je A,, jednak broju brojeva koji dijele bar jedan od brojeva n® — nin2 + n: 2 boda
dokaz da brojevi n3 + n in® — n imaju paran broj djelilaca: 2 boda

zaklju¢ak da je 4, = t(n®* —n) + 1(n® + n) — t(NZD(n® — n,n® + n)): 2 boda

rjeSavanje slucaja kada je n paran broj: 2 boda

odbacivanje slu¢aja kada je n neparan broj: 2 boda



Zadatak 4. Neka je k < 1000 prirodan broj. Igraci A i B igraju igru na ploci formata 1000 X 1000. Na
pocetku su sva polja ploce bijela. Igraci igraju naizmjeniéno pri ¢emu A igra prvi. Potez igraca A
podrazumijeva da odabere bijelo polje i oboji ga u crveno. Potez igraca B podrazumijeva da odabere
kvadrat dimenzija k X k ¢ija su sva polja bijela i oboji ih u plavo. Pri tome, ako igra¢ B ne moze odigrati
potez, on preskace potez. Igra se zavrSava kada su sva polja obojena, te pobjeduje igrac koji je obojio vise
polja (mogu¢ je i nerijeSen rezultat).

Za svako 1 < k < 1000 odrediti da li jedan od igraca ima pobjednicku strategiju, te, ako ima, koji je to
igrac.

Rjesenje:

Numerisimo redove odozgo prema dole, a kolone slijeva nadesno brojevima 1, 2,3, ...,1000. Za polje
kazemo da je bitno ako se nalazi u presjeku reda i kolone Ciji su redni brojevi djeljivi s k. Svaki kvadrat k X k

sadrzi tacno jedno bitno polje, pa igra¢ B u svakom potezu boji u plavo ta¢no jedno bitno polje. Kako ima

[%J redova i [%J kolona ¢iji su redni brojevi djeljivi s k, ukupni broj bitnih polja na ploci je [%JZ.

Oznacimo ovaj broj sa b. Razmotrimo sljedeca tri slucaja:

1° 1(:{00 ¢ 7
Tada igra¢ A ima pobjednicku strategiju: ukoliko postoji neobojeno bitno polje, oboji ga, a u
suprotnom oboji proizvoljno neobojeno polje. Kako igrac A igra prvi, te kako igra¢ B u svakom potezu
boji ta¢no jedno bitno polje, to ¢e igra¢ B odigrati najviSe b/2 poteza, sto znaci da ¢e obojiti najvise

b o 1000 . 1000, _ 1000 . 10002 . b 5 10002
> k* polja. Kako—k & Z, toje [—k J<—k ,pajeb<(—k ),odakleslljed|2 ke < o

igraC B ¢e obojiti manje od polovine ukupnog broja polja ploce, paigra¢ A pobjeduje.

Dakle,

2° %je neparan cio broj
Igra¢ A i u ovom slucaju ima pobjednicku strategiju, i to istu kao u prvom slucaju. Naime, sada je b

. L . e .. b b .. oy vy

neparan cio broj, pa igra¢ B moZe obojiti najvise lEJ <3 bitnih polja, Sto znaci da ée ukupno obojiti
10002

strogo manje od 2 - k? polja.

3° %je paran cio broj
U ovom slucaju nijedan igra¢ nema pobjednicku strategiju. Oba igraca imaju strategiju kojom
garantuju barem nerijesSen rezultat. Za igraca A to je ista strategija kao u prethodna dva slucaja. Igrac¢
B to postize tako Sto u svakom potezu bira kvadrat k X k Cije je donje desno polje bitno. S obzirom

da je sada b paran cio broj, i da svaki potez igrac¢a A eliminiSe najviSe jedan takav potez igraca B,

L . . . I b 10002 .
igra¢ B ovom strategijom garantuje da ¢e obojiti barem > k? = > polja.

Zakljucujemo, za k € {1, 2,4,5,10, 20, 25,50,100, 125, 250, 500} nijedan igra¢ nema pobjednicku
strategiju, a za ostale 1 < k < 1000 igra¢ A ima pobjednicku strategiju.




Sema bodovanja:

posmatranje bitnih polja definisanih u rjesenju: 1 bod
navodenje strategije igraca A navedene u rjeSenju: 2 boda

e zakljucak da tom strategijom osigurava da igrac¢ B ne moZe obojiti vise od g - k? polja: 2 boda
e zakljucak da tom strategijom igra¢ A pobjeduje kada % nije cio broj ili je neparan cio broj: 3

boda
o zajedan (bilo koji) od ova dva zakljuc¢ka dodjeljuju se 2 od ova 3 boda

.y . v . . v . 1000 . .
e zakljucak da oba igra¢a mogu garantovati nerijesen rezultat kada je —,_ Paran cio broj: 2 boda



Zadatak 5. Neka su x,y,z realni brojevi takvi da vrijedi x +y +2z =0 i x2 + y? + z2 = 6. Odrediti
maksimalnu vrijednost izraza

|(x =) = 2)(z —x)|.

Rjesenje I:

Iz uslova zadatka lagano dobijamo dajexy + yz+zx = —=3.1zx+y+z =0imamodajez = —(x + y)
pa uvrdtavanjem dobijamo da je x? + y? + (—x — y)? = 6, tj. x2 + y? + xy = 3. Sli¢no dobijamo da je
x2+2z24+xz=3iy?+2z%+yz=3.0znatimo izraz |(x — y)(y — z)(z — x)| sa W. Da bi maksimizirali
W, dovoljno je maksimizirati W?2. Imamo da je

W?=(x—-y)2—2)>%2z—-x)?%=x?-2xy+y3)(y? = 2yz + z?)(2? — 2zx + x?) =
=3 -3xy)(3—-3y2)(3—3yx) =27(1 —xy)(1 — yz)(1 — zx).

Dakle, potrebno je maksimizirati izraz A = (1 — xy)(1 — yz)(1 — zx). MnozZenjem zagrada u
posljednjem izrazu dobijamo da je:

A=1—(xy+yz+zx) +xyz(x +y+2z) — (xyz)? =1 —(-3) + 0 — (xyz2)? = 4 — (xyz)2.

Sada je ocigledno A < 4, a jednakost se dostize ako je neki od x,y,z jednak 0. Dakle, maksimalna
vrijednost izraza W je V27 - 4 = 6+/3, a ta vrijednost se moze dosti¢i za npr. x = /3, y=0,z= —/3.

Rjesenje Il:

Kao u prvom rjesenju, iz uslova zadatka lagano dobijamo da je xy + yz + zx = —3. Zbog simetrinosti
uslova, moZemo bez gubitka opStosti pretpostavitidajex >y > z.

Uvedimo smjene a =x —y,b =y — z,c = z — x. Zbog pretpostavke imamo da jea > 0,b = 0,c < 0.
Dalje imamo da je a+b+c=(x—-y)+(y —2)+(z—x)=0, te a®?+b%+c? =2x*+2y*+
2z% — 2xy — 2xz — 2yz = 18. Uvrdtavanjem ¢ = —(a + b) u drugu jednacinu dobijamo a? + ab +
b2 = 9.

Potrebno je maksimiziratiizraz W = |abc| = |ab(a + b)| = ab(a + b) (jer vrijedia = 0,b = 0). Mnozedi
uslov a? + ab + b> =9 sa b dobijamo da je a®b + ab? + b3 =9b, tj. W = ab(a + b) = b(9 — b?).
Kako je W > 0, vrijedi da je i 9 — b? > 0. Posmatrajmo sada izraz W2 = b2(9 — b?)2. Iz nejednakosti
izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo da je

gopr4 20 070 W
B 2 2 = 4’

pri éemu smo koristili da je W = 0i 6 — b? > 0. Odavdje imamo da je W < 6v/3, pri ¢emu se jednakost
dostiZe za b = /3. Vrijednost W = 6+/3, mozemo dosticizaa=b =+3ic=—-2V3,tj. zax =3,y =
0,z= —V3.

Napomena: Nejednakost h(9 — b?) < 6+/3 se mogla dokazati i na druge nacine, npr. primjenjivanjem
nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine na brojeve (v/3 — 1)b, (2 —v3)(3 +b) i 3 — b,

S . . . . . . ’—bz. f—bz
ili primijenjivanjem nejednakosti izmedu kvadratne i geometrijske sredine na brojeve b, 2 oL 2 o



Sema bodovanja za rjesenje I:

dobijanje x? + z2 + xz = 3 (ili neke od analognih jednacina sa y ili z): 1 bod

e dobijanje prethodne jednacine za svaka dva para brojeva x, y, z: 1 bod
izrazavanje izraza W2 kao 27(1 — xy)(1 — yz)(1 — zx) (ili izraza W kao korijen iz navedenog): 3
boda

e izraavanje izraza A kao 4 — (xyz)?: 2 boda

e zaklju¢ak daje W < 6v3: 1 bod

e dokaz da se vrijednost W = 6+/3 moze dosti¢i: 2 boda

Sema bodovanja za rjesenje II:

e uvodenje smjene kao u rjesenju i dobijanje jednacinaa + b + ¢ = 0ia® + b? + ¢? = 18: 2 boda
e svodenje zadatka na maksimiziranje izraza ab(a + b) uz uslov a® + ab + b? = 9: 2 boda

e dokazdaje ab(a + b) < 6v/3:4 boda

e dokaz da se vrijednost W = 6+/3 moze dostiéi: 2 boda

Napomena: Nije dovoljno naéi vrijednosti brojeva a, b, ¢ za koje se dostize vrijednost W = 6+/3, nego je
potrebno navesti tacne vrijednosti brojeva x, y, z (ili dokazati da takvi brojevi postoje). Ukoliko se navedu
samo vrijednosti brojeva a, b, ¢ u zadnjoj stavci iz Seme bodovanja se osvaja 1 bod.



11l RAZRED

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva rijesiti sistem jedinacina:

x+y+z=3,
2 +2Y +2% =7,
2"‘+2‘3’=E

T

Rjesenje:

Uvedimo smjenu 2* = u,2Y = v,2% = w, gdje su u, v,w pozitivni realni brojevi. Tadajeu + v+ w =
1.1 3 .3 1,1 7—
7,—+—=—,teuvw:2"+3’+z=23:8_Sadaje-=—+_=“_+"= w
u v 4 4 u v uv

5, Sto se nakon sredivanja svodi
w

naw?—7w+6=0,t.(w—6)(w—1) =0.Dakle, w = 6iliw = 1.

Zaw =6 dobijamou+v=1iuv= % = %, odnosno u(1 —u) = g, t. u?—u +§ = 0. Diskriminanta
posljednje kvadratne jednacine je 12 — -% = —?, pa ona nema rjesenja u skupu realnih brojeva.
Za w =1 dobijamo u+v=6 u uv = % =8, odnosno u(6 —u) =8, tj. u? —6u+ 8 =0, odakle

dobijamo (u — 2)(u —4) = 0. Za u = 2 dobijamo v = 4, odnosno x = 1,y = 2,z = 0. Za u = 4 sli¢no
dobijamo x = 2,y = 1,z = 0. Provjerom dobijamo da ove trojke zaista zadovoljavaju uslove zadatke.

Sema bodovanja:

e uvodenje smjene te dobijanjeuslovau+v+w =7 i% +% = % (1 bod)

e dobijanje uslova uvw = 8 (2 boda)

e dobijanje jednacine samo po w (npr.% = 7_£W) (2 boda)

w

o zaklju¢akdajew = 1liliw = 6 (1 bod)
e odbacivanje slu¢ajaw = 6 (2 boda)
e rjeSavanje sluajaw = 1 (2 boda)

Napomena: RjeSavanje sistema u skupu prirodnih ili cijelih brojeva, te dobijanje rjeSenja bez ispravnog
postupka (pogadadnje rjeSenja) nosi 0 bodova.



Zadatak 2. Za prirodan broj n = 2 sa A,, ozna¢imo broj prirodnih brojeva k takvih da je udaljenost broja
n i njemu najblizeg cijelog broja djeljivog sa k jednaka udaljenosti broja n3 i njemu najblizeg cijelog broja
djeljivog sa k. Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 takve da je broj A, neparan.

Napomena: Udaljenost izmedu brojeva a i b jednaka je broju |a — b]|.

Rjesenje:

Primijetimo da ukoliko je kod oba broja n i n3 najblizi broj djeljiv sa k manji ili jednak od njih ili ukoliko je
kod oba broja najbliZi broj djeljiv sa k veci ili jednak od njih, tada je uslov zadatka ekvivalentan tome da
brojevi n3 i n daju iste ostatke pri dijeljenju sa k, tj. da k|n3 — n. S druge strane, ukoliko je kod jednog od
brojeva n i n3 najblizi broj djeljiv sa k maniji ili jednak od njega, a kod drugog veci ili jednak, tada je uslov
zadatka ekvivalentan tome da n i n daju suprotne ostatke pri dijeljenju sa k, odnosno da k|n3 + n. Dakle,
A, je broj prirodnih brojeva k takvih da k|n3 — nili k|n3 + n.

Sa t(x) ¢emo oznacavati broj pozitivnih djelilaca prirodnog broja x. Poznato je (i lako se dokazuje) da je
broj 7(x) neparan ako i samo ako je broj x potpun kvadrat. DokaZimo da je broj 7(n® — n) paran (analogno
se dokazuje da je i broj T(n3 + n) paran). To ¢emo dokazati na dva nacina:

I nain: Pretpostavimo suprotno, da je brojn® — n = n(n? — 1) potpun kvadrat. Kako su brojevin in? —

1 relativno prosti, a proizvod im je kvadrat, to oba moraju biti kvadrati. Medutim, za n > 2 brojn? — 1
ocito nije potpun kvadrat (ne postoje dva kvadrata prirodnih brojeva koji se razlikuju za 1), pa dolazimo
do kontradikcije, odakle zaklju¢ujemo da broj n3 — n nije potpun kvadrat, pa ima paran broj djelioca.

Il naéin: Kako su brojevi n i n? — 1 relativno prosti, to je 7(n® — n) = t(n(n? — 1)) = t(n? — 1) - t(n),
$to je paran broj jer je T(n? — 1) paran broj (zbog ¢injenice da brojn? — 1 nije potpun kvadrat).

Broj razli¢itih djelioca u brojevima n3 + n i n3 — n dobijamo tako $to od zbira broja djelioca ta dva broja
oduzmemo broj djelioca njihovog najveceg zajednickog djelioca (jer smo te djelioce brojali dvaput u zbiru).
Sadaje A, = t(n® —n) + (3 + n) — t(NZD(n® — n,n® + n)) = t(NZD(n® — n,n® + n)) (mod 2).
Jasnojedaje NZD(n® —n,n3 +n) = NZD(n(n? — 1),n(n? + 1)) = n-NZD(n? — 1,n? + 1).

Ako je brojn paran, tada su brojevin? — 1in? + 1 relativno prosti, pa je NZD(n® — n,n® + n) = n. Broj
A,, ¢e biti neparan ako i samo ako je T(n) neparan broj, tj. ako i samo ako je n potpun kvadrat. Dakle, u
ovom sluéaju su rjesenje svi prirodni brojevin = (2t)?,t € N.

Ako je broj n neparan, tada je NZD(n? — 1,n% + 1) = 2, pa je NZD(n3® — n,n® + n) = 2n. Broj 4,, ée
biti neparan ako i samo ako je 2n potpun kvadrat, Sto nije mogude jer je broj 2n djeljiv sa 2, a nije sa 4.
Dakle, broj 4,, je neparan ako i samo ako jen = (2t)?,t € N.

Sema bodovanja
e zaklju¢ak da je A4,, jednak broju brojeva koji dijele bar jedan od brojevan® — nin3 + n (2 boda)
e dokaz da brojevi n® + nin3 — n imaju paran broj djelilaca (2 boda)
o zakljutak daje A, = (n® —n) + t(n® + n) — 1(NZD(n® — n,n® + n)) (2 boda)
e rjeSavanje slucaja kada je n paran broj (2 boda)
e odbacivanje slucaja kada je n neparan broj (2 boda)



Zadatak 3. Neka je n = 2 prirodan broj. Dokazati da vrijedi identitet:

|[vn| + |¥n] + |Vn] + -+ |¥n] = llog, n] + llogs n] + [log, | + - + |log,, 1.
Napomena: Sa | x| ozna¢avamo najvedi cijeli broj koji nije veéi od x (npr. |3.14] = 3i|3] = 3).

Rjesenje 1:
Neka je |log, n| = m. Tada svi sabirci na desnoj strani pripadaju skupu {1,2, ..., m}. Te sabirke ¢emo
grupisati tako da su u svakoj grupi svi sabirci jednaki, a u razli¢itim grupama razliciti. Neka je j proizvoljan

brojiz skupa {1,2, ..., m}. Izratunajmo koliko ima sabiraka koji su jednaki j. Vrijedi sljededi niz ekvivalencija:
1 1 S 1
llogynl=j ©j<login<j+1 @j—<lognkS]—,<:>n1+1<kSnl e Tn<k

+1
<{n
Iz ovoga slijedi da je broj sabiraka koji su jednaki j jednak l%J - l”%]. Sada je

S
=n- [r\r/LT_l] +2([vn] = [¥n]) + 3(|¥n] = |Vn]) + -+ m(|™Vn] - [""Vn]) =
=n+Z[{/r_lJ —m-|™Vnl.

Dokazimo da je l%] =1 za sve j = m+ 1. Dovoljno je dokazati da je ["”WJ = 1. Pretpostavimo
suprotno. Tada je ™Vn =2, t. n>2™*, tj. log,n=>m+1=[log,n|+1, $to je ocigledna
kontradikcija (za svaki realan broj x vrijedi x < |x] + 1).

Konagno imamo Y _,log,n = }7L, l{/ﬁ] +tn—m=%", l{/ﬁ] + Xi=m+1 l{/ﬁ] =i l{/ﬁJ, Sto je i

trebalo dokazati.

Napomena: Slicno gornjem rjesenju, mogli su se grupisati elementi na lijevoj strani u grupe sa jednakim

vrijednostima, te na slican nacin dobiti trazena jednakost. Naime, kako vrijedi sljedeci niz ekvivalencija:
[Va|=k & k<sin<k+1 o KW<n<(k+1) o login<j<logn,

to je broj elemenata na lijevoj strani koji su jednaki k jednak |logy n| — |logi,1 n] (ovdje nam k €

{1,2,.., [\/ﬁ]}, te uzimamo konvenciju log; n = n). Sada se sumiranjem slicno kao u prvom rjeSenju

dobija traZeni identitet.

Sema bodovanja:
e izraCunavanje koliko ima sabiraka koji su jednaki j (4 boda), medutim ukoliko je to izracunato
samo za neko specifi¢no j (npr. j = 3) dobijaju se 2 boda. Svaki smislen pokusaj izracunavanja
koliko ima sabiraka koji su jednaki j vrednuje se jednim bodom.

e dobijanje jednakosti );}}_, log,n =n + Z}":Z IWJ -m- ["”WJ (3 boda)

e zavrSetak dokaza (3 boda)

Napomena: Sumiranje sa grupisanjem elemenata na lijevoj strani se boduje analogno.



RjeSenje 2:
Tvrdnju ¢emo dokazati koristeci princip matematicke indukcije. Oznacimo lijevu stranu sa L,,, a desnu sa
R,.Kako je L, = 1 = R,, tvrdnja vrijedi za n = 2. Neka sada tvrdnja vrijedi za n, tj. neka je L,, = R,,.
Posmatrajmo razliku L,,,; — L. Primijetimo da za k € {2,3, ..., n} vrijedi [%] = [k\/n + 1J, kad god broj
n + 1 nije k-ti stepen prirodnog broja. S druge strane, kada n + 1 jeste k-ti stepen prirodnog broja, tada
je ocito |¥/n| + 1 = |¥/n + 1|. Dakle, kada posmatramo sumu Ly, (bez posljednjeg ¢lana), broj &lanova
koji se povecaju za 1 u odnosu na L,, jednak je broju nadina da broj n + 1 zapiemo u obliku a, gdje su a
i k prirodni brojevi i vrijedi k = 2 (ne moramo postavljati uslov k < n jer je slu¢aj k > n nemogu¢ zbog
nejednakosti 2"t > n + 1). Kako pri tome u sumi L, 4, imamo dodatni ¢lan ["*V/n + 1] koji je jednak 1
(jer je 21 > n + 1), to je broj L,,4; — L,, jednak broju nacina da broj n + 1 zapisemo u obliku a¥, gdje
su a i k prirodni brojevi (u odnosu na prijasnje nacine, dodali smo jos jedan nadinzaa=n+1ik = 1).
Posmatrajmo sada razliku R,,41 — R,,. Primijetimo da za a € {2,3, ..., n} vrijedi |log, n| = |log,(n + 1)],
kad god brojn + 1 nije stepen broja a. S druge strane, kada brojn + 1 jeste stepen broja a, tada je oéito
llog, n| + 1 = [log,(n + 1)]. Dakle, u sumi R,,..; (bez posljednjeg ¢lana) je broj ¢lanova koji se povedaju
za 1 u odnosu na R,, jednak broju nacina da broj n + 1 zapi$emo u obliku a*, gdje su a i k prirodni brojevi
i vrijedi a < n. Kako u sumi R,,; imamo dodatni ¢lan |log,.,;(n + 1)] = 1, to je broj R,,+; — R, jednak
broju nacina da broj n + 1 zapi$emo u obliku a¥, gdje su a i k prirodni brojevi (u odnosu na ranije nacine
dodalismosamojoSnatinzaa=n+ 1,k = 1).
Dakle, vrijedi L,,41 — L, = R,4+1 — R, pa kako je po induktivnoj pretpostavci L, = R, to je L1 =
R, ;1. Ovim je dokaz zavrsen.
Napomena: Postoji i neinduktivna varijanta gornjeg rjeSenja. Naime, oznacimo sa X,, broj uredenih parova
(a, k) prirodnih brojeva ve¢ih od 1 takvih da je a* < n. Kako je a* < n ekvivalentno sa a < X, toje za
fiksno k € {2,3, ..., n} broj ovakvih parova (a, k) jednak | ¥/n| — 1 (oduzimamo 1 jer ne ra¢unamo rjesenje
a =1). Zbog toga je X, = 2=2([WJ —1)=L,—(n—1).(1) S druge strane, kako je a¥ <n
ekvivalentno sa k < log, n, to je za fiksno a € {2,3, ..., n} broj ovakvih parova (a, k) jednak |log, n] — 1
(oduzimamo 1 jer ne raCunamo rjeSenje k = 1). Zbog toga je X, = X"_,(llogon]—1) =R, —
(n—-1). (2)
Iz (1) i (2) oCigledno slijedi L,, = R, Sto je i trebalo dokazati.
Sema bodovanja:

e posmatranje razlika L,41 — L, i R,41 — R, i rjeSavanje zadatka matematickom indukcijom (1

bod)

e jednakosti [’Vr_zj = [’Vm] i [’{/r_lj +1= [’Vm], u zavisnosti dalijen 4+ 1 k-ti stepen (1 bod)

e zakljuéak daje L., — L, jednak broju parova (a, k) takvih da je a¥ = n + 1 (3 boda)

e jednakosti |log, n] = [log,(n + 1)] i |log, n| + 1 = |log,(n + 1)] u zavisnosti da li je n + 1

stepen broja k (1 bod)

e zaklju¢ak daje R,,; — R,, jednak broju parova (a, k) takvih da je a®* = n + 1 (3 boda)

e zavrSetak dokaza (1 bod)
Napomena: Za neinduktivno rjeSenje Sema je sli¢na. Prvi bod se dobija na posmatranje broja parova (a, k)
takvih da je a® < n. Po 4 boda nosi dobijanje relacija X,, = L, — (n — 1) i X,, = R, — (n — 1), pri ¢emu
1 od ta 4 boda nosi zakljucak koliko parova ima za fiksno k (ili fiksno a). Zavrsetak dokaza nosi 1 bod.



Zadatak 4. Trapez ABCD (AB |l CD) je upisan u kruznicu k. KruZnice upisane u trouglove ABD i ACD
dodiruju osnovice trapeza AB i CD u tatkama P i Q, respektivno. Tatke X i Y su sredine lukova AB i CD

kruznice k koji ne sadrZe tacke D i A, respektivno. Dokazati da se prave XP i YQ sijeku na kruznici k.

Y

Rjesenje 1:

Neka su M i N sredine osnovica trapeza ABCD. Kako je
trapez ABCD tetivni, to je on jednakokraki, pa tacke
X,M, N,Y pripadaju simetrali stranice AB (Sto je ujedno
i simetrala stranice CD). Kako je XY precnik kruznice k,

da bi se prave XP i YQ sijekle na kruZnici k, dovoljno je
da vrijedi £QYX + £PXY = 90°. Primijetimo da je za to
dovoljno da pravougli trouglovi QNY i PMX budu sli¢ni,
tj. da vrijedi & = 2X j QN - MP = MX - NY.
NY ~— MP
Imamo MP = AM — AP =22 — 22222200 = 2220
AC;AD = % — w = NQ. Kako je BM visina
pravouglog trougla MBY, to je BX? = XM - XY, tj.
2 2

xMm =52 Analognojei YN = ﬁ, pajeXM-YN =

Xy XYy

BX2%-CY? L .BD—-AD  BX-CY
Dakle, dovoljno je dokazati S =

xyz xy
Neka je XY = 2R precnik kruznice k. Tada je iz sinusne
teoreme BD = 2R - sin2BAD ,AD = 2R -sin£ZABD, X
BX = 2R -sin4ZBDX = 2R - sin LBZDA, CY =2R- sin#. Nakon uvrstavanja, potrebno je dokazati
sin ABAD;Sin £ABD — sin 4BDA sin ACZAD (*) Kako je sinx-siny — sin?- cos x42-_y' to je

SinABAD;SinLABD =i ABAD;AABD . SLBAD-;LABD . (1) Kako je ZABD = LBAC, to je /BAD —

LABD = £BAD — £BAC = £DAC, pa je sin 22222480 —

2BAD + £ABD + £BDA = 180°to je

ABAD+LAZBD+ABDA — 900' pa je coS LBAD;-LABD = sin LBZDA . (3) Iz (1)' (2) i (3) S|IJEC|I (*)

sin LCZAD .(2) S druge strane, kako je

Sema bodovanja:

oy . . QN _ MX .

e zaklju¢ak da je dovoljno dokazati = (3 boda), i to:
o zakljucak da je dovoljno da vrijedi £QYX + 2PXY = 90° (1 bod)
o zakljucak da je dovoljno dokazati slicnost trouglova YQN i PMX (1 bod)
o zapisivanje odnosa kojeg je potrebno dokazati (1 bod)

_apn2
e dokazdaje PM:-QN = (#) (1 bod)

2, 2
22 (2 boda)

e svodenje zadatka na dokazivanje jednakosti (*) (2 boda)

e dokazdajeXM-YN =

e zavrSetak dokaza (2 boda)



Rjesenje 2:

Neka su I i J redom centri kruZnica upisanih u trouglove ABD i ACD. Kao u prvom rjeSenju zaklju¢ujemo
da je trapez jednakokraki i da je XY precnik kruznice k. Kako sui AJ i AY simetrale ugla £DAC, to su tacke
A,],Y kolinearne. Analogno su tacke D, I, X kolinearne. Poznato je (i lako se dokazuje) da je XA = XI i

Y] =YD, pa kako je £DY] = £DYA = £DXA = £IXA, to su trouglovi AXI i DJY sli¢ni. Dalje, kako su

prave AB i CD paralelne, to je £BAD + 2CDA = 180°, tj. M = 90°, odakle je QD] = LCZDA =
90° — 22 = 90° — £BAI = ZAIP, te analogno i ZIAP = £DJQ, $to znati da su tatke P i Q

odgovarajuce tacke u ovim sliénim trouglovima. Primijetimo takoder da su pomenuti trouglovi isto

orijentisani te da imaju okomite stranice (na primjer, DX je unutrasnja, a DY vanjska simetrala ugla ZADB,
pa su okomite). Kako su P i Q odgovarajuce tacke u ovim trouglovima, to je XP okomito na YQ, odakle
slijedi da njihov presjek pripada kruznici sa pre¢nikom XY, tj. kruznici k, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e zaklju¢ak da su trouglovi AXI i DJY sli¢ni (1 bod)

o zaklju¢ak da ovi trouglovi imaju okomite stranice (2 boda), pri ¢emu se ovi bodovi dobijaju samo
ukoliko je ta tvrdnja navedena u kontekstu sli¢nosti trouglova (na primjer, zakljucci DY okomito
na DX i AX okomito na AY sami za sebe ne nose bodove)

e zaklju¢ak da su tacke P i Q odgovarajuce u ovim trouglovima (4 boda)

e zavrSetak dokaza (3 boda)



Rjesenje 3:

Dokazimo najprije sljedeéu lemu, iz koje ¢e lako slijediti tvrdnja zadatka:

Lema: Neka upisana kruznica trougla ABC dodiruje stranicu AB u D, te neka
je S sredina luka AB opisane kruznice w trougla ABC na kojem nije tacka C.
KruZnica ¥ dodiruje pravu AB u D i kruZnicu w u T, tako da T pripada luku
ACB. Tada su tatke T,D, S kolinearne, te prava kroz C paralelna sa AB
dodiruje kruznicu .

Dokaz: Primijetimo da homotetija u T koja slika kruznicu i u w, slika pravu
AB u njoj paralelnu tangentu. Medutim, ta paralelna tangenta dodiruje w u
S, pa se tom homotetijom D slika u S. Dakle, tacke T, D, S su kolinearne. Za
drugi dio leme dovoljno je dokazati da je precnik kruznice i jednak h, gdje

je h duzina visine iz C trougla ABC. Koeficijent pomenute homotetije je %,

pa je dovoljno dokazati da vrijedi % = % (%), gdje je R poluprecnik kruznice

w. Kako je £ATS = £ACS = £BCS = £BAS, to je SA tangenta na opisanu
kruznicu trougla ADT, paje SA? = SD - ST. S druge strane, iz potencije tacke

T SA?

D na kruznicu w vrijedi AD - BD = SD - DT. Dijeljem posljednje dvije relacije dobijamo ;—D = D.(l)
Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC, r poluprecnik te kruznice, I, centar pripisane kruZnice
trougla ABC, r¢ poluprecnik te kruznice, a E tacka u kojoj ta kruznica dodiruje AB. Jednostavno se dobija
da su trouglovi ADI i AEI sli¢ni, odakle je r -1 = ID - I.E = AD - AE = AD - BD.(2) S druge strane,

ako je M sredina stranice AB, a K tacka dijametralno suprotna S na w, tada se lako dobija SB?> = SM -

SK = SM - 2R (3) Uvrstavajuéi (2) i (3) u (1), a zatim to u (*), dobijamo da je dovoljno dokazati % = g,
C
Sto je ekvivalentno sa % = % = %, gdje je F presjek CS i AB. Medutim, kako je iz teoreme o simetrali

cl _BC _. .. . . .. .SA_BC .. . y
ugla o pp i slicnosti trouglova AFS i BFC vrijedi 75 = pp Cime je dokaz leme zavrsen.

Vratimo se sada rjeSavanju zadatka. Ako prave XP i YQ sijeku k u tatkama T; i T,, primijetimo da
kruznice p iz leme za trouglove ABD i ACD dodiruju k u T; i T,, redom, te da obje te kruznice dodiruju
AB i CD. Medutim, postoji samo jedna kruznica koja dodiruje prave AB i CD te kruZnicu k iznutra na
luku AD, pa se tacke Ty i T, poklapaju, Sto pokazuje da se prave XP i YQ sijeku na k, $to je i trebalo
dokazati.

Sema bodovanja:
e zakljucak da kruZnica koja dodiruje AB u P i kruznicu k prolazi kroz presjek prave XP sa
kruznicom k (1 bod)
e zakljucak da je dovoljno dokazati da ta kruznica dodiruje pravu CD (2 boda)

e zakljucak da je dovoljno da poluprecnik te kruznice bude h (1 bod)
SAZ
AD-BD

o svodenje dokaza leme na nesto Sto ne zavisi od tacke T, npr. na jednakost % (3 boda)

e zavrSetak dokaza (3 boda)



Zadatak 5. U ravni su date 2023 prave od kojih nikoje dvije nisu paralelne i ne postoje tri prave koje se
sijeku u istoj tacki. Ove linije dijele ravan na odreden broj disjunktnih regiona. Dokazati da ima najmanje
1348 trouglova medu tim regionima.

Rjesenje:

Neka je P skup svih tacaka presjeka datih pravih i neka je T skup svih trouglova koji nastaju particijom ravni
na regione pomocu datih 2023 pravih. Treba pokazati da skup T ima bar 1348 elemenata.

Svaka prava dijeli ravan na dva dijela (otvorene poluravni) koje éemo zvati stranama prave (sama prava ne
pripada niti jednoj svoj strani). Imamo ukupno 2 - 2023 = 4046 parova (p, a), pri ¢emu je p jedna od
datih 2023 pravih i a strana od p. Uzmimo jedan takav par (p, @) i pretpostavimo da a sadrzi bar jednu
tacku iz skupa P. Od svih tacCaka iz skupa P koje se nalaze u a oznacimo sa A onu koja je najbliza pravoj p.
Postoje dvije prave p; i p, iz skupa P koje prolaze tatkom A. Neka je {B} =p Nnp, i {C} =p Np,. Tada
trougao ABC lezi u skupu T. Naime, u suprotnom bi bar jedna od nasih 2023 pravih imala tacku unutar
trougla ABC i onda bi ona sijekla ili stranicu AB ili stranicu AC. Tacka presjeka bi tada bila u skupu P i bila
bi bliza pravoj p od tacke 4, sto je kontradikcija sa izborom tacke A.

Znaci, svakom paru (p, @) takvom da a sadrzi tacku iz P mozemo pridruZiti trougao iz T ¢ija jedna stranica
lezi na pravoj p i jedan vrh se nalazi u . Svaki trougao iz T je pridruZen najvise tri para (p, a). Odatle slijedi

daje |T| = g, pri ¢emu smo sa |T| oznadili broj elemenata skupa T, a N je broj parova (p, @) takvih da je

p jedna od nase 2023 prave i « je ona strana prave p koja sadrZi tacku iz skupa P.

Tvrdimo da postoje najvise dva para (p, a) takva da a ne sadrzi tacku iz P. DokaZimo to. Za svaku pravu p
bar jedna od njenih strana ima tacaka iz P. Posmatrajmo sada bilo koje tri date prave p4, p,, p3- Neka je p
Cetvrta pravainekasu{4;} = p N p;, i = 1,2,3. Pretpostavimo da A, leziizmedu A, i A3 na pravoj p. Tada
su tacke A4 i Az iz P i leZe sa razliCitih strana prave p,. Ovim smo dokazali da medu bilo koje tri prave bar
jedna od njih ima tacaka iz P sa obje svoje strane. Dakle, postoje najviSe dvije od nasih pravih koje nemaju
tacaka iz P sa obje svoje strane, Sto smo i Zeljeli dokazati.

Dakle, N > 4046 — 2 = 40441 |T| > 2= = 1348, }to je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e dokaz daza sve (p, @) takve da postoji tacka iz P u a postoji trougao sa stranicom na p (5 bodova)
e dokaz da postoje najvise dva para (p, @) takva da a ne sadrzi tacku iz P (3 boda)

e zavrSetak dokaza (2 boda)

Napomena: Ukoliko ucenik pokuSava dokazati tvrdnju slicnu prvoj stavci (tj. ukoliko pokusava za svaku
pravu pronaci dva trougla), dobija bod samo ukoliko nema drugih bodova na zadatku. Ako uéenik svede
zadatak na dokazivanje druge stavke (tj. ako pokaZe da je dovoljno da ona vrijedi), dobija 54+ 2 =7

bodova.



IV RAZRED

Zadatak 1. Dat je niz {a, },,ey pozitivnih realnih brojeva koji imaju osobinu da za sve n > 2 vrijedi da je
(n + 1)% = n% -1, Odrediti vrijednosti od n za koje je a, < %.
Rjesenje:

Logaritmiranjem date jednakosti dobijemo

Inn

(n+ 1% =n1 & a, In(n+1) = a1 Innea, =a,_4 m,

za svaki prirodan brojn > 2. Odavde lako zaklju¢ujemo da je

Inn Inn—-1) Inn In(n—-1) In 2

=ty ™2 e I+ D e+ P+ 1)

Sada imamo da vrijedi

In2
a, = aq ln(n—+1) = aq lOg(n+1) 2.

Kako je a; > 0, imamo

a, S alogmen 2 <=3

<7523 = logmin 2 <3573

a,
2023 2023
1
©2<(n+1)2083 22028 < n+1 e 22028 <,
Dakle, nejednakost vrijedi za sve prirodne brojeve n takve da je n > 22923,

Sema bodovanja:

e |ogaritmiranje i dobijanjejednakosti a, = a”‘llnz—:ll)

(5 bodova)

ili njoj analogne po drugoj bazi (1 bod)

* zakljucakdajea, = ay ——- ( +1)

* a, = a,l0gey1)2(2boda)

e dokazdajea,

)



Zadatak 2. Neka je A tacka u ravni i neka tri prave koje prolaze kroz tu tacku dijele ravan na 6 oblasti. U
svakoj od tih oblasti dato je po 5 tacaka. Poznato je da nikoje tri od svih ovih 30 tacaka u datim oblastima
nisu kolinearne. Dokazati da postoji bar 1000 trouglova ciji vrhovi su tacke iz ovih oblasti takvi da tacka A
lezi ili u unutrasnjosti ili na stranici trougla.

Rjesenje:
Oznacimo oblasti sa 04, 0,, ..., O cikli¢no. Podijelimo trouglove u dvije kategorije:

1) One ¢iji vrhovi leZze u oblastima (04, 03, 05) ili (04, 04, 0¢) (po jedan u svakoj oblasti). Lako se
vidi da svaki od ovih trouglova sadrzi tacku A. Broj nacina na koji moZzemo izabrati ove tacke
jednak je

2-(5)° = 250.
1

2) One cije su dvije tacke u suprotnim oblastima, tj. u oblastima (Oi, Oj) takvimdaje|i —j| =3
(primijetimo da ovi trouglovi nisu brojani u prethodnom slucaju). Neka su tacke Bi C u
suprotnim oblastima, npr. O i O,. Ako je tacka A sa one strane prave BC sa koje su i oblasti 4, i
Az, tada bilo koji trougao BCD takav da D € A, U Aj; sigurno sadrzi tacku A. Sli¢no, ako je tacka
A sa one strane prave BC sa koje su i oblasti A, i As, tada bilo koji trougao BCD takavda D €
A, U Aj sadrii tacku A. Postoji najmanje 10 nacina da izaberemo ove tacke iz dvije oblasti koje
zadovoljavaju uslov. Ukupan broj nacina iznosi

5\2 _
3-10-(3)" = 750.
Dakle, postoji najmanje 1000 trouglova koji zadovoljavaju uslove zadatka.
Sema bodovanja:

e dobijanje broja nacina u slucaju 1) (3 boda)
e dobijanje broja nacina u slu¢aju 2) (7 bodova)



Zadatak 3. Neka je n = 2 prirodan broj. Dokazati da vrijedi identitet:

|[vn| + |¥n] + |Vn] + -+ |¥n] = llog, n] + llogs n] + [log, | + - + |log,, 1.
Napomena: Sa | x| ozna¢avamo najvedi cijeli broj koji nije veéi od x (npr. |3.14] = 3i|3] = 3).

Rjesenje 1:
Neka je |log, n| = m. Tada svi sabirci na desnoj strani pripadaju skupu {1,2, ..., m}. Te sabirke ¢emo
grupisati tako da su u svakoj grupi svi sabirci jednaki, a u razli¢itim grupama razliciti. Neka je j proizvoljan

brojiz skupa {1,2, ..., m}. Izratunajmo koliko ima sabiraka koji su jednaki j. Vrijedi sljededi niz ekvivalencija:
1 1 S 1
llogynl=j ©j<login<j+1 @j—<lognkS]—,<:>n1+1<kSnl e Tn<k

+1
<{n
Iz ovoga slijedi da je broj sabiraka koji su jednaki j jednak l%J - l”%]. Sada je

S
=n- [r\r/LT_l] +2([vn] = [¥n]) + 3(|¥n] = |Vn]) + -+ m(|™Vn] - [""Vn]) =
=n+Z[{/r_lJ —m-|™Vnl.

Dokazimo da je l%] =1 za sve j = m+ 1. Dovoljno je dokazati da je ["”WJ = 1. Pretpostavimo
suprotno. Tada je ™Vn =2, t. n>2™* tj. log,n=>m+1=[log,n|+1, $to je ocigledna
kontradikcija (za svaki realan broj x vrijedi x < |x] + 1).

Konagno imamo Y _,log,n = }7L, l{/ﬁ] +tn—m=%", l{/ﬁ] + Xi=m+1 l{/ﬁ] =i l{/ﬁJ, Sto je i

trebalo dokazati.

Napomena: Slicno gornjem rjesenju, mogli su se grupisati elementi na lijevoj strani u grupe sa jednakim

vrijednostima, te na slican nacin dobiti trazena jednakost. Naime, kako vrijedi sljedeci niz ekvivalencija:
[Va|=k & k<sin<k+1 o KW<n<(k+1) o login<j<logn,

to je broj elemenata na lijevoj strani koji su jednaki k jednak |log; n| — |logi,1 1] (ovdje nam k €

{1,2,.., [\/ﬁ]}, te uzimamo konvenciju log; n = n). Sada se sumiranjem slicno kao u prvom rjeSenju

dobija traZeni identitet.

Sema bodovanja:
e izraCunavanje koliko ima sabiraka koji su jednaki j (4 boda), medutim ukoliko je to izracunato
samo za neko specifi¢no j (npr. j = 3) dobijaju se 2 boda. Svaki smislen pokusaj izracunavanja
koliko ima sabiraka koji su jednaki j vrednuje se jednim bodom.

e dobijanje jednakosti );}}_, log,n =n + Z}":Z IWJ -m- ["”WJ (3 boda)

e zavrSetak dokaza (3 boda)

Napomena: Sumiranje sa grupisanjem elemenata na lijevoj strani se boduje analogno.



RjeSenje 2:
Tvrdnju ¢emo dokazati koristeci princip matematicke indukcije. Oznacimo lijevu stranu sa L,,, a desnu sa
R,.Kako je L, = 1 = R,, tvrdnja vrijedi za n = 2. Neka sada tvrdnja vrijedi za n, tj. neka je L,, = R,,.
Posmatrajmo razliku L,,,; — L. Primijetimo da za k € {2,3, ..., n} vrijedi [%] = [k\/n + 1J, kad god broj
n + 1 nije k-ti stepen prirodnog broja. S druge strane, kada n + 1 jeste k-ti stepen prirodnog broja, tada
je ocito |¥/n| + 1 = |¥/n + 1|. Dakle, kada posmatramo sumu Ly, (bez posljednjeg ¢lana), broj &lanova
koji se povecaju za 1 u odnosu na L,, jednak je broju nadina da broj n + 1 zapiemo u obliku a, gdje su a
i k prirodni brojevi i vrijedi k = 2 (ne moramo postavljati uslov k < n jer je slu¢aj k > n nemogu¢ zbog
nejednakosti 2"t > n + 1). Kako pri tome u sumi L,,, imamo dodatni ¢lan ["*V/n + 1] koji je jednak 1
(jer je 21 > n + 1), to je broj L,,4; — L,, jednak broju nacina da broj n + 1 zapisemo u obliku a¥, gdje
su a i k prirodni brojevi (u odnosu na prijasnje nacine, dodali smo jos jedan nadinzaa=n+1ik = 1).
Posmatrajmo sada razliku R,,41 — R,,. Primijetimo da za a € {2,3, ..., n} vrijedi |log, n| = |log,(n + 1)],
kad god brojn + 1 nije stepen broja a. S druge strane, kada brojn + 1 jeste stepen broja a, tada je oéito
llog, n| + 1 = [log,(n + 1)]. Dakle, u sumi R,,..; (bez posljednjeg ¢lana) je broj ¢lanova koji se povedaju
za 1 u odnosu na R,, jednak broju nacina da broj n + 1 zapi$emo u obliku a*, gdje su a i k prirodni brojevi
i vrijedi a < n. Kako u sumi R,,; imamo dodatni ¢lan |log,.,;(n + 1)] = 1, to je broj R,,+; — R, jednak
broju nacina da broj n + 1 zapi$emo u obliku a¥, gdje su a i k prirodni brojevi (u odnosu na ranije nacine
dodalismosamojoSnatinzaa=n+ 1,k = 1).
Dakle, vrijedi L,,41 — L, = R,4+1 — R, pa kako je po induktivnoj pretpostavci L, = R, to je L1 =
R, ;1. Ovim je dokaz zavrsen.
Napomena: Postoji i neinduktivna varijanta gornjeg rjeSenja. Naime, ozna¢imo sa X,, broj uredenih parova
(a, k) prirodnih brojeva vec¢ih od 1 takvih da je a* < n. Kako je a* < n ekvivalentno sa a < n, toje za
fiksno k € {2,3, ..., n} broj ovakvih parova (a, k) jednak | ¥/n| — 1 (oduzimamo 1 jer ne ra¢unamo rjesenje
a =1). Zbog toga je X, = 2=2([WJ —1)=L,—(n—1).(1) S druge strane, kako je a¥ <n
ekvivalentno sa k < log, n, to je za fiksno a € {2,3, ..., n} broj ovakvih parova (a, k) jednak |log, n] — 1
(oduzimamo 1 jer ne raCunamo rjesenje k = 1). Zbog toga je X, =X"_,(llogon]—1) =R, —
(n—-1). (2)
Iz (1) i (2) ocigledno slijedi L,, = R, Sto je i trebalo dokazati.
Sema bodovanja:

e posmatranje razlika L,41 — L, i R,41 — R, i rjeSavanje zadatka matematickom indukcijom (1

bod)

e jednakosti [’Vr_zj = [’Vm] i [’{/r_lj +1= [’Vm], u zavisnosti dalijen 4+ 1 k-ti stepen (1 bod)

e zakljuéak daje L., — L, jednak broju parova (a, k) takvih da je a¥ = n + 1 (3 boda)

e jednakosti |log, n] = [log,(n + 1)] i |log, n| + 1 = |log,(n + 1)] u zavisnosti da li je n + 1

stepen broja k (1 bod)

e zaklju¢ak daje R,,; — R, jednak broju parova (a, k) takvih da je a®* = n + 1 (3 boda)

e zavrSetak dokaza (1 bod)
Napomena: Za neinduktivno rjeSenje Sema je sli¢na. Prvi bod se dobija na posmatranje broja parova (a, k)
takvih da je a® < n. Po 4 boda nosi dobijanje relacija X,, = L, — (n — 1) i X,, = R, — (n — 1), pri ¢emu
1 od ta 4 boda nosi zakljucak koliko parova ima za fiksno k (ili fiksno a). ZavrSetak dokaza nosi 1 bod.



Zadatak 4. Trapez ABCD (AB |l CD) je upisan u kruznicu k. KruZnice upisane u trouglove ABD i ACD
dodiruju osnovice trapeza AB i CD u tatkama P i Q, respektivno. Tatke X i Y su sredine lukova AB i CD

kruznice k koji ne sadrZe tacke D i A, respektivno. Dokazati da se prave XP i YQ sijeku na kruznici k.

Y

Rjesenje 1:

Neka su M i N sredine osnovica trapeza ABCD. Kako je
trapez ABCD tetivni, to je on jednakokraki, pa tacke
X,M, N,Y pripadaju simetrali stranice AB (Sto je ujedno
i simetrala stranice CD). Kako je XY precnik kruznice k,

da bi se prave XP i YQ sijekle na kruznici k, dovoljno je
da vrijedi £QYX + £PXY = 90°. Primijetimo da je za to
dovoljno da pravougli trouglovi QNY i PMX budu sli¢ni,
tj. da vrijedi & = 2X j QN - MP = MX - NY.
NY ~— MP
Imamo MP = AM — AP =22 — 22222200 = 2220
AC;AD = % — w = NQ. Kako je BM visina
pravouglog trougla MBY, to je BX? = XM - XY, tj.
2 2

xMm =52 Analognojei YN = ﬁ, pajeXM-YN =

Xy XYy

BX2%-CY? L .BD—-AD  BX-CY
Dakle, dovoljno je dokazati S =

xyz xy
Neka je XY = 2R precnik kruznice k. Tada je iz sinusne
teoreme BD = 2R - sin2BAD ,AD = 2R -sin£ZABD, X
BX = 2R -sin4ZBDX = 2R - sin LBZDA, CY =2R- sin#. Nakon uvrstavanja, potrebno je dokazati
sin ABAD;Sin £ABD — sin 4BDA sin ACZAD (*) Kako je sinx-siny — sin?- cos x42-_y' to je

SinABAD;SinLABD =i ABAD;AABD . SLBAD-;LABD . (1) Kako je ZABD = LBAC, to je /BAD —

LABD = £BAD — £BAC = £DAC, pa je sin 22222480 —

2BAD + £ABD + £BDA = 180°to je

ABAD+LAZBD+ABDA — 900' pa je coS LBAD;-LABD = sin LBZDA . (3) Iz (1)' (2) i (3) S|IJEC|I (*)

sin LCZAD .(2) S druge strane, kako je

Sema bodovanja:

oy . . QN _ MX .

e zaklju¢ak da je dovoljno dokazati = (3 boda), i to:
o zakljucak da je dovoljno da vrijedi £QYX + 2PXY = 90° (1 bod)
o zakljucak da je dovoljno dokazati slicnost trouglova YQN i PMX (1 bod)
o zapisivanje odnosa kojeg je potrebno dokazati (1 bod)

_apn2
e dokazdaje PM:-QN = (#) (1 bod)

2, 2
22 (2 boda)

e svodenje zadatka na dokazivanje jednakosti (*) (2 boda)

e dokazdajeXM-YN =

e zavrSetak dokaza (2 boda)



Rjesenje 2:

Neka su I i J redom centri kruZnica upisanih u trouglove ABD i ACD. Kao u prvom rjeSenju zaklju¢ujemo
da je trapez jednakokraki i da je XY precnik kruznice k. Kako sui AJ i AY simetrale ugla £DAC, to su tacke
A,],Y kolinearne. Analogno su tacke D, I, X kolinearne. Poznato je (i lako se dokazuje) da je XA = XI i

Y] =YD, pa kako je £DY] = £DYA = £DXA = £IXA, to su trouglovi AXI i DJY sli¢ni. Dalje, kako su

prave AB i CD paralelne, to je £BAD + 2CDA = 180°, tj. M = 90°, odakle je QD] = LCZDA =
90° — 22 = 90° — £BAI = ZAIP, te analogno i ZIAP = £DJQ, $to znati da su tatke P i Q

odgovarajuce tacke u ovim sliénim trouglovima. Primijetimo takoder da su pomenuti trouglovi isto

orijentisani te da imaju okomite stranice (na primjer, DX je unutrasnja, a DY vanjska simetrala ugla ZADB,
pa su okomite). Kako su P i Q odgovarajuce tacke u ovim trouglovima, to je XP okomito na Y(, odakle
slijedi da njihov presjek pripada kruznici sa pre¢nikom XY, tj. kruznici k, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e zaklju¢ak da su trouglovi AXI i DJY sli¢ni (1 bod)

o zaklju¢ak da ovi trouglovi imaju okomite stranice (2 boda), pri cemu se ovi bodovi dobijaju samo
ukoliko je ta tvrdnja navedena u kontekstu sli¢nosti trouglova (na primjer, zakljucci DY okomito
na DX i AX okomito na AY sami za sebe ne nose bodove)

e zaklju¢ak da su tacke P i Q odgovarajuce u ovim trouglovima (4 boda)

e zavrSetak dokaza (3 boda)



Rjesenje 3:

Dokazimo najprije sljedeéu lemu, iz koje ¢e lako slijediti tvrdnja zadatka:

Lema: Neka upisana kruznica trougla ABC dodiruje stranicu AB u D, te neka
je S sredina luka AB opisane kruznice w trougla ABC na kojem nije tacka C.
KruZnica ¥ dodiruje pravu AB u D i kruZnicu w u T, tako da T pripada luku
ACB. Tada su tatke T,D, S kolinearne, te prava kroz C paralelna sa AB
dodiruje kruznicu .

Dokaz: Primijetimo da homotetija u T koja slika kruznicu i u w, slika pravu
AB u njoj paralelnu tangentu. Medutim, ta paralelna tangenta dodiruje w u
S, pa se tom homotetijom D slika u S. Dakle, tacke T, D, S su kolinearne. Za
drugi dio leme dovoljno je dokazati da je precnik kruznice i jednak h, gdje

je h duzina visine iz C trougla ABC. Koeficijent pomenute homotetije je %,

pa je dovoljno dokazati da vrijedi % = % (%), gdje je R poluprecnik kruznice

w. Kako je £ATS = £ACS = £BCS = £BAS, to je SA tangenta na opisanu
kruznicu trougla ADT, paje SA? = SD - ST. S druge strane, iz potencije tacke

T SA?

D na kruznicu w vrijedi AD - BD = SD - DT. Dijeljem posljednje dvije relacije dobijamo ;—D = D.(l)
Neka je I centar upisane kruZnice trougla ABC, r poluprec¢nik te kruznice, I, centar pripisane kruZnice
trougla ABC, r¢ poluprecnik te kruznice, a E tacka u kojoj ta kruznica dodiruje AB. Jednostavno se dobija
da su trouglovi ADI i AEI sli¢ni, odakle je r -1 = ID - I.E = AD - AE = AD - BD.(2) S druge strane,

ako je M sredina stranice AB, a K tacka dijametralno suprotna S na w, tada se lako dobija SB?> = SM -

SK = SM - 2R (3) Uvrstavajuéi (2) i (3) u (1), a zatim to u (*), dobijamo da je dovoljno dokazati % = g,
C
Sto je ekvivalentno sa % = % = %, gdje je F presjek CS i AB. Medutim, kako je iz teoreme o simetrali

cl _BC _. .. . . .. .SA_BC .. . y
ugla o pp i slicnosti trouglova AFS i BFC vrijedi 75 = pp Cime je dokaz leme zavrsen.

Vratimo se sada rjeSavanju zadatka. Ako prave XP i YQ sijeku k u tatkama T; i T,, primijetimo da
kruznice p iz leme za trouglove ABD i ACD dodiruju k u T; i T,, redom, te da obje te kruznice dodiruju
AB i CD. Medutim, postoji samo jedna kruZnica koja dodiruje prave AB i CD te kruZnicu k iznutra na
luku AD, pa se tacke Ty i T, poklapaju, Sto pokazuje da se prave XP i YQ sijeku na k, $to je i trebalo
dokazati.

Sema bodovanja:
e zakljucak da kruZnica koja dodiruje AB u P i kruznicu k prolazi kroz presjek prave XP sa
kruznicom k (1 bod)
e zakljucak da je dovoljno dokazati da ta kruZnica dodiruje pravu CD (2 boda)

e zakljucak da je dovoljno da poluprecnik te kruznice bude h (1 bod)
SAZ
AD-BD

o svodenje dokaza leme na nesto Sto ne zavisi od tacke T, npr. na jednakost % (3 boda)

e zavrSetak dokaza (3 boda)



Zadatak 5. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj (2n + 1)2™ — 1 djeljiv sa n!.
Rjesenje:
Sa v, (x) ¢emo oznacavati najveci stepen broja 2 koji dijeli prirodan broj x, tj. takav cijeli broj s da vrijedi
25|x i 25t } x. DokaZimo najprije sljede¢u lemu:
Lema: Neka je a neparan prirodan broj, a k paran prirodan broj. Tada je
vz(ak — 1) =v,(a—1)+vy,(a+1)+vy(k) —1.

Dokaz: Neka je k = 25m, pri éemu je m neparan brojis = 1. Primijetimo najprije da je

a¥—1=a?"-1=(@" - 1@+ 1)@ +1) - (azs_lm +1). ()
Ako je b neparan cijeli broj, onda je b? + 1 paran broj ali nije djeljiv sa 4. Odavde slijedi da je

v, (@™ +1)=1zasvei=12,..,5 - 1.(1)

Dalje, kako je m neparan broj, onda je 1 + a + a? + --- + a™~! takoder neparan broj. Kako je

(@™ —1) =v((a—DA+a+a?+-+a™1)) =v,(a—1). (2)
Sli¢no je

v(@™+1)=v,(a+1). (3)

Iz (%), (1), (2) i (3) slijedi tvrdnja leme (jer je v, (k) = s).

Koriste¢i lemu zaa = 2n + 1i k = 2n, dobijamo v,((2n + 1)?* — 1) = 2v,(n) + v,(n + 1) + 2.

Ako je n > 9 neparan broj, tada je v,(n!) = EJ + EJ + EJ + 2 n7_1+nT_3 + %7 = gn — % = g(n +
1) — 3, akako je v,((2n + 1)?" — 1) = v,(n + 1) + 2, pa da bi vrijedila tvrdnja zadatka mora vrijediti
%(n +1) <v,(n+ 1)+ 5.Nekajen + 1 = 2t - m, gdje je m neparan broj i t > 1. Tada vrijedi %- 2t
m<t+51.7-2"-m < 8(t+5). Medutim, kako je 7 - 2t > 8(t + 5) za t > 4 (lako se dokazuje
matematickom indukcijom), to je t < 3, odakle jeg(n + 1) < 8, 5to je nemogucde zan = 9. Direktnom

provjerom dobijamo dan = 1,3,5 jesu rjesenja, dok n = 7 nije (3 + 151¢ — 1).

Neka je sada  paran broj, te neka jen = 2'm, pri éemu je m neparan brojit > 1. Sada je v,(n!) =

EJ + EJ + lg] + > 2071 42872 4 .4+ 1 = 28 — 1. S druge strane, sada je v, ((2n + 1)?" — 1) =

2t + 2, pa mora vrijediti 2t < 2t + 3. Medutim, posljednja nejednakost ne vrijedizat > 4, pajet < 3,
odakle je v,((2n + 1)?™ — 1) < 8. Medutim, kako je ve¢ v,(12!) = 10, to mora vrijeditin < 10.
Direktnom provjerom dobijamo dan = 2in = 6 jesu rjedenja (zan = 6 je broj 13'? — 1 djeljivsa 16,9 i
5, pa je djeljivisa 720 = 6!). S druge strane, n = 4,n = 8 in = 10 nisu rjeSenja (razlozi su redom: 3 }
98 — 1,7 417 —1,3 4212 — 1). Dakle, n € {1,2,3,5,6}.

Napomena: Lema iz zadatka je LTE (Lifting The Exponent) lema za slucaj p = 2 i paran eksponent. Nije
obavezno dokazivati lemu ako je navedeno da je to LTE lema za slu¢aj p = 2 i paran eksponent.



Sema bodovanja:

Navodenje i dokaz leme (3 boda), ovi bodovi se mogu osvojiti ako se v, ((2n + 1)2" — 1)
procijeni bilo kojom funkcijom f(n) koja je asimptotski manja od n (tj. lim % =0)
n—oo

procjena v,(n!) = ¢ n za neku konstantu ¢ (2 boda), navodenje formule za v, (n!) je 1 bod
dobijanje ogranicenjan < C za bilo koju konstantu € < 30 (4 boda), pri ¢emu ucenik dobija 1 od
4 boda ukoliko samo intuitivno razumije da n ne moze biti veliko, ali ne zna to dokazati

provjera malih slu¢ajeva (1 bod), ovaj bod se dobija samo ako uéenik ima ogranicenjen < C



Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika | razreda

Rang Ime i prezime Skola 1|2 |3 | 4| 5 | Ukupno
VK Adnan Osmi¢ 0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo 10 | 10 | 10 | 10 | 10 50
1 Faruk Demirovic¢ Richmond Park ISS Sarajevo 9 |10 8 | 8 1 36
2 Amila Pasi¢ Gimnazija "MeSa Selimovi¢" Tuzla 7 110 3 |10| 5 35
3 Helena Dizdarevié Druga gimnazija Sarajevo 9 |10 2 |10| O 31
4 Danis Begovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 7 (10| 1 10| O 28
5 Nada HadZiabdi¢ Prva BoSnjacka gimnazija Sarajevo 7 {1010 0 | O 27
5 Adrian Misic¢ Druga gimnazija Sarajevo 711019 |0 27
7 Nedim Beganovic JU "Gimnazija" Cazin 510 |10| 8| 0 23
7 NedZma Durovic Druga gimnazija Sarajevo 3 (102 |8 ]| 0 23
9 Emir SalCinovic¢ Treca gimnazija Sarajevo 8|0 |2 |17 18
10 Aron Arslan Druga gimnazija Sarajevo 9 0 1 0| 4 14
11 Maximilian Jelaci¢ KSC "Sv. Josip" Sarajevo 4 | 00| 2|5 11
11 Emina Hodzi¢ SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica 712 |1)|1]0 11
11 Harun Mesi¢ Druga gimnazija Sarajevo 3/0|2]|0]|6 11
11 Ahmed Krdzi¢ Gazi Husrev-begova medresa u Sarajevu 713 1|10]|0 11
11 Rijad Grabus SMS "Zepce" 9|lo0o|1]|1]0 11
16 HadZera Karahod?a MSS "Travnik" 7|1l1]0]|0 9
16 Kenan Muhamedbegovic¢ MS Elektrotehnicka Skola Tuzla 6|0 | 0|03 9
16 Farah Demirovic¢ Richmond Park ISS Sarajevo 4 | 4 10| 0 9
19 Tarik Ramic JU "Gimnazija" Cazin 6 | 0|2 ]|0]|O0 8
20 Adin Avdusinovic¢ Gimnazija "Rizah Odzecki¢" Zavidoviéi 6 | 0| 1]|0]|O0 7
20 Adi Sudzuka Gimnazija "Visoko" 710 0]0]|O0 7
20 Adnan Hajdi¢ Gimnazija "Dr. Mustafa Kamari¢" Gracanica 20| 0] 0|5 7
23 Selma Osmanovic MS Elektrotehnicka Skola Tuzla 510 1]|0]|O0 6
23 Safa Vrevic MSS "Travnik" 410 1 1|0 6
23 Talha Veladsic Medresa "Reis Diema?ludin ef. Caugevi¢" u slol1lola 6
Cazinu
23 Vedad Cisija Gimnazija "Visoko" 4 | 02|00 6
23 Harisa Nazdraic¢ Druga gimnazija Mostar 6 0 0 0o O 6
28 Lamija Hadzi¢ Druga gimnazija Sarajevo 30110 5
28 Faruk DZini¢ MSS "Musa Cazim Cati¢" Olovo 5/0|0]0]|oO 5
28 Ajna Merdanovié Gimnazija "Rizah Odzeckic¢" Zavidovidi 4 | 01|00 5
31 Amina HodZi¢ MSS Zivinice 4/ 0[0]0]0 4
31 Iman Skrebo Richmond Park ISS Tuzla 410 o|j0|O0 4
31 Mustafa Pari¢ Srednja tehnicka $kola Zavidovici 4 | 0|0|0]|O0 4
34 Harun Cuturovi¢ Richmond Park College Biha¢ 2|l0|l0|0]|O 2
34 Valentin Kiselev Gimnazija Mostar 1]10|]0|1]0 2
34 Naima Catrnja Srednja elektrqtehlrli(:ka skola "Salih-Salko >lolololo 5
Curi¢" Mostar

37 Emina Kulukdija Srednja gradevinska Skola Mostar 1|1]0|0|0]|O 1
38 Emela Hajri¢ STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde o|0|O0|O0]|O 0
38 Amer Talo MSS Tedanj ojlo|lo|oO0|oO 0

Ucenik devetog razreda Adnan Osmi¢ se takmicio van konkurencije u kategoriji prvih razreda, ali sa

mogucnoscu prolaska na visi nivo takmicenja. On se plasirao i na Matematicku olimpijadu BiH i na

Izborno takmicenje za Balkansku matematicku olipmijadu, dok su se ucenici Faruk Demirovi¢, Amila

Pasic i Helena Dizdarevic plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.




Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika Il razreda

Rang Ime i prezime Skola 1 2 3 4 5 | Ukupno
1 Benjamin Mujkic¢ Druga gimnazija Sarajevo 9 |10 | 10 | 10 | 10 49
2 Abdullah Fehratbegovié¢ Druga gimnazija Sarajevo 10 | 10 | 10 | 8 1 39
3 Ines Jozi¢ Druga gimnazija Sarajevo 9 |10| O 8 1 28
4 Sara Smajic¢ Richmond Park ISS Sarajevo 9 |10 | 8 0 0 27
5 Isa Svraki¢ Druga gimnazija Sarajevo 5 3 2 4 1 15
6 Filip Kristi¢ KSC "Sv. Josip" Sarajevo 9 0 3 1 1 14
7 Afan Isakovi¢ Trecéa gimnazija Sarajevo 2 0 0 7 0 9
8 Amela Smolo Gimnazija "Visoko" 1 0 2 0 4 7
8 Kerim Feti¢ Prva gimnazija u Zenici 4 1 0 1 1 7
8 Senada Zaketovic Gimnazija "Dr. I}/Iu§tafa Kamaric" 4 3 0 0 0 7

Gracanica
11 Alma Harbas Gimnazija "Bihac" 3 0 0 3 0 6
11 Ajdina Herceglija Gimnazija "Visoko" 2 0 1 1 2 6
11 Muhamed Numanovi¢ Richmond Park ISS Tuzla 3 0 0 1 2 6
14 Faris Dinarevié Richmond Park ISS Tuzla 1 0 0 4 0 5
15 Eldar Hamzié Srednja medicinska Skola Tuzla 4 0 0 0 0 4
16 Merjem Mesan Srednja tehnicka Skola Bugojno 2 0 1 0 0 3
16 Arif Begié Druga gimnazija Sarajevo 1 0 0 2 0 3
S Mijesovita elektrotehnicka i
16 Harun Demirovic drvnopreradivacka srednja Skola Bihaé 2 0 0 0 ! 3
16 Luka Pulabié¢ KSC "Sv. Franjo" Tuzla 1|00/ 0] 2 3
16 Kerim Fazli¢ Gimnazija "Ismet Mujezinovi¢" Tuzla 1 0 0 0 2 3
21 Amina Devedzija Druga gimnazija Sarajevo 1 0 0 0 1 2
21 Mediha Faji¢ Druga gimnazija Mostar 2 0 0 0 0 2
21 Lejla Baturic¢ Behram-begova medresa u Tuzli 0 0 0 0 2 2
91 Nadija Diolota Srednja elektrqtehlrl\'iéka Skola "Salih-Salko 5 0 0 0 0 5
Curic" Mostar
21 Nejla Mameledzija MSS "Travnik" 2 0 0 0 0 2
21 Lamija Jakubovié Behram-begova medresa u Tuzli 1 0 0 0 1 2
21 Faruk Rami¢ JU "Gimnazija" Cazin 2 0 0 0 0 2
)8 Nadja Smajki¢ Srednja elektrqtehlr?'iéka Skola "Salih-Salko 1 0 0 0 0 1
Curi¢" Mostar
28 Lamija Sabitovic¢ Srednja $kola Jablanica 1 0 0 0 0 1
28 Sumeja Hasanspahic Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Breza 1 0 0 0 0 1
28 Emina Bjeli¢ Gimnazija "Rizah OdZecki¢" Zavidovici 1 0 0 0 0 1
28 Ilhana Kvakié Gimnazija "Visoko" 1 0 0 0 0 1
33 Armina Filan MSS "Gornji Vakuf" ojlo|o0o]|o]|oO 0
33 Faris Omanovié¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko ojo|o0o|o0o|oO 0
33 Adem Kunovac STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde 0 0 0 0 0 0

Ucenici Benjamin Mujkié¢ i Abdullah Fehratbegovic su se plasirali i na Matematicku olimpijadu BiH i na
Izborno takmicenje za Balkansku matematicku olipmijadu, dok su se ucenice Ines Jozic i Sara Smajic

plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.




Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika lll razreda

Rang Ime i prezime Skola 1 2 | 3| 4|5 | Ukupno
1 lima Celjo Druga gimnazija Sarajevo 10| 10| 9 (10| O 39
2 Harun Alibegovic¢ Richmond Park ISS Sarajevo 4 | 8 |10|10| 0 32
2 Rastko Stankovic Druga gimnazija Sarajevo 10| 5 |10 7 | O 32
4 Emina Hasanbegovic¢ Druga gimnazija Sarajevo 10| 10| O (10| 1 31
5 Asja Cati¢ Druga gimnazija Sarajevo 10| 5 (8|2 |0 25
6 Ahmed Spahic Druga gimnazija Sarajevo 9 |8 |5(0]|0 22
7 Husein Jasi¢ Behram-begova medresa u Tuzli 10| 0 | O (10| O 20
8 Naida Gavranovic¢ Druga gimnazija Sarajevo 7(11|0]| 2|4 14
9 Ammar Turbi¢ Gimnazija "Dr. Mustafa Novali¢" Gradacac 10| 2| 0|0 |0 12
10 Emir Halilovi¢ Elektrotehnicka Skola Tuzla 10/ 0| 1|00 11
11 Tarik Agic Prva bosnjacka gimnazija Sarajevo 10{ 0| 0|00 10
11 Kerim Mujkanovié¢ Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Tesanj 10|0|0|0]O 10
11 Fatima Huskanovi¢ Behram-begova medresa u Tuzli 10{ 0| 0|00 10
11 Hana Juklo Druga gimnazija Mostar 10{ 0| 0|00 10
11 Elmas Hamidovi¢ Srednja tehnicka Skola Zavidovici 8| 0|0|2]|0 10
11 Emina Dzaji¢ Srednja Skola Konjic 10{ 0| 0|00 10
11 Hanis Bonko Druga gimnazija Mostar 10{ 0| 0O | O |O 10
18 Davud Cuprija Druga gimnazija Sarajevo 8 1/0]0]O0 9
19 Tarik Gutlié MSS "Bosanski Petrovac" g8|loj|o0]0]oO 8
19 Vedad Karié MS Elektrotehnicka Skola Tuzla 8| 0|0 |00 8
21 Sarah Mrakié¢ MSS "Travnik" 6| 0|0|1]0 7
22 Ajla SudZuka Gimnazija "Visoko" 6|0 | 0] 0|0 6
23 Hamza Bubalo Srednja Skola Konjic 5/{0|0]0]|O0 5
24 Nadza Gani¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko ojlo|o0]|o0]1 1
24 Osman Puscul Gimnazija "Visoko" oOo|1]0(|0]|O0 1
26 Edis Gutli¢ MSS "Bosanski Petrovac" oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Mirza Basi¢ Srednja tehnicka skola Bugojno o|0|O0|O0]|O 0

26 Ejla Zeli¢ Voloder MSS "Travnik" o|0|O0|O0]|O 0
26 Sara Sefic¢ Gimnazija "Velika Kladusa" o|0|O0|O0]|O 0
26 Amir DZafi¢ MSS "Enver Pozderovi¢" GoraZde oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Dino Imsirovic¢ Richmond Park ISS Tuzla oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Sani Basic¢ MSS "Enver Pozderovi¢" GoraZde oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Tarik Fakovi¢ MS Elektrotehni¢ka Skola Tuzla oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Sadin Halilovi¢ MS Elektrotehnicka Skola Tuzla oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Naida Habibovi¢ Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 0O(0|O0]O0]|O 0
26 Nermina Curovi¢ MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde o|0|O0|O0]|O 0

Uéenici llma Celjo, Harun Alibegovi¢, Rastko Stankovi¢, Emina Hasanbegovi¢, Asja €ati¢ i Ahmed Spahi¢

su se plasirali i na Matematicku olimpijadu BiH i na Izborno takmicenje za Balkansku matematicku

olipmijadu, dok su se ucenici Husein Jasi¢ i Naida Gavranovi¢ plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.




Konacni rezultati federalnog takmicenja iz matematike ucenika IV razreda

Rang Ime i prezime Skola 1 2 | 3| 4|5 | Ukupno
1 Ervin Macic¢ Druga gimnazija Sarajevo 10| 10| 5 (10| 9 44
2 Emira Ibrahimovic¢ Druga gimnazija Sarajevo 10{10(10| 2 | O 32
3 Admir Zatega Druga gimnazija Sarajevo 10(10(10| O | O 30
4 Mirnes Fehri¢ Druga gimnazija Sarajevo 10|10 5| 3 | O 28
5 Armin Kadic¢ Druga gimnazija Sarajevo 10{10| 0 | 1 | O 21
6 Dzenan MidZi¢ JU Gimnazija "Bihac¢" 10| 3 |0 |1 |0 14
7 Ilhan Erovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 10| 3| 0|0 |0 13
7 Emin Begi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 10[3]0|0]0 13
9 Adian Krivi¢ Druga gimnazija Sarajevo 8| 40|00 12
10 Tajra Cavci¢ Druga gimnazija Sarajevo 101|000 11
10 Enis Adilovi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 10/1]0]0]0 11
12 Dominik Ivancevi¢ Srednja skola Prozor 10{ 0| 0|00 10
12 Ismar Hamzié¢ Gimnazija "Dr. Mustafa Novali¢" Gradacac 0|10{ 0|0 |O 10
12 Esmir Zoletic¢ Gimnazija Zivinice 10{ 0| 0|00 10
12 Aldin Veli¢ Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 0|10{ 0|0 |O 10
16 Rubina Rekic JU "Gimnazija" Cazin 20| 0|0]|O0 2
16 Elmir Kevilj Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 0O|1|1(0]|0 2
18 Maida Biber Srednja Skola Konjic 1|10|0|0]|O 1
18 Emina Sarajli¢ Gimnazija "Dr. Mustafa Kamari¢" Gracanica 1|10|0|0]|O 1
18 Merjem Nuhié Richmond Park College Biha¢ 1/0|]0|O0]|O 1
18 Aid Ajkuni¢ Srednja tehnicka Skola Bugojno o|o0|1|0]|0O0 1
18 llma Karahodza MSS "Travnik" 1/0|0|0]O 1
18 Eldin Osmanovié Medicinska $kola Tuzla 1|10|0|0]|O 1
18 Hana Zaimovi¢ Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj 110|]0|0]|O0 1
18 Haris Sadikovic¢ Srednja tehnicka Skola Bugojno o|o0|1|0]|0O0 1
26 Vedran Selimovié¢ Richmond Park ISS Tuzla 0O|0|O0|O0]|O 0
26 Damir Borcak MSS "Enver Pozderovi¢" GoraZde oO|l0|O0]O0]|O 0
26 Lamija DZeneti¢ Srednja Skola Konjic o|0|O0|O0]|O 0
26 Lejla Nuhi¢ Druga gimnazija Mostar o|O0fjO0O]|O0]|O 0
26 Muhamed Sinanovic¢ Gimnazija "Dr. Mustafa Novali¢" Gradacac o|0|O0|O0]|O 0
26 Tarik Mujkanovi¢ Gimnazija "Dr. Mustafa Novali¢" Gradacac o|0|O0|O0]|O 0

Ucenici Ervin Maci¢, Admir Zatega i Mirnes Fehric su se plasirali i na Matematicku olimpijadu BiH i na
Izborno takmicenje za Balkansku matematicku olipmijadu, dok su se ucenici Emira Ibrahimovié, Armin
Kadic i Dzenan Midzic¢ plasirali na Matematicku olimpijadu BiH.

Napomena: Ucenica Emira Ibrahimovi¢ nije bila u moguénosti prisustvovati Izbornom takmicenju za

Balkansku matematicku olimpijadu.




