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19. JYHHNOPCKA MATEMATHNUYKA OAUMIINJAAA BUX
Bama Ayka / Capajeso, 12.6.2021. roaune

Pjemema 3apaTaka

OapeanTu cBe peaane 6pojese a, b, ¢, d 3a xoje Bpujean

ab+c+d =3,
bc+d+a=>5,
cd+a+b=2,
da+b+c=6.

Pjememe 1:

AKO cabepeMo IPBY JeAHAYHHY CHCTEMa Ca APYIOM, a 3aTuM Tpehy ca 4eTBpToM, AOOHjaMO
aa Bpujean b(a+c)+a+c+2d=8ud(a+c)+a+c+2b =8 (x). Oaysumamem
oBe ABuje peaanje aobmujamo (b — d)(a + ¢ — 2) = 0. Opasae sakmyuyjemo aa je b = d
uan Aajea + ¢ = 2.

Huje moryhe Aa Bpujean b = d, jep 6u Tana umanu 5 = bc+d+a=dc+b+a = 2,
IIITO je OYUTACAHA KOHTPAAUKIIHja. AakAe, MOpa BpujeAutr d + ¢ = 2.

VepurrasameM @ + ¢ = 2 y Heky OA peaannja us (*), cobujamo aaje b +d = 3.
Cabupamem apyre n Ttpehe jeamaumne aobmjamo aa je c(b+d)+b+d+2a=7,
OAHOCHO Aa je 3¢ + 2a = 4. 36or 2a +2c =2(a+c¢) =22 = 4, robujamo ¢ = 0, na
je a = 2. Caaa Aako us Apyre jeanaunne cucrema Aobujamo d = 3, oaakae je b = 0.

Aakae, jeanHo pjeresse cucrema je a = 2,b = 0,¢ = 0,d = 3.

Pjememe 2:

OAy3nMameM APyTe jeAHaYHNHE CHCTEMA OA IIPBe, Te Tpehe jeAHadHHE OA YeTBpTEe AOOHjaMO
aa spujean (b—1)(c—a)=2 u (1 —d)(c —a)=4. Opasre 3zakmydyjeMo Aa je
a*c,b#1und+#1, e anobujamo Aa je bZT1 =c—a= ﬁ, IIITO Ce HAKOH cpehuBama
cBoam Ha 2b + d = 3 (*x*).

AHaArorHO, OAy3nMarbeM Tpehe jeAHadYrHe OA APYTE, T€ IPBE jEAHAYNHE OA YCTBPTE, HAKOH
cpebuBama Aobujamo Aa je a + ¢ = 2.

CaGupameM ripse ABHje jeanaune cucrema 2b + 2d = 6, na je s6or (¥*) d =3 ub = 0.
Caaa Aako n3 npBe jeAHavnHEe cucrtema aooujamo ¢ = 0, maje a = 2.

Aaxae, jeanto pjemerse cucrema je a = 2,b = 0,¢ = 0,d = 3.



2. Hexa cy p,q, 7 npocrn, a t u n npuposrn 6pojesu TakBu A2 Bpujean P2 + qt = (p+t)" n
p? + qr = t*.
a) Aoxazarmaajen < 3.
b) Oapeantu cBe Opojese P, q, T, t, N KOju 3aA0BOSABAJY AATE YCAOBE.

Pjememe:

a) U3 apyre jeamaumme je qr = t* —p? = (t* — p)(t* + p). Kako cy 6pojesur q u T
IIPOCTH U BPHjEAH t? — p< t? + p, To mMaMo caxveache caydajese:
1°t2—p=1ut’+p=qr.

Mz p=t?—1=((—1(t+1),camjearr pa je t—1=1ut+1=p (ep je p
npocr). Aakae, t = 2 u p = 3. Mebyruwm, taaa je qr = t? + p = 7, nrro je memoryhe.
2°t?—p=qut’+p=r

Axo 6u Bpmjeamao N = 3, tapa je p> + 3p*t+3ptt + 3=+t < (p+t)" =
p% + qt = p? + t(t? — p) < p? + t3 < p3 + t3, 1o je ounraeano memoryhe.
3t?—p=rut’+p=q

Axo 6u BpHjeamao N = 3, tapa je p> + 3p*t+3ptt + 3=+t < (p+t)" =
pr+qt=p*+t(t*+p)=p*+t3+tp <p>+t3+pt? umo je ounraeano
uHemoryhe.

Buanmo Aa HE y jeAHOM cAyd9ajy HEje MOryhe Aa Bpujean n = 3, ma je n < 3, mrto je u
TpeOaAAO AOKA3ATH.

b) 3a n =1 umamo p? + qt = p + t, urro je memoryhe jep je AMjeBa CTPaHA OUHTAEAHO
Beha oA Accre. Aakae, n = 2, 1. p% + qt = (p + t)? = p? + 2pt + t%, orakae mmamo
q = 2p + t. V npBom cAydajy cMO AOOHAH KOHTPAAMKIH]y 1 Oe3 IPETIOCTaBKe N = 3,
Tako Aa hemo mpoBjepuTH mpeocTasa ABa CAyIaja.

V Apyrom cayuajy je t2 —p =q =2p+t, ma je t(t —1) = 3p. Awmjepa crpama je
IIPOU3BOA AB2 Y3aCTOIIHA Opoja I1a je IapHa, IITO 3HA4M Ad MOpa OuTH P = 2, OAaKAE je
t=3.Capajeq=2p+t=7ur=t>*+p=11

V tpehem cayuajy je t2+p=q =2p+t, ma je t(t—1) =p. Aujesa crpama je
IIPOU3BOA AB2 Y3aCTOIIHA Opoja I1a je IapHa, IITO 3HA4M Ad MOpa OuTH P = 2, OAaKAE je
t =2.Capaje q = 2p + t = 6, urro Huje mpoct OPOj, I1a OBAj CAYYA] OTIIAAA.

Aakae, jeauno pjemesse jep = 2,9 = 7,1 =11,t = 3,n = 2.



3. V xousekcuom werBepoyray ABCD spujeau AD = BD n £ACD = 3+ £BAC. Hexa je

tauka M cpeauna crpannie AD. Axko cy mpase CM u AB mapaseane, Aokazatu Aa je

2ACB = 90°.

Pjememe:
Osnaunmo ZBAC = x. Taaa je LZACD = 3x. Kako je 360r yraosa Ha Tparcdepsaau (jep je
CM||AB) £MCA =£BAC =x, 710 je £MCD = £ACD — £ACM = 2x (*)).

Hexa je N cpeanna crpanurne AB. 36or AD = BD je DN oxomuro ma AB, ma je DN
oxkomuro u Ha CM (jep je CM||AB). C apyre crpane, M je meHTap OnmcaHe KpyKHHIE
mpasoyraor tpoyraa AAND, ma je MN = MD, mrro 3maum Aa je mpasa CM ycrsapum
cumerpara Ayxu DN. 36or tora je tpoyrao ADCN jeanakokpaku u Bpujean LMCN =
£MCD = 2x, ma je LACN = x. Mebyrum, xako je £ZBAC = x, 1o je tpoyrao AANC
jeamakokpaxn. Aaxae, Bpujeanr CN = AN = NB, ma je N 1menrap ommcaHe KpyKHHIIE
tpoyraa AABC, oaakae cAmjeAr Aa je Taj TPOyrao IPAaBOYIAHM Ca IIPABHM YIAOM y Bpxy C
(mepudepujcku yrao Haa npeanukom). Aaxkae, ZACB = 90°, mrro je u Tpebaro AoKazaTH.



Hexka je n npupoaan 6poj u uexa je S = {1,2, ..., n}. Tabeaa popmara 3 X n ce 308e sujena
ako je y my Moryhe ymucatn 6pojeBe u3 ckyira S TAKO A2 Cy 3aA0BOSEHE Choeachu yecaoBm:
® Y CBAKOM PEAY je CBAKK OPOj M3 CKyIa S yIIMCAH TAYHO JEAHOM;
® y CBaKOj KOAOHH 30UpP IIPOU3BOAA IIO ABA OPOja je Aje/oHB ca M (Tj. aKO €Y Y KOAOHH
yrrcanu Opojesu a, b, ¢, taaa je 6poj ab + bc + ca Ajerus ca n).

3a Koje mpHpOAHE OpojeBe M IIOCTOJH AHjera Tabeaa, a 3a kKoje He mocroju? OArosop
0OpPa3AOKHUTH.

Pjemreme:

AOKaKHMO HajIIpHje Ad 3a IapHE OpojeBe M He IIOCTOju Jujena Tabesa. IlpermocraBumo
CYIIPOTHO, A2 3a IapaH Opoj N mocroju vujena tabeaa. Heka cy a,b,c 6pojeBu y Hekoj
korouu. Kako Bpujean nlab + bc + ca, o je 6poj ab + bc + ca mapan. Ipumujernmo Aa
ako cy cBa Tpu Opoja a,b,c memapuwm, tapsa je u 6poj ab + bc + ca menapan, mro je
koHTpaAuknuja. Takobe, ako cy aa Opoja memapua (Hup. a@ u b), a tpehu mapan, aaxo
Aobujamo Aa je 6poj ab + bc + ca = ab + c(a + b) memapan, mrro je memoryhe. Aakae, y
CBAKO] KOAOHH MOKE€ OHNTH MaKCHMAaAHO jeAaH HEIapaH Opoj, Ia YKYIIHO y TaOeAH HMa
HajBHIIIEe N HenapHUX OpojeBa. MehyTrM, y cBakOoM peAy je jeAHAK OpOj IMAPHUX U HEITAPHHUX
opojesa (110 %), ma yKymHo y tabeAn mmamo 3 % HelmapHUX OpojeBa, a Kako je 3 % >n,
AOOHAM CMO KOHTpPaAHKIIH)y. Aakae, 3a mapHe OpojeBe He IIOCTOJH Jujena TabeAa.

AOKaKEMO capa Aa 3a HerapHe Opojese N = 2k + 1 mocroju Amjema taGeaa. V mpBu pea
yrumMo peaoM opojese 2k, 2k — 1, ...,2,1, 2k + 1, a y Apyru u tpehu pea hemo yrmcarn
ucre Opojese, u 1o peaom 2,4,6, ...,2k — 2,2k, 1,3,5, ..., 2k — 1,2k + 1. IIpumujerumo Aa
je Opoj y IPBOM peAy U [ —TOj KOAOHH KOHIPYEHTAH — [ II0 MOAYAY M, a2 OPOj y APyrom (MAH
Tpehem) peAy 1 [ —TOj KOAOHH KOHTIPYEHTAH 2 * [ 110 MOAYAY M. 300r Tora je oarosapajyhu
36up mpomsBoaa y I —1oj koaorn kourpyemran (—i) - (2i) + (=i) - (2i) + (2i) - (20) =
—2i% — 2i% + 4i* = 0 o moayay N. Kaxo oBo BpmjeAr 3a cBaky KOAOHY, TO je 0Ba Tabeaa
Jijena, Ia 3a CBAKH HEIIAPaH OPOj IIOCTOJH Jujena TabeAa.



