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IV RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra m tako da jednacina
xt—0Bm+2)x2+m?=0
ima Cetiri realna rjeSenja koja formiraju aritmetic¢ku progresiju.

RjesSenje 1
Data jednadzba je bikvadratna. Smjenom x? = t ona postaje

t?—Bm+2)t+m?=0.
Da bi posljednja jednadzba imala realna rjeSenja mora vrijediti
(Bm+2)2—-4m?>0,tj(m+2)(5m+2) > 0.

Dakle, mora vrijeditim € (—o0,—2] U [—%, +00). RjeSenja su data sa

3m+2+/(3m+2)% — 4m?
t1,2 = 2 .

Iz uslova da polazna jednacina ima Cetiri realna rjeSenja vidimo da mora biti 3m + 2 > 0 Sto sa ranije

. Y . 2
uvedenim ograni¢enjem zam dajedam € [_E’ +00).

Primijetimo dazam € [—%, +00) vrijedi daje 3m + 2 = /(3m + 2)2 — 4m2.

Rjesenja polazne jednacine data su sa

3m+2+V5m?2+12m+4
X134 = T .

2

Da bi data rjeSenja formirala aritmeticku progresiju moraju razlike susjednih ¢lanova progresije, zapisane u
rastu¢em ili opadajuéem poretku, biti jednake. NapiSimo rjeSenja u rastu¢em poretku

\/3m+2+\/5m2+12m+4 \/3m+2—\/5m2+12m+4\/3m+2— 5m2+12m+4\/3m+2+\/5m2+12m+4
2 - 2 ’ 2 ’ 2

Kako za prva tri ¢lana mora vrijediti

j3m+2—v5m2+12m+4+\/3m+2+\/5m2+12m+4_\/3m+2—\/5m2+12m+4+j3m+2—v5m2+12m+4
2 2 - 2 2 ’

toimamo



\/3m+2+\/5m2+12m+4_3\j3m+2—\/5m2+12m+4
2 - 2 i

Istu jednacinu bismo dobili da smo posmatrali uslov jednakosti razlika za posljednja tri ¢lana.

Rjesavanjem posljednje jednacine dobijemo

3m+2+\/5m2+12m+4=9(3m+2—\/5m2+12m+4).

tj. nakon sredivanja

25(5m? + 12m + 4) = 16(3m + 2)2.
Posljednja jednacina se svodi na

19m? — 108m — 36 = 0,

- S . 6 , ... S . 2
CijasurjeSenjam=6im = 0 (primijetimo da su oba rjesenja veéa od _E)'

. 6 . vy S . S .
Dakle,zam =6im = — P polazna jednacina ima Cetiri realna rjesenja koja formiraju aritmeticku
progresiju.

Zam = 6 dobije se aritmetitka progresija —3v2, —V/2,v2,3V2,azam = — % aritmeticka progresija glasi

o ol ey o
19 19 19 19

Sema bodovanja

1 bod — dobijanje rjeSenja po t

2 boda - dobijanje uslova pod kojim su rjeSenja x; ; 3 4 realna

1 bod —dobijanje eksplicitnog izraza za x; ;3 4

1 bod — dobijanje ispravnog poretka rjeSenja x; 5 3 4 U aritmetickoj progresiji

3m+2+V5m2+12m+4 3 3m+2—V5m2+12m+4
2 - 2

3 boda — dobijanje uslova \/
2 boda — dobijanje rjeSenja zam

Rjesenje 2

Zadana je jednacdina

x*— (Bm+2)x? +m? = 0. (1)
Uvedimo smjenu x? = t. Jednacina sada postaje

t?—(Bm+2)t+m?=0. (2)



S obzirom da rjeSenja x4, X, X3, x4 jednacine (1) moraju biti realni brojevi, rjesenja t;,t, jednacine (2)
moraju biti nenegativni realni brojevi. Da bi ta rjesenja bila realni brojevi, mora biti

(Bm+2)2—4m? >0,

odakle je
2
m € (—ee,—2] U [—§,+oo).

Neka su ty, t, rjesenja jednacine (2). Tada su rjedenja jednacine (1) brojevi ++/t;, ++/t5. Iz uvjeta da oni €ine
artimeticku progresiju, jednostavno zakljucujemo (bez umanjenja opéenitosti jer niSta se ne mijenja ako
zamijenimo mjesta t; i t,) da su ta rjeSenja ovako poredana po velicini:

R N S

Neka je d razlika te aritmeticke progresije. Imamo da je

d =i + Vi tVE =5

Takoder, s obzirom da je u aritmetickoj progresiji svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, aritmeticka sredina
njemu dva susjedna ¢lana niza, zaklju¢ujemo da je

- E R =S

2 N 2
Do istih uvjeta dolazimo posmatranjem posljednja tri ¢lana niza.
Sada, iz Vieteovih formula primijenjenih na jednacinu (2) dobivamo

{t1+t2=3m+2
tl't2=m2

Zbog t4, t, = 0 zakljuéujemo da mora biti 3m + 2 > 0, j.

>2
m = 3

Dakle, mora vrijediti
2
me |2, +e). (3)

Sada na osnovu gore navedenih jednakosti iz Vieteovih formula i rjeSenja jednacine (2) izrazenih preko
razlike d niza, dobivamo

d 3d

2
4Im
(\/t1't2)2 =m2(:><5-7) =m? & 9d* = 16m? < d? :L,



2 d 3d\* d 3d
ti+t,=3m+2e (i +./t2) —2,/t1-t2=3m+2<=>(§+?) —2-5-7=3m+2
6m+ 4
= d? = e

Izjednacavanjem desnih strana gornjih dviju jednakosti, dobivamo

4lm|  6m+4

3 5 7

odaklejem = —6/19ilim = 6.

Obje vrijednosti zadovoljavaju uvjet (3).

3 2 2 2 3 2
19" 19’ 19" " [19°

Zam = 6 dobivamo rjesenja: —3v2,—V2,v2,3V2.

Zam = —6/19 dobivamo rjesenja:

Sema bodovanja
2 boda — dobijanje uvjeta pod kojim su rjeSenja x; , 3 4 realna
3 boda — izrazavanje \/t; i /t; preko d (ili dobijanje v/t, = 3/t;

3 boda — dobijanje uslova @ = %

2 boda — dobijanje rjeSenja za m

Zadatak 2. Za dva skupa A i B definiSemo skup A+ Bsa A+ B = {a + b|a € A, b € B}. Na primjer, ako je
A ={1,23}iB = {4,5,6},ondaje A+ B = {5,6,7,8,9}.
a) Odrediti najveéi prirodan broj m takav da postoje skupovi A i B, oba podskupovi skupa N U {0},
takvi dai A i B imaju pom elemenata i vrijedi A + B = {0,1,2, ...,2021}.
b) Odrediti najmanji prirodan broj n takav da postoje skupovi 4 i B, oba podskupovi skupa N U {0},
takvidai A i B imaju pon elemenataivrijedidA + B ={0,1,2, ...,2021}.
Rjesenje
a) Neka je A={ay,a,, ..a,} i B={by, by, ..by}, pri ¢emu vrijedi a; < a;;, | b;<bjy, za i=
1,2,..,m—1.Imamo:

ait+h <a+by,<a+b, < <ap_q+by<an+b,
Svi ovi brojevi su elementi skupa A+ B i po parovima su razli¢iti, pa vrijedi |[A+ B| =2m —1,
odnosno 2m—1 <2022 & m < 1011. Ova granica se moze dostici:
A=1{0,1,2,...1010}
B={0,1,2,..,1009,1011}
pa je trazeni brojm = 1011.



b) Kakoje |A| = |B| =n, toje |A+ B| < n-n = n? jer se svaki element skupa A + B dobija kao zbir
jednog elementa A i jednog elementa B. Dakle, n? > 2022 & n > 45. Ova granica se moze
dostiéi:

A={0,1,2,..,44}

B ={0-45,1-45,2-45 ..43-45,2021 — 44}
Ocigledno se u skupu A + B nalaze svi brojevi iz N U {0} maniji ili jednaki 43 - 45 + 44 (mogu se
dobiti kao r 4+ q - 45 gdje su r,q redom ostatak i kolicnik pri dijeljenju sa 45), kao i svi brojevi
izmedu 2021 — 44 i 2021. Kako je 43-45+4 44 > 2021 — 44, to se u skupu A + B nalaze svi
brojevi 0,1, 2, ...,2021. O¢ito je 2021 najvedi element ovog skupa, paje |[A + B| = {0, 1, ...,2021}.
Dakle, trazeni broj je n = 45.

Sema bodovanja

Dijelovi pod a) i b) nose po 5 bodova.

2 boda — pronalaZenje skupova A i B koji imaju po 1011 elemenata
3 boda — dokaz da skupovi ne mogu imati vise od 1011 elemenata
3 boda — pronalaZenje skupova 4 i B koji imaju po 45 elemenata

2 boda — dokaz da skupovi ne mogu imati manje od 45 elemenata

Zadatak 3. Neka su Xi,X5,...,X5021,X2022 razliciti prirodni brojevi iz skupa {1,2,3,...,2021,2022}.
Odrediti najmanju i najvec¢u mogudu vrijednost izraza

- | — X2021| — X2022

H||||x1— x2|— x3| _X4

Rjesenje
Dokazimo prvo da je minimalna vrijednost datog izraza 1. Primijetimo da neovisno od toga kako dodijelimo

vrijednosti brojevima x4, x5, ..., X022 izraz W je uvijek neparan (apsolutne vrijednosti i predznaci ne uticu
na parnost, pa je W iste parnosti kao zbir x; + x5 + +- + X302, = 1+ 2 + --- + 2022 = % =1011"-
2023, sto je neparno). Kako je W = 0 uvijek, a neparno je, zaklju¢ujemo da je W = 1. Vrijednost W = 1
moZemo posti¢isaxy =k +2,xx41 =k + 3, X340 =k +5 %343 =k +4,zak =159,13,..,2017i
X2021 = 2,%X2022 = 1. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||x,c — Xpp1l — xk+2| - xk+4| = |||(k +2)—

k+3—k+5—Fk+4=0za svako £=1,5,9,13,...,2017 pa dobijamo da je W=0-x2021-x2022=0-2—1=1.

DokaZimo sada da je maksimalna vrijednost izraza W jednaka 2021. Prvo dokaZimo matematickom

— x| £2022zak = 3,...,2022.

indukcijom da je W, = Hl |||x1 - x2|— x3| — Xg| — | — Xp_1

i) Bazaindukcije vrijedi, jer je Wy = ||x1 — x| — x3| < max{|x; — x,|,x3} < 2022 (jerje 0 < |x; — x| <
2022 —-1=2021,a0 < x5 < 2022).



if) Pretpostavimo da za neko 2021 > k > 3 vrijedi

Wy = — x| < 2022.

||...“|x1— x2|— X3| _X4_ _ e | _Xk_l

ili) DokaZimo tvrdnju za k + 1. Imamo da je

— oo | = 2| = Xiea| = IWie = sl < max(Wi, xp4) < 2022

Wk+1 = H||||x1— le— X3| — Xg

(jer vrijedi 0 < W, < 2022 po induktivnoj pretpostavci, a svakako vrijedii 0 < xp,1 < 2022).

Sada za k = 2022 imamo da je W = Wy, < 2022, a kako je W neparno zakljucujemo da je W < 2021.
Vrijednost 2021 se moZe dosti¢i sa xp =k +1,x341 =k +2, %4, =k +4,x,,3=k+3, za k=

1,5,9,13,...,2017 i x,021 = 1,x5022 = 2022. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||xk—xk+1|—

A 2-xf+4=(k+1)-k+2-k+44£+3=0 za svako #=15913..,2017 pa dobijamo da je
W =[]0 = x021 | — X2022| = |10 — 1] — 2022| = 2021.

Dakle, minimalna vrijednost datog izraza je 1, a maksimalna 2021.

Sema bodovanja

2 boda — dokaz da se moZe postici vrijednost W = 1

2 boda — dokaz da se ne moze postici vrijednost W < 1

2 boda — dokaz da se moZe postici vrijednost W = 2021

4 boda — dokaz da se ne moze postiéi vrijednost W > 2021

Zadatak 4. Neka je AABC trougao u kojem je AB = AC i £.CAB = 90°. Ako su M i N tatke na hipotenuzi
BC takve daje BM? + CN? = MN?, odrediti ZMAN.

Rjesenje 1
Kako je (BM + CN)? > BM? + CN? = MN?, to se kruinica sa centrom u M i polupreénikom MB i

kruznica sa centrom u N i polupreénikom NC sijeku u dvije tacke. &

Jedna od tacaka presjeka je sa jedne strane prave BC, a druga sa !

druge. Onu koja je sa suprotne strane prave BC u odnosu na tacku A
ozna¢imo sa P. Iz uslova zadatka PM? + PN? = BM? + CN? =
MN?, paje £zMPN = 90° (tatku P smo mogli definisti i na nacin da p
van trougla AABC, a nad MN kao hipotenuzom konstruisemo
pravougli trougao sa stranicama BM, CN, MN, a takav trougao postoji
po uslovu zadatka).

Trouglovi ABMP i ACNP su jednakokraki, pa je £CPN = £PCN =
<PNM\ MPB = /MBP = @ pa je 2CPB = £CPN + «NPM + B

2
PNM+4PMN
¢MpB = 22T

+4NPM=97°°+90°=135°. Kako  je



AB = AC i pri tome su A i P sa razli¢itih strana prave BC i vrijedi ZBAC = 90° = 2 - (180° — 2CPB), to je

tacka A centar opisane kruznice trougla ACPB. Sada lako uoavamo da su trouglovi AABM i AAPM
/B

podudarni (pravilo SSS), odakle je ZPAM = /BAM = ZAP. Sliéno je i 2PAN = %“‘C pa je LMAN =

LBAP+.PAC _ /BAC
2

£MAP + £PAN = = 45",

Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke P tako da se zakljucii da su trouglovi ABMP i ACNP jednakokrakii da je
£ZMPN = 90°

1 bod —dokaz da je ZBPC = 135°

3 boda — zaklju¢ak da je A centar opisane kruznice trougla ABPC

1 bod — dokazivanje podudarnosti trouglova AABM i AAPM

3 boda — dokazivanje ZMAN = 45°,

Rjesenje 2

Neka je tacka E na pravoj koja prolazi kroz B i okomita je na BC, takva
da vrijedi BE = CN i tacke E i A su sa iste strane prave BC. Tada je N
ME? = BM? + BE? = BM? + CN? = MN?, paje ME = MN. S druge
strane, kako je ZABE = 90°— £ABC = 45° = £BCA, to su trouglovi
AAEB i AANC podudarni (pravilo SUS). Zbog toga je AE = AN i M
LEAB = £CAN. Sada primjecujemo da su trouglovi AAEM i AANM
podudarni (pravilo SSS), paje ZMAN = £MAE = LNAE _ LNAB+ZEAB _ p

2 A
£90°—£CAN+2EAB _
- =

45°.

Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke E tako da se zakljuci da je trougao ANME jednakokraki
2 boda — dokaz da je AE = AN

1 bod —dokaz da je ZEAB = £CAN

3 boda — dokaz da je ZMAN = £MAE

2 boda — dokaz da je ZMAN = 45°,

RjesSenje 3
Iz uslova zadatka imamo
BM? + CN? = MN? = (BC — BM — CN)?
= BC? + BM?> + CN?—2-(BC-BM + BC - CN — CN - BM),

odakle je BC2+2-CN-BM = 2-BC-(BM + CN) (x).



Neka je 2BAM =x i £CAN =y. Kao vanjske uglove dobijamo R
2AMN = x +45°1 LANM =y + 45~

lz sinusnih teorema lako dobijamo BC = AB -+2,BM = 4B -
sinx =E' sinx E\/E sinx =E\/§

sin(135°—x) sin(x+45°) = sinx+cos x
1 CN = AC - . 1 — AR . . 1 Xx+45
1+ctgx’CN_ AC -2 Treto = 4B 2 Tietay Ako prethodne
Y,
jednakosti uvrstimo u (*), uz oznake ctgx =m,ctgy =n -
(ocigledno je m >0 i n>0, jer su x i y ostri uglovi), nakon A

skracivanja sa 2 - AB? dobijamo:

2 1 1
1+—=z-( + )
A+m)(1+n) 1+m 1+n
1+m4+n+mn+2=44+2m+2n =
mn—1=m+n =

mn—1 ctgx-ctgy—1
1= = =ctg(x +y).
m+n ctgx+ctgy

Kakoje 0° < x +y <90°tojex +y = 45° odakle je ZMAN = 45°.

Sema bodovanja

1 bod - dobijanje jednakosti (*)

3 boda — svodenje na jednakost u kojoj se pojavljuju samo ctg x i ctgy
5 bodova — dobijanje ctg(x +y) =1

1 boda — dokaz da je ZMAN = 45°.

Zadatak 5. Ako sum, n,r prirodni brojevi takvi da vrijedi
2r-1

1+m+nV3=(2++3)"

dokazati da je broj m potpun kvadrat.

RjeSenje 1

2r-1
Najprije primijetimo da je m neparan broj. Naime, svi ¢lanovi u stepenovanju (2 + \/§) " osim

posljednjeg su parni, a posljednji je 37 ~'v/3, pa ne pripada racionalnom dijelu izraza. Zato je racionalni dio

izraza paran, odnosno 1 + m je paran, odnosno m je neparan. Dalje, iz binomne formule direktno slijedi

da, ako je (2 + \/§)2r_1 = A+ Bv/3,tada je (2 - \/§)2r_1 = A — B+/3. Zato imamo
1+m+m3=(2+v3)" =
1+m-nV3=(2 —\/§)2r_1

MnoZenjem ovih jednakosti dobijamo



a+m? - (m3) = (2+V3)(2-v3) o
g 2r—1

m+12-3n2=(22-(\3))

m+1)?-3n’=1e

m(m + 2) = 3n?
Kako je m neparan, tojenzd(m,m +2) = 1,pajem =3x?im+ 2 = y?ilim = x? in = 3y? za cijele
brojeve x, y. Prvi slu¢aj otpada jer je tadam = 0 (mod 3) = m + 2 = 2 (mod 3) = y? = 2 (mod 3), §to
je nemoguce. Dakle, vrijedi drugi slucaj, pa je m potpun kvadrat, q.e. d.

Sema bodovanja

1 bod — dobijanje jednakosti 1 + m — ny3 = (2 - \/§)
4 boda — dobijanje jednakosti m(m + 2) = 3n?

1 bod —zaklju¢ak da je m neparan, te da sumim + 2 relativno prosti

2 boda — zakljuc¢ak da je jedan od brojeva m i m + 2 kvadrat, a drugi trostruki kvadrat
2 boda — zaklju¢ak da je nemoguce da je m + 2 kvadrat, a m trostruki kvadrat

2r-1

Rjesenje 2

Neka su {m;};en i {n; };en nizovi takvi da vrijedi 1 + m; + n;/3 = (2 + \/§)21_1,Vi € Ninekaje

2i-1
t; =1+ m;, i €N.DrugimrijeCima, t; i n; suredom racionalni i iracionalni dio izraza (2 + \/§) .

Imamo

2+v3) T = 2+V3) - (2+V3)"T = (7 + 4V3)(t; +niV3) = (7t + 12n) + (4t; + Tn V3
odnosno
tiv1 =7t +12n; nyq =44+ 7y

MnozZenjem prve relacije sa 7, druge sa 12 i oduzimanjem dobijamo

Ttiyy — 1204 = t; &

12 =Tty — 41 &

12n; = 7t; — ti_4
Uvrstavajudi ovo u prvu rekurzivnu relaciju dobijamo

tivr = 14t; =ty

RjeSavanjem ove rekurzivne relacije (pocetni uslovi su t; = 2it, = 26) dobijamo

1 i 1 i
t; =§-(2+x/§)-(7—4x/§)l+5-(2 —V3) - (7 +4V3)’
Nakon sredivanja koriste¢i ¢injenicu 7 + 44/3 = (2 + \/§)2 dobijamo
=5 (23" + 2 +va)" )

Posmatrajmo niz {u;};ey definisan sa u; = 1,u; = 5iuj4q = 4u; — uj_q. RjeSavanjem rekurzivne relacije
dobijamo

y=3 (1493 @+ -1+ -))



UMKS u saradnji sa UMUSK, UM “Algoritam” Mostar, UMTK i PZ Tuzla

Direktnim uvr$tavanjem dobijamo da je t; = u? + 1, odnosno m; = u?. Kako su po definiciji niza {u;};ey
njegovi €lanovi cijeli brojevi, dobijamo da je m; potpun kvadrat za sve i € N, pa specijalno i za i =,
q.e.d.

(Napomena: Jednakost t; = ul-2 + 1 je moguce dokazati i koriste¢i matematicku indukciju)

Sema bodovanja

1 boda — uvodenje nizova m; i n;

2 boda — dobijanje rekurzivnih relacija ekvivalentnih sa t;; = 7t; + 12n;, nj,q = 4t; + 7n;
2 boda — dobijanje vrijednosti t; u zatvorenoj formi

2 boda — uvodenje niza u;

3 boda — dokaz da je u? + 1

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjesenja koja su razli¢ita od sluzbenog rjeSenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.



