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61. TAKMIČENJE MLADIH MATEMATIČARA BOSNE I HERCEGOVINE 

FEDERALNO PRVENSTVO UČENIKA SREDNJIH ŠKOLA 

Bihać / Mostar / Sarajevo / Tuzla, 22.05.2021. godine 

 

IV RAZRED 

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra 𝑚 tako da jednačina 
𝑥ସ − (3𝑚 + 2)𝑥ଶ + 𝑚ଶ = 0 

ima četiri realna rješenja koja formiraju aritmetičku progresiju.  
 
Rješenje 1 

Data jednadžba je bikvadratna. Smjenom 𝑥ଶ = 𝑡 ona postaje 

𝑡ଶ − (3𝑚 + 2)𝑡 + 𝑚ଶ = 0. 
Da bi posljednja jednadžba imala realna rješenja mora vrijediti  

(3𝑚 + 2)ଶ − 4𝑚ଶ ≥ 0, tj.(𝑚 + 2)(5𝑚 + 2) ≥ 0. 

Dakle, mora vrijediti 𝑚 ∈ (−∞,  −2] ∪ ቂ−
ଶ

ହ
,   +∞). Rješenja su data sa  

𝑡ଵ,ଶ =
3𝑚 + 2 ± ඥ(3𝑚 + 2)ଶ − 4𝑚ଶ

2
. 

Iz uslova da polazna jednačina ima četiri realna rješenja vidimo da mora biti 3𝑚 + 2 > 0 što sa ranije 

uvedenim ograničenjem za 𝑚 daje da 𝑚 ∈ ቂ−
ଶ

ହ
,   +∞). 

Primijetimo da za 𝑚 ∈ ቂ−
ଶ

ହ
,   +∞) vrijedi da je 3𝑚 + 2 ≥ ඥ(3𝑚 + 2)ଶ − 4𝑚ଶ. 

Rješenja polazne jednačine data su sa 

𝑥ଵ,ଶ,ଷ,ସ = ±ඨ3𝑚 + 2 ± √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
. 

Da bi data rješenja formirala aritmetičku progresiju moraju razlike susjednih članova progresije, zapisane u 
rastućem ili opadajućem poretku, biti jednake. Napišimo rješenja u rastućem poretku 

−ඨ3𝑚 + 2 + √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
, −ඨ3𝑚 + 2 − √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
, ඨ3𝑚 + 2 − √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
, ඨ3𝑚 + 2 + √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
 

Kako za prva tri člana mora vrijediti 

−ඨ
3𝑚 + 2 − √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
+ ඨ

3𝑚 + 2 + √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
= ඨ

3𝑚 + 2 − √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
+ ඨ

3𝑚 + 2 − √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
, 

to imamo 
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ඨ3𝑚 + 2 + √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
= 3ඨ3𝑚 + 2 − √5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4

2
. 

Istu jednačinu bismo dobili da smo posmatrali uslov jednakosti razlika za posljednja tri člana. 

Rješavanjem posljednje jednačine dobijemo 

3𝑚 + 2 + ඥ5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4 = 9 ቀ3𝑚 + 2 − ඥ5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4ቁ. 

tj. nakon sređivanja 

25(5𝑚ଶ + 12𝑚 + 4) = 16(3𝑚 + 2)ଶ. 

Posljednja jednačina se svodi na 

19𝑚ଶ − 108𝑚 − 36 = 0, 

čija su rješenja 𝑚 = 6 i 𝑚 = −


ଵଽ
 (primijetimo da su oba rješenja veća od − ଶ

ହ
). 

Dakle, za 𝑚 = 6 i 𝑚 = −


ଵଽ
 polazna jednačina ima četiri realna rješenja koja formiraju aritmetičku 

progresiju. 

Za 𝑚 = 6 dobije se aritmetička progresija −3√2, −√2, √2, 3√2 , a za 𝑚 = −


ଵଽ
 aritmetička progresija glasi 

−3ට
ଶ

ଵଽ
, −ට

ଶ

ଵଽ
, ට

ଶ

ଵଽ
, 3ට

ଶ

ଵଽ
.  

Šema bodovanja 
1 bod – dobijanje rješenja po 𝑡 
2 boda – dobijanje uslova pod kojim su rješenja 𝑥ଵ,ଶ,ଷ,ସ  realna 
1 bod – dobijanje eksplicitnog izraza za 𝑥ଵ,ଶ,ଷ,ସ   
1 bod – dobijanje ispravnog poretka rješenja 𝑥ଵ,ଶ,ଷ,ସ  u aritmetičkoj progresiji 

3 boda – dobijanje uslova ටଷାଶା√ହమାଵଶାସ

ଶ
= 3ටଷାଶି√ହమାଵଶାସ

ଶ
 

2 boda – dobijanje rješenja za 𝑚 
 
Rješenje 2 

Zadana je jednačina 

𝑥ସ − (3𝑚 + 2)𝑥ଶ + 𝑚ଶ = 0.          (1) 

Uvedimo smjenu 𝑥ଶ = 𝑡. Jednačina sada postaje 

𝑡ଶ − (3𝑚 + 2)𝑡 + 𝑚ଶ = 0.         (2) 
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S obzirom da rješenja 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ jednačine (1) moraju biti realni brojevi, rješenja 𝑡ଵ, 𝑡ଶ jednačine (2) 
moraju biti nenegativni realni brojevi. Da bi ta rješenja bila realni brojevi, mora biti 

(3𝑚 + 2)ଶ − 4𝑚ଶ ≥ 0, 

odakle je 

𝑚 ∈ (−∞, −2] ∪ −
2

5
, +∞൰. 

Neka su 𝑡ଵ, 𝑡ଶ rješenja jednačine (2). Tada su rješenja jednačine (1) brojevi ±√𝑡ଵ, ±√𝑡ଶ. Iz uvjeta da oni čine 
artimetičku progresiju, jednostavno zaključujemo (bez umanjenja općenitosti jer ništa se ne mijenja ako 
zamijenimo mjesta 𝑡ଵ i 𝑡ଶ) da su ta rješenja ovako poredana po veličini: 

−ඥ𝑡ଶ, −ඥ𝑡ଵ, ඥ𝑡ଵ,  ඥ𝑡ଶ. 

Neka je 𝑑 razlika te aritmetičke progresije. Imamo da je 

𝑑 = √𝑡ଵ + √𝑡ଵ, tj. √𝑡ଵ =
ௗ

ଶ
 . 

Također, s obzirom da je u aritmetičkoj progresiji svaki član niza, počevši od drugog, aritmetička sredina 
njemu dva susjedna člana niza, zaključujemo da je 

ି√௧మା√௧భ

ଶ
= −√𝑡ଵ, tj. √𝑡ଶ =

ଷௗ

ଶ
 . 

Do istih uvjeta dolazimo posmatranjem posljednja tri člana niza.  

Sada, iz Vieteovih formula primijenjenih na jednačinu (2) dobivamo 

൜
𝑡ଵ + 𝑡ଶ = 3𝑚 + 2

𝑡ଵ ⋅ 𝑡ଶ = 𝑚ଶ
  

Zbog 𝑡ଵ, 𝑡ଶ ≥ 0 zaključujemo da mora biti 3𝑚 + 2 ≥ 0, tj. 

𝑚 ≥ −
2

3
 . 

Dakle, mora vrijediti 

𝑚 ∈ ቂ−
ଶ

ହ
, +∞ቁ.                                                           (3) 

Sada na osnovu gore navedenih jednakosti iz Vieteovih formula i rješenja jednačine (2) izraženih preko 
razlike 𝑑 niza, dobivamo 

൫ඥ𝑡ଵ ⋅ 𝑡ଶ൯
ଶ

= 𝑚ଶ ⟺ ൬
𝑑

2
⋅

3𝑑

2
൰

ଶ

= 𝑚ଶ ⟺ 9𝑑ସ = 16𝑚ଶ ⟺ 𝑑ଶ =
4|𝑚|

3
,  
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𝑡ଵ + 𝑡ଶ = 3𝑚 + 2 ⟺ ൫ඥ𝑡ଵ + ඥ𝑡ଶ൯
ଶ

− 2ඥ𝑡ଵ ⋅ 𝑡ଶ = 3𝑚 + 2 ⟺ ൬
𝑑

2
+

3𝑑

3
൰

ଶ

− 2 ⋅
𝑑

2
⋅

3𝑑

2
= 3𝑚 + 2 

⟺ 𝑑ଶ =
6𝑚 + 4

5
 . 

Izjednačavanjem desnih strana gornjih dviju jednakosti, dobivamo 

4|𝑚|

3
=

6𝑚 + 4

5
 , 

odakle je 𝑚 = −6/19 ili 𝑚 = 6.  

Obje vrijednosti zadovoljavaju uvjet (3). 

Za 𝑚 = −6/19 dobivamo rješenja: 

−3ඨ
2

19
, −ඨ

2

19
, ඨ

2

19
, 3ඨ

2

19
 . 

Za 𝑚 = 6 dobivamo rješenja:  −3√2, −√2, √2, 3√2 . 

Šema bodovanja 
2 boda – dobijanje uvjeta pod kojim su rješenja 𝑥ଵ,ଶ,ଷ,ସ  realna 
3 boda – izražavanje √𝑡ଵ i √𝑡ଶ preko 𝑑 (ili dobijanje √𝑡ଶ = 3√𝑡ଵ 

3 boda – dobijanje uslova ସ||

ଷ
=

ାସ

ହ
 

2 boda – dobijanje rješenja za 𝑚 
 
Zadatak 2. Za dva skupa 𝐴 i 𝐵 definišemo skup 𝐴 + 𝐵 sa 𝐴 + 𝐵 = {𝑎 + 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}. Na primjer, ako je 
𝐴 = {1,2,3} i 𝐵 = {4,5,6}, onda je 𝐴 + 𝐵 = {5,6,7,8,9}.  

a) Odrediti najveći prirodan broj 𝑚 takav da postoje skupovi 𝐴 i 𝐵, oba podskupovi skupa ℕ ∪ {0}, 
takvi da i 𝐴 i 𝐵 imaju po 𝑚 elemenata i vrijedi 𝐴 + 𝐵 = {0,1,2, … ,2021}.  

b) Odrediti najmanji prirodan broj 𝑛 takav da postoje skupovi 𝐴 i 𝐵, oba podskupovi skupa ℕ ∪ {0}, 
takvi da i 𝐴 i 𝐵 imaju po 𝑛 elemenata i vrijedi 𝐴 + 𝐵 = {0,1,2, … ,2021}.  

Rješenje 
a) Neka je 𝐴 = {𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … 𝑎} i 𝐵 = {𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … 𝑏}, pri čemu vrijedi 𝑎 < 𝑎ାଵ i 𝑏 < 𝑏ାଵ za 𝑖 =

1, 2, … , 𝑚 − 1. Imamo: 
 

𝑎ଵ + 𝑏ଵ < 𝑎ଵ + 𝑏ଶ < 𝑎ଶ + 𝑏ଶ < ⋯ < 𝑎ିଵ + 𝑏 < 𝑎 + 𝑏 

Svi ovi brojevi su elementi skupa 𝐴 + 𝐵 i po parovima su različiti, pa vrijedi |𝐴 + 𝐵| ≥ 2𝑚 − 1, 
odnosno 2𝑚 − 1 ≤ 2022 ⇔ 𝑚 ≤ 1011. Ova granica se može dostići: 

𝐴 = {0, 1, 2, … .1010} 

𝐵 = {0, 1, 2, … , 1009, 1011} 

pa je traženi broj 𝑚 = 1011. 
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b) Kako je |𝐴| = |𝐵| = 𝑛, to je |𝐴 + 𝐵| ≤ 𝑛 ∙ 𝑛 = 𝑛ଶ jer se svaki element skupa 𝐴 + 𝐵 dobija kao zbir 
jednog elementa 𝐴 i jednog elementa 𝐵. Dakle, 𝑛ଶ ≥ 2022 ⇔ 𝑛 ≥ 45. Ova granica se može 
dostići: 

𝐴 = {0, 1, 2, … , 44} 

𝐵 = {0 ∙ 45, 1 ∙ 45, 2 ∙ 45 … 43 ∙ 45, 2021 − 44} 
Očigledno se u skupu 𝐴 + 𝐵 nalaze svi brojevi iz ℕ ∪ {0} manji ili jednaki 43 ∙ 45 + 44 (mogu se 
dobiti kao 𝑟 + 𝑞 ∙ 45 gdje su 𝑟, 𝑞 redom ostatak i količnik pri dijeljenju sa 45), kao i svi brojevi 
između 2021 − 44 i 2021. Kako je 43 ∙ 45 + 44 > 2021 − 44, to se u skupu 𝐴 + 𝐵 nalaze svi 
brojevi 0, 1, 2, … , 2021. Očito je 2021 najveći element ovog skupa, pa je |𝐴 + 𝐵| = {0, 1, … , 2021}. 
Dakle, traženi broj je 𝑛 = 45. 

 
Šema bodovanja 
Dijelovi pod a) i b) nose po 5 bodova. 
2 boda – pronalaženje skupova 𝐴 i 𝐵 koji imaju po 1011 elemenata  
3 boda – dokaz da skupovi ne mogu imati više od 1011 elemenata 
3 boda – pronalaženje skupova 𝐴 i 𝐵 koji imaju po 45 elemenata  
2 boda – dokaz da skupovi ne mogu imati manje od 45 elemenata 
 

Zadatak 3. Neka su 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥ଶଶଵ, 𝑥ଶଶଶ  različiti prirodni brojevi iz skupa {1, 2, 3, . . . , 2021, 2022}.  
Odrediti najmanju i najveću moguću vrijednost izraza 

อቤቚ… ฬቚห𝑥ଵ – 𝑥ଶห– 𝑥ଷቚ − 𝑥ସฬ − ⋯ ቚ − 𝑥ଶଶଵቤ − 𝑥ଶଶଶอ. 

 
Rješenje 
Dokažimo prvo da je minimalna vrijednost datog izraza 1. Primijetimo da neovisno od toga kako dodijelimo 
vrijednosti brojevima 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥ଶଶଶ izraz 𝑊 je uvijek neparan (apsolutne vrijednosti i predznaci ne utiču 

na parnost, pa je 𝑊 iste parnosti kao zbir 𝑥ଵ + 𝑥ଶ + ⋯ + 𝑥ଶଶଶ = 1 + 2 + ⋯ + 2022 =
ଶଶଶ∙ଶଶଷ

ଶ
= 1011 ∙

2023, što je neparno). Kako je 𝑊 ≥ 0 uvijek, a neparno je, zaključujemo da je 𝑊 ≥ 1. Vrijednost 𝑊 = 1 
možemo postići sa 𝑥 = 𝑘 + 2, 𝑥ାଵ = 𝑘 + 3, 𝑥ାଶ = 𝑘 + 5, 𝑥ାଷ = 𝑘 + 4, za 𝑘 = 1,5,9,13, … ,2017 i 

𝑥ଶଶଵ = 2, 𝑥ଶଶଶ = 1. Ova konstrukcija nam odgovara jer je ቚห|𝑥 − 𝑥ାଵ| − 𝑥ାଶห − 𝑥ାସቚ = ቚห|(𝑘 + 2) −

𝑘+3−𝑘+5−𝑘+4=0 za svako 𝑘=1,5,9,13,…,2017 pa dobijamo da je 𝑊=0−𝑥2021−𝑥2022=0−2−1=1. 

Dokažimo sada da je maksimalna vrijednost izraza 𝑊 jednaka 2021. Prvo dokažimo matematičkom 

indukcijom da je 𝑊 = อቤቚ… ฬቚห𝑥ଵ – 𝑥ଶห– 𝑥ଷቚ − 𝑥ସฬ − ⋯ ቚ − 𝑥ିଵቤ − 𝑥อ ≤ 2022 za 𝑘 = 3, … ,2022.  

i) Baza indukcije vrijedi, jer je 𝑊ଷ = ห|𝑥ଵ − 𝑥ଶ| − 𝑥ଷห ≤ max{|𝑥ଵ − 𝑥ଶ|, 𝑥ଷ} ≤ 2022 (jer je 0 < |𝑥ଵ − 𝑥ଶ| ≤

2022 − 1 = 2021, a 0 < 𝑥ଷ ≤ 2022).  
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ii) Pretpostavimo da za neko 2021 ≥ 𝑘 ≥ 3 vrijedi  

𝑊 = อቤቚ… ฬቚห𝑥ଵ – 𝑥ଶห– 𝑥ଷቚ − 𝑥ସฬ − ⋯ ቚ − 𝑥ିଵቤ − 𝑥อ ≤ 2022. 

iii) Dokažimo tvrdnju za 𝑘 + 1. Imamo da je 

 𝑊ାଵ = อቤቚ… ฬቚห𝑥ଵ – 𝑥ଶห– 𝑥ଷቚ − 𝑥ସฬ − ⋯ ቚ − 𝑥ቤ − 𝑥ାଵอ = |𝑊 − 𝑥ାଵ| ≤ max(𝑊, 𝑥ାଵ) ≤ 2022  

 (jer vrijedi 0 ≤ 𝑊 ≤ 2022 po induktivnoj pretpostavci, a svakako vrijedi i 0 < 𝑥ାଵ ≤ 2022).  

Sada za 𝑘 = 2022 imamo da je 𝑊 = 𝑊ଶଶଶ ≤ 2022, a kako je 𝑊 neparno zaključujemo da je 𝑊 ≤ 2021. 
Vrijednost 2021 se može dostići sa 𝑥 = 𝑘 + 1, 𝑥ାଵ = 𝑘 + 2, 𝑥ାଶ = 𝑘 + 4, 𝑥ାଷ = 𝑘 + 3, za 𝑘 =

1,5,9,13, … ,2017 i 𝑥ଶଶଵ = 1, 𝑥ଶଶଶ = 2022. Ova konstrukcija nam odgovara jer je ቚห|𝑥 − 𝑥ାଵ| −

𝑥𝑘+2−𝑥𝑘+4=(𝑘+1)−𝑘+2−𝑘+4−𝑘+3=0 za svako 𝑘=1,5,9,13,…,2017 pa dobijamo da je 
𝑊 = ห|0 − 𝑥ଶଶଵ| − 𝑥ଶଶଶห = ห|0 − 1| − 2022ห = 2021.  

Dakle, minimalna vrijednost datog izraza je 1, a maksimalna 2021. 

Šema bodovanja 
2 boda – dokaz da se može postići vrijednost 𝑊 = 1 
2 boda – dokaz da se ne može postići vrijednost 𝑊 < 1 
2 boda – dokaz da se može postići vrijednost 𝑊 = 2021 
4 boda – dokaz da se ne može postići vrijednost 𝑊 > 2021 
 
Zadatak 4. Neka je ∆𝐴𝐵𝐶 trougao u kojem je 𝐴𝐵തതതത  =  𝐴𝐶തതതത i ∠𝐶𝐴𝐵 =  90°. Ako su 𝑀 i 𝑁 tačke na hipotenuzi 
𝐵𝐶തതതത takve da je 𝐵𝑀തതതതതଶ +  𝐶𝑁തതതതଶ  =  𝑀𝑁തതതതതଶ, odrediti ∠𝑀𝐴𝑁. 
 
Rješenje 1 
Kako je (𝐵𝑀തതതതത + 𝐶𝑁തതതത)ଶ > 𝐵𝑀തതതതതଶ +  𝐶𝑁തതതതଶ  =  𝑀𝑁തതതതതଶ, to se kružnica sa centrom u 𝑀 i poluprečnikom 𝑀𝐵തതതതത i 
kružnica sa centrom u 𝑁 i poluprečnikom 𝑁𝐶തതതത sijeku u dvije tačke. 
Jedna od tačaka presjeka je sa jedne strane prave 𝐵𝐶, a druga sa 
druge. Onu koja je sa suprotne strane prave 𝐵𝐶 u odnosu na tačku 𝐴 
označimo sa 𝑃. Iz uslova zadatka 𝑃𝑀തതതതതଶ +  𝑃𝑁തതതതଶ = 𝐵𝑀തതതതതଶ +  𝐶𝑁തതതതଶ  =

 𝑀𝑁തതതതതଶ, pa je ∠𝑀𝑃𝑁 = 90°  (tačku 𝑃 smo mogli definisti i na način da 
van trougla ∆𝐴𝐵𝐶, a nad 𝑀𝑁തതതതത kao hipotenuzom konstruišemo 
pravougli trougao sa stranicama 𝐵𝑀തതതതത, 𝐶𝑁തതതത, 𝑀𝑁തതതതത, a takav trougao postoji 
po uslovu zadatka). 
Trouglovi ∆𝐵𝑀𝑃 i ∆𝐶𝑁𝑃 su jednakokraki, pa je ∠𝐶𝑃𝑁 = ∠𝑃𝐶𝑁 =
∠ேெ

ଶ
 u ∠𝑀𝑃𝐵 = ∠𝑀𝐵𝑃 =

∠ெே

ଶ
, pa je ∠𝐶𝑃𝐵 = ∠𝐶𝑃𝑁 + ∠𝑁𝑃𝑀 +

∠𝑀𝑃𝐵 =
∠ேெା∠ெே

ଶ
+ ∠𝑁𝑃𝑀 =

ଽ°
ଶ

+ 90° = 135°. Kako je 
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𝐴𝐵തതതത = 𝐴𝐶തതതത i pri tome su 𝐴 i 𝑃 sa različitih strana prave 𝐵𝐶 i vrijedi ∠𝐵𝐴𝐶 = 90° = 2 ∙ (180° − ∠𝐶𝑃𝐵), to je 
tačka 𝐴 centar opisane kružnice trougla ∆𝐶𝑃𝐵. Sada lako uočavamo da su trouglovi ∆𝐴𝐵𝑀 i ∆𝐴𝑃𝑀 

podudarni (pravilo 𝑆𝑆𝑆), odakle je ∠𝑃𝐴𝑀 = ∠𝐵𝐴𝑀 =
∠

ଶ
. Slično je i ∠𝑃𝐴𝑁 =

∠

ଶ
, pa je ∠𝑀𝐴𝑁 =

∠𝑀𝐴𝑃 + ∠𝑃𝐴𝑁 =
∠ା∠

ଶ
=

∠

ଶ
= 45°. 

Šema bodovanja 
2 boda – konstrukcija tačke 𝑃 tako da se zaključi i da su trouglovi ∆𝐵𝑀𝑃 i ∆𝐶𝑁𝑃 jednakokraki i da je 
∠𝑀𝑃𝑁 = 90° 
1 bod – dokaz da je ∠𝐵𝑃𝐶 = 135° 
3 boda – zaključak da je 𝐴 centar opisane kružnice trougla ∆𝐵𝑃𝐶 
1 bod – dokazivanje podudarnosti trouglova ∆𝐴𝐵𝑀 i ∆𝐴𝑃𝑀 
3 boda – dokazivanje ∠𝑀𝐴𝑁 = 45°. 
 
Rješenje 2 
Neka je tačka 𝐸 na pravoj koja prolazi kroz 𝐵 i okomita je na 𝐵𝐶, takva 
da vrijedi 𝐵𝐸തതതത = 𝐶𝑁തതതത i tačke 𝐸 i 𝐴 su sa iste strane prave 𝐵𝐶. Tada je  
𝑀𝐸തതതതതଶ = 𝐵𝑀തതതതതଶ +  𝐵𝐸തതതതଶ = 𝐵𝑀തതതതതଶ + 𝐶𝑁തതതതଶ  =  𝑀𝑁തതതതതଶ, pa je 𝑀𝐸തതതതത = 𝑀𝑁തതതതത. S druge 
strane, kako je ∠𝐴𝐵𝐸 = 90° − ∠𝐴𝐵𝐶 = 45° = ∠𝐵𝐶𝐴, to su trouglovi 
∆𝐴𝐸𝐵 i ∆𝐴𝑁𝐶 podudarni (pravilo 𝑆𝑈𝑆). Zbog toga je 𝐴𝐸തതതത = 𝐴𝑁തതതത i 
∠𝐸𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐴𝑁. Sada primjećujemo da su trouglovi ∆𝐴𝐸𝑀 i ∆𝐴𝑁𝑀 

podudarni (pravilo 𝑆𝑆𝑆), pa je ∠𝑀𝐴𝑁 = ∠𝑀𝐴𝐸 =
∠ோ

ଶ
=

∠ேା∠ா

ଶ
=

∠ଽ°ି∠ேା∠ா

ଶ
= 45°. 

 
Šema bodovanja 
2 boda – konstrukcija tačke 𝐸 tako da se zaključi da je trougao ∆𝑁𝑀𝐸 jednakokraki 
2 boda – dokaz da je 𝐴𝐸 = 𝐴𝑁 
1 bod – dokaz da je ∠𝐸𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐴𝑁 
3 boda – dokaz da je ∠𝑀𝐴𝑁 = ∠𝑀𝐴𝐸 
2 boda – dokaz da je ∠𝑀𝐴𝑁 = 45°. 
 
Rješenje 3 
Iz uslova zadatka imamo  

𝐵𝑀തതതതതଶ +  𝐶𝑁തതതതଶ  =  𝑀𝑁തതതതതଶ = (𝐵𝐶തതതത − 𝐵𝑀തതതതത − 𝐶𝑁തതതത)ଶ

= 𝐵𝐶തതതതଶ + 𝐵𝑀തതതതതଶ +  𝐶𝑁തതതതଶ − 2 ∙ (𝐵𝐶തതതത ∙ 𝐵𝑀തതതതത + 𝐵𝐶തതതത ∙ 𝐶𝑁തതതത − 𝐶𝑁തതതത ∙ 𝐵𝑀തതതതത),  

odakle je 𝐵𝐶തതതതଶ + 2 ∙ 𝐶𝑁തതതത ∙ 𝐵𝑀തതതതത = 2 ∙ 𝐵𝐶തതതത ∙ (𝐵𝑀തതതതത + 𝐶𝑁തതതത)  (∗). 
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Neka je ∠𝐵𝐴𝑀 = 𝑥 i ∠𝐶𝐴𝑁 = 𝑦. Kao vanjske uglove dobijamo 
∠𝐴𝑀𝑁 = 𝑥 + 45° i ∠𝐴𝑁𝑀 = 𝑦 + 45°. 

Iz sinusnih teorema lako dobijamo 𝐵𝐶തതതത = 𝐴𝐵തതതത ∙ √2, 𝐵𝑀തതതതത = 𝐴𝐵തതതത ∙
௦ ௫

௦(ଵଷହ°ି௫)
= 𝐴𝐵തതതത ∙

௦ ௫

௦(௫ାସହ°)
= 𝐴𝐵തതതത ∙ √2 ∙

௦ ௫

௦ ௫ା௦ ௫
= 𝐴𝐵തതതത ∙ √2 ∙

ଵ

ଵା௧ ௫
, 𝐶𝑁തതതത =  𝐴𝐶തതതത ∙ √2 ∙

ଵ

ଵା௧
= 𝐴𝐵തതതത ∙ √2 ∙

ଵ

ଵା௧ ௬
.  Ako prethodne 

jednakosti uvrstimo u (∗), uz oznake 𝑐𝑡𝑔 𝑥 = 𝑚, 𝑐𝑡𝑔 𝑦 = 𝑛 
(očigledno je 𝑚 > 0 i 𝑛 > 0, jer su 𝑥 i 𝑦 oštri uglovi), nakon 
skraćivanja sa 2 ∙ 𝐴𝐵തതതതଶ dobijamo: 

1 +
2

(1 + 𝑚)(1 + 𝑛)
= 2 ∙ ൬

1

1 + 𝑚
+

1

1 + 𝑛
൰   ⇒ 

1 + 𝑚 + 𝑛 + 𝑚𝑛 + 2 = 4 + 2𝑚 + 2𝑛   ⟹ 

 𝑚𝑛 − 1 = 𝑚 + 𝑛                           ⟹ 

1 =
𝑚𝑛 − 1

𝑚 + 𝑛
=

𝑐𝑡𝑔 𝑥 ∙ 𝑐𝑡𝑔 𝑦 − 1

𝑐𝑡𝑔 𝑥 + 𝑐𝑡𝑔 𝑦
= 𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦). 

Kako je 0° < 𝑥 + 𝑦 < 90°, to je 𝑥 + 𝑦 = 45°, odakle je ∠𝑀𝐴𝑁 = 45°. 

Šema bodovanja 
1 bod – dobijanje jednakosti (∗) 
3 boda – svođenje na jednakost u kojoj se pojavljuju samo 𝑐𝑡𝑔 𝑥 i 𝑐𝑡𝑔 𝑦 
5 bodova – dobijanje 𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦) = 1 
1 boda – dokaz da je ∠𝑀𝐴𝑁 = 45°. 
 
Zadatak 5. Ako su 𝑚, 𝑛, 𝑟 prirodni brojevi takvi da vrijedi 

1 + 𝑚 + 𝑛√3 = ൫2 + √3൯
ଶିଵ

, 
dokazati da je broj 𝑚 potpun kvadrat.  
 
Rješenje 1 

Najprije primijetimo da je 𝑚 neparan broj. Naime, svi članovi u stepenovanju ൫2 + √3൯
ଶିଵ

 osim 

posljednjeg su parni, a posljednji je 3ିଵ√3, pa ne pripada racionalnom dijelu izraza. Zato je racionalni dio 
izraza paran, odnosno 1 + 𝑚 je paran, odnosno 𝑚 je neparan. Dalje, iz binomne formule direktno slijedi 

da, ako je ൫2 + √3൯
ଶିଵ

= 𝐴 + 𝐵√3, tada je ൫2 − √3൯
ଶିଵ

= 𝐴 − 𝐵√3. Zato imamo 

1 + 𝑚 + 𝑛√3 = ൫2 + √3൯
ଶିଵ

⇒ 

1 + 𝑚 − 𝑛√3 = ൫2 − √3൯
ଶିଵ

 
Množenjem ovih jednakosti dobijamo 
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(1 + 𝑚)ଶ − ൫𝑛√3൯
ଶ

= ቀ൫2 + √3൯൫2 − √3൯ቁ
ଶିଵ

⇔ 

(𝑚 + 1)ଶ − 3𝑛ଶ = ቀ2ଶ − ൫√3൯
ଶ

ቁ
ଶିଵ

⇔ 

(𝑚 + 1)ଶ − 3𝑛ଶ = 1 ⇔ 

𝑚(𝑚 + 2) = 3𝑛ଶ 
Kako je 𝑚 neparan, to je 𝑛𝑧𝑑(𝑚, 𝑚 + 2) = 1, pa je 𝑚 = 3𝑥ଶ i 𝑚 + 2 = 𝑦ଶ ili 𝑚 = 𝑥ଶ i 𝑛 = 3𝑦ଶ za cijele 
brojeve 𝑥, 𝑦. Prvi slučaj otpada jer je tada 𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) ⇒ 𝑚 + 2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) ⇒ 𝑦ଶ ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3), što 
je nemoguće. Dakle, vrijedi drugi slučaj, pa je 𝑚 potpun kvadrat, 𝑞. 𝑒. 𝑑. 

Šema bodovanja 

1 bod – dobijanje jednakosti 1 + 𝑚 − 𝑛√3 = ൫2 − √3൯
ଶିଵ

 
4 boda – dobijanje jednakosti 𝑚(𝑚 + 2) = 3𝑛ଶ 
1 bod – zaključak da je 𝑚 neparan, te da su 𝑚 i 𝑚 + 2 relativno prosti 
2 boda – zaključak da je jedan od brojeva 𝑚 i 𝑚 + 2 kvadrat, a drugi trostruki kvadrat 
2 boda – zaključak da je nemoguće da je 𝑚 + 2 kvadrat, a 𝑚 trostruki kvadrat  
 
Rješenje 2 

Neka su {𝑚}∈ℕ i {𝑛}∈ℕ nizovi takvi da vrijedi 1 + 𝑚 + 𝑛√3 = ൫2 + √3൯
ଶିଵ

, ∀𝑖 ∈ ℕ i neka je 

𝑡 = 1 + 𝑚, 𝑖 ∈ ℕ. Drugim riječima, 𝑡 i 𝑛  su redom racionalni i iracionalni dio izraza ൫2 + √3൯
ଶିଵ

. 
Imamo 

൫2 + √3൯
ଶାଵ

= ൫2 + √3൯
ଶ

∙ ൫2 + √3൯
ଶିଵ

= ൫7 + 4√3൯൫𝑡 + 𝑛√3൯ = (7𝑡 + 12𝑛) + (4𝑡 + 7𝑛)√3 
odnosno 

𝑡ାଵ = 7𝑡 + 12𝑛   𝑛ାଵ = 4𝑡 + 7𝑛  
Množenjem prve relacije sa 7, druge sa 12 i oduzimanjem dobijamo 

7𝑡ାଵ − 12𝑛ାଵ = 𝑡 ⇔ 

12𝑛ାଵ = 7𝑡ାଵ − 𝑡 ⇔ 

12𝑛 = 7𝑡 − 𝑡ିଵ 
Uvrštavajući ovo u prvu rekurzivnu relaciju dobijamo 

𝑡ାଵ = 14𝑡 − 𝑡ିଵ 
Rješavanjem ove rekurzivne relacije (početni uslovi su 𝑡ଵ = 2 i 𝑡ଶ = 26) dobijamo 

𝑡 =
1

2
∙ ൫2 + √3൯ ∙ ൫7 − 4√3൯


+

1

2
∙ ൫2 − √3൯ ∙ ൫7 + 4√3൯


 

Nakon sređivanja koristeći činjenicu 7 ± 4√3 = ൫2 ± √3൯
ଶ

 dobijamo 

𝑡 =
1

2
ቀ൫2 − √3൯

ଶିଵ
+ ൫2 + √3൯

ଶିଵ
ቁ 

Posmatrajmo niz {𝑢}∈ℕ definisan sa 𝑢ଵ = 1, 𝑢ଶ = 5 i 𝑢ାଵ = 4𝑢 − 𝑢ିଵ. Rješavanjem rekurzivne relacije 
dobijamo 

𝑢 =
1

2
∙ ቆ൫−1 + √3൯ ∙ ൫2 + √3൯


− ൫1 + √3൯൫2 − √3൯


ቇ 
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Direktnim uvrštavanjem dobijamo da je 𝑡 = 𝑢
ଶ + 1, odnosno 𝑚 = 𝑢

ଶ. Kako su po definiciji niza {𝑢}∈ℕ 
njegovi članovi cijeli brojevi, dobijamo da je 𝑚 potpun kvadrat za sve 𝑖 ∈ ℕ, pa specijalno i za 𝑖 = 𝑟,  
𝑞. 𝑒. 𝑑. 

(Napomena: Jednakost 𝑡 = 𝑢
ଶ + 1 je moguće dokazati i koristeći matematičku indukciju) 

Šema bodovanja 
1 boda – uvođenje nizova 𝑚 i 𝑛  
2 boda – dobijanje rekurzivnih relacija ekvivalentnih sa 𝑡ାଵ = 7𝑡 + 12𝑛, 𝑛ାଵ = 4𝑡 + 7𝑛  
2 boda – dobijanje vrijednosti 𝑡 u zatvorenoj formi 
2 boda – uvođenje niza 𝑢  
3 boda – dokaz da je 𝑢

ଶ + 1 
 

Napomena: 

Potpuna i parcijalna rješenja koja su različita od službenog rješenja biće adekvatno bodovana u skladu sa 
šemom bodovanja koju će takmičarska komisija ekvivalentirati sa postojećom šemom bodovanja. 

 

 
 

 
 


