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Il RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra k za koji jednacina
log(kx) = 2log(x + 1)
ima tacno jedno rjesenje u skupu realnih brojeva.

Rjesenje
Primijetimo da ne moze biti k = 0 jer tada log(kx) nije definisan. Definiciono podrucje date jednacdine je:

(1) z=2ak>0,x>0,
(2) z2ak<0,-1<x<0.

Uz uslove (1) i (2) data jednatina je ekvivalentna jednacini (jer je 2 log(x + 1) = log ((x + 1)?))
(3) x2+(2—-k)x+1=0.

Posto nas zanimaju samo realna rjesenja ove jednacine, potrebno je da je njena diskriminanta veca ili
jednaka 0. Diskriminanta ove jednacine je D = (2 — k)% — 4. Posto mora biti k # 0, jedino je za k = 4
diskriminanta D = 0. Tada jednacina (3) ima jedinstveno rjesenje x = 1, koje je ujedno i jedinstveno
rjeSenje polazne jednacine (jerjek > 0ix > 0).

Akoje D > 0, tj.akoje k < 0ili k > 4 tada iz (3) slijedi da je

Jk(k —4),

t
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pri ¢emu uzimamo da je x; < x,.
Razmatrajmo dva slucaja:

1° k < 0. Vidimo da x; ne zadovoljava uslov (2), pa ono nije rjeSenje polazne jednacine (jer je —1 + % -

%\/k(k —4) < —1). S druge strane, uslov —1 < —1 +§+%‘/k(k —4) < 0 je ekvivalentan sa uslovima

—k <Vk? -4k i Vk? — 4k < 2 — k. Kako je k < 0, posljednje dvije nejednakosti smijemo kvadrirati,
nakon Cega dobijamo tacne nejednakosti 0 < —4k i 0 < 4. Dakle, za k < 0, postoji tacno jedno rjeSenje

polazne jednadine.



2° k > 4. Tada je o€igledno x, > 0,a uslov x; > 0 je ekvivalentan sa k — 2 > Vk? — 4k, $to je nakon
kvadriranja (zbog k — 2 > 0) ekvivalentno sa 4 > 0, sto je ocigledno ta¢no. Dakle, u ovom slucaju polazna
jednacina ima dva razli¢ita realna rjesenja (jer oba zadovoljavaju uslov (1)).

Dakle, jednacina ima tac¢no jedno rjeSenje samo za k = 4i k < 0ito rjesenje je:

x:%(k—2+w/k(k—4))

Sema bodovanja

1 bod — postavljanje uslova (1) i (2) (ne dobijaju se bodovi ukoliko je postavljen samo jedan od uslova)
1 bod — dobijanje jednakosti (3)

2 boda - rjeSavanje sluéajaD = 0

1 bod — zakljucak da u slu€aju D > O vrijedik < 0ili k > 4

3 boda - rjesavanje slucaja k < 0

2 boda - rjesavanje slucaja k > 4

Zadatak 2. Neka je a prirodan broj. Dokazati da su sljedece dvije tvrdnje ekvivalentne:
i) postoji prirodan broj d takav da svaka od jednadinax? —ax+d =0i x? —ax —d = 0 ima bar
jedno cjelobrojno rjesenje;
ii) postoje prirodni brojevi b i c takvi da je a® = b? + c2.

Rjesenje

i) Dokazimo prvo da ako trazeno d postoji onda postoje i brojevi b i c. Da bi date jednacine imale bar
jedno cjelobrojno rjeSenje njihove diskriminante moraju biti potpuni kvadrati. Diskriminante ovih
jednatinasu D; = a? — 4d i D, = a? + 4d. Neka je D; = x2, a D, = y? za neke nenegativne cijele
brojeve x i y. Zbog d > 0 vrijedi x > y > 0. Sabiranjem dobijamo da je D; + D, = x? + y? = 2a?,

x2+y?  2(x%4y?)  (x+y)%+(x-y)? X+Y\2 x—y
2 = 2 = : =G+

pa je a? = )2. Primijetimo da su brojevi x i y

. . . . Xty . x— . . v . x+y .
iste parnosti zbog x? + y? = 2a?, pa su brojevi Ty i Ty prirodni, te moZemo uzeti b = Ty i

c=2Y

=
ii) Dokazimo sada drugi smjer, tj. ako postoje prirodni brojevi b i ¢ takvi da je a® = b? + ¢? (1), onda
postoji i trazeno d. Primijetimo da je nemoguce da su oba broja b i ¢ neparna, jer bi onda jednacina
(1) bila nemoguéa po modulu 4 (desna strana bi bila kongruentna 2 po modulu 4, a kvadrat a? ne

moZe biti kongruentan 2 po modulu 4). Dakle, bar jedan od brojeva b i ¢ je paran. Uzmimo da je
d= % (ovo je sada prirodan broj). Sada su rjesenja prve jednacine jednaka
atVa?—2bc axvb?+c?2—2bc azx(b—c)* azx|b—c|
2 - 2 - 2 -T2
i ona su cijeli brojevi, jer su brojevi a i b — c iste parnosti iz jednacine (1).
Sli¢no, rjesenja druge jednacine jednaka su

X12 =



_atva®—-2bc atvVb*+c*+2bc ax(b+c)* at(b+c)
Y2 = 2 B 2 B 2 -T2
i ona su takoder cijeli brojevi, jer su brojevi a i b + c iste parnosti iz jednacine (1). Sada je dokaz

zavrsen.

Sema bodovanja

Prvi smjer vrijedi 6 bodova, a drugi smjer 4 boda.

Prvi smjer:

1 bod — zaklju¢ak da se broj 2a? moZe napisati kao x? + y?, gdje je x? = a® + 4d i y? = a® — 4d.
3 boda — dobijanje jednakosti a? = (x;r—y)2 + (?)2

2 boda - zaklju¢ak dasu b = %i c= % prirodni brojevi koji zadovoljavaju uslov zadatka

Drugi smjer:
1 bod —dokaz da je bar jedan od brojeva b i ¢ paran

3 boda—-dokazdazad = %jednaéine imaju rjesenje u skupu cijelih brojeva

Zadatak 3. Neka su X, X5,...,X2021,X2022 razli¢iti prirodni brojevi iz skupa {1,2,3,...,2021,2022}.
Odrediti najmanju i najve¢u mogucu vrijednost izraza

— X2022

H||||X1— le_ X3| _X4_ —"'|—X2021

Rjesenje
Dokazimo prvo da je minimalna vrijednost datog izraza 1. Primijetimo da neovisno od toga kako dodijelimo

vrijednosti brojevima xq, x5, ..., X027 izraz W je uvijek neparan (apsolutne vrijednosti i predznaci ne uticu
na parnost, pa je W iste parnosti kao zbir x; + x, + -+ X390, = 1 + 2 + --- + 2022 = w =1011-
2023, sto je neparno). Kako je W = 0 uvijek, a neparno je, zaklju¢ujemo da je W = 1. Vrijednost W =1
mozZemo posti¢isax, =k +2,x4q =k + 3, x4, =k +5,%,,3 =k +4,zak =159,13,...,2017i
X2021 = 2,X2022 = 1. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||xk — X1l — xk+2| - xk+4| = |||(k +2)—

k+3—Fk+5—Fk+4=0za svako £=1,5,9,13...,2017 pa dobijamo da je W=0-x2021—-x2022=0-2—1=1.

DokaZimo sada da je maksimalna vrijednost izraza W jednaka 2021. Prvo dokaZimo matematickom

indukcijom da je W, = H| |||x1 - |- 5| = x| = | = 2| — x| < 202222k = 3, 2022.
i) Bazaindukcije vrijedi, jer je Wy = ||x1 — x| — x3| < max{|x; — x,|,x3} < 2022 (jerje 0 < |x; — x| <
2022 —-1=2021,a 0 < x3 < 2022).
ii) Pretpostavimo da za neko 2021 = k > 3 vrijedi
Wk = ||H|x1 - x2|— X3| _X4_ _ e | _xk_1 _X]c S 2022




ili) Dokazimo tvrdnju za k + 1. Imamo da je

W1 = = Xpa1| = Wi — Xpepq| < max(W, xp41) < 2022

||...|||x1— le— x3| —X4 - "'|_xk

(jer vrijedi 0 < W), < 2022 po induktivnoj pretpostavci, a svakako vrijedii 0 < xj,1 < 2022).

Sada za k = 2022 imamo da je W = W,g,, < 2022, a kako je W neparno zaklju¢ujemo da je W < 2021.
Vrijednost 2021 se moZe dosti¢i sa xp =k +1,x341 =k +2, %4, =k +4,x,,3=k+3, za k=

1,5,9,13,...,2017 i X021 = 1, %5022 = 2022. Ova konstrukcija nam odgovara jer je |||xk—xk+1| -
A 2-xf+4=(k+1)-k+2-k+44£+3=0 za svako #=15913..,2017 pa dobijamo da je
W = |10 = x021 | — X2022| = |10 — 1] — 2022| = 2021.

Dakle, minimalna vrijednost datog izraza je 1, a maksimalna 2021.

Sema bodovanja

2 boda — dokaz da se mozZe postici vrijednost W = 1

2 boda — dokaz da se ne moZe postiéi vrijednost W < 1

2 boda — dokaz da se moZe postici vrijednost W = 2021

4 boda — dokaz da se ne mozZe postici vrijednost W > 2021

Zadatak 4. Neka je AABC trougao u kojem je AB = AC i LCAB = 90°. Ako su M i N tacke na hipotenuzi
BC takve daje BM? + CN? = MN?, odrediti ZMAN.

RjeSenje 1
Kako je (BM + CN)? > BM? + CN? = MN?, to se kruznica sa centrom u M i polupreénikom MB i
kruZnica sa centrom u N i polupre¢nikom NC sijeku u dvije tacke. Jedna od tacaka presjeka je sa jedne
strane prave BC, a druga sa druge. Onu koja je sa suprotne strane &

prave BC u odnosu na tacku A oznafimo sa P. Iz uslova zadatka S
PM? + PN? = BM? + CN? = MN?, pa je ZMPN =90° (tatku P
smo mogli definisti i na nadin da van trougla AABC, a nad MN kao
hipotenuzom konstruiSemo pravougli trougao sa stranicama P
BM, CN, MN, a takav trougao postoji po uslovu zadatka).

Trouglovi ABMP i ACNP su jednakokraki, pa je £CPN = 2PCN =
PNM\ ZMPB = +MBP = # pa je 2CPB = £CPN + .NPM +

LMPB = M+ (NPM = "7""+ 90° = 135°. Kako je 4B = AC

i pri tome su A i P sa razli¢itih strana prave BC i vrijedi £BAC = 90° = A

2-(180°— CPB), to je tatka A centar opisane kruZnice trougla
ACPB. Sada lako uoc¢avamo da su trouglovi AABM i AAPM podudarni (pravilo SSS), odakle je ZPAM =

LBAM = ‘Bzi Sliéno je i LPAN = "’Zi paje ZMAN = £MAP + 2PAN = ‘BAP;‘PAC = ‘BZAC = 45°,




Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke P tako da se zakljuci i da su trouglovi ABMP i ACNP jednakokrakii da je
£ZMPN = 90°

1 bod —dokaz da je ZBPC = 135°

3 boda - zakljuc¢ak da je A centar opisane kruznice trougla ABPC

1 bod — dokazivanje podudarnosti trouglova AABM i AAPM

3 boda — dokazivanje ZMAN = 45°.

Rjesenje 2
Neka je tacka E na pravoj koja prolazi kroz B i okomita je na BC, takva da N
vrijedi BE = CN i tacke E i A su sa iste strane prave BC. Tada je
ME? = BM? + BE? = BM? + CN? = MN?, pa je ME = MN. S druge
strane, kako je ZABE = 90°— £ABC = 45°= £BCA, to su trouglovi
AAEB i AANC podudarni (pravilo SUS). Zbog toga je AE = AN i
LEAB = £CAN. Sada primjeéujemo da su trouglovi AAEM i AANM

podudarni (pravilo SSS), pa je ZMAN = £MAE = LNAE _ cNAB+ZEAB _

2
£90°—2£CAN+LEAB
f = 4‘5 o.

Sema bodovanja

2 boda — konstrukcija tacke E tako da se zakljudi da je trougao ANME jednakokraki
2 boda — dokaz da je AE = AN

1 bod —dokaz da je ZEAB = £CAN

3 boda — dokaz da je ZMAN = £LMAE

2 boda — dokaz da je ZMAN = 45°.

Rjesenje 3
Iz uslova zadatka imamo
BM? + CN? = MN? = (BC — BM — CN)?
= BC? + BM?> + CN?—2-(BC-BM + BC - CN — CN - BM),

odakle je BC2 + 2-CN - BM = 2 -BC - (BM + CN) (+).

Neka je ZBAM = x i £CAN = y. Kao vanjske uglove dobijamo ZAMN = x +
45°i LANM =y + 45°.

sinx

Iz sinusnih teorema lako dobijamo BC = 4B -+/2,BM = AB -

sin(135°—x) =
—_— sinx —_— sinx —_— 1 — —_— x+45
AB- sin(x+45°) =AB- \/E ' sinx+cosx AB - \/E ' 1+ctgx’ CN = AC: \/E ' >
1 - 1 . . .
Tretg = AB -2 Tretay Ako prethodne jednakosti uvrstimo u (%), uz <

oznake ctgx = m,ctgy = n (ociglednoje m >0 in >0, jer su x i y ostri



uglovi), nakon skracivanja sa 2 - AB? dobijamo:

2 1 1
e ()
+(1+m)(1+n) 1+m+1+n
l1+m4+n+mn+2=44+2m+2n =
mn—1l=m+n =

mn—1 ctgx-ctgy—1

1= = =ct .
m+n ctgx+ctgy ctg(x +y)

Kakoje 0° < x +y <90°tojex +y = 45° odakle je ZMAN = 45°.

Sema bodovanja

1 bod - dobijanje jednakosti (*)

3 boda — svodenje na jednakost u kojoj se pojavljuju samo ctg x i ctgy
5 bodova — dobijanje ctg(x +y) =1

1 boda — dokaz da je ZMAN = 45°.

Zadatak 5. Beskonacna ploca je podijeljena na jedini¢ne kvadratice. Figuru koja se dobije izbacivanjem
jednog kvadratica iz kvadrata formata 2 X 2 zovemo L — figurom. Konfiguracijom
¢emo zvati svaki raspored L — figura na ploci takav da nikoje dvije L — figure ne
pokrivaju isti kvadrati¢. Ako za svaku L — figuru u konfiguraciji vrijedi da je
kvadrati¢ koji zajedno sa tom L — figurom gradi kvadrat formata 2 X 2 pokriven

drugom L — figurom, tu konfiguraciju zovemo savrsenom (na slici je dat primjer
savrsene konfiguracije sa pet L — figura). Neka je data savrsena konfiguracija sa

2021-om L — figurom. Dokazati da se nekoliko L — figura (barem jedna, ali ne i
sve) iz te savrsene konfiguracije moze ukloniti sa ploCe tako da na ploci i dalje
ostane savrsena konfiguracija.

Rjesenje

Primijetimo da, ukoliko postoje dvije L — figure postavljene tako da prekrivaju 2 X 3 pravougaonik,
uklanjanjem preostalih 2019 uglova ispunjavamo uslov zadatka. Nadalje pretpostavljamo da takva dvije
L — figure ne postoje.

Posmatrajmo proizvoljnu L — figuru u sa ploce. Postoji jedinstven kvadrat 2 X 2 koji sadrZi sva njena
polja. Po uslovu zadatka postoji L — figura v koja pokriva preostalo polje ovog kvadrata. Tada ¢emo redi
da L — figura v nadopunjuje L — figuru u. Konstruis§imo usmjeren graf G Ciji su ¢vorovi L — figure
ploce, i grana iz figure u u figuru v postoji ako i samo ako v nadopunjuje u.

Ocigledno u grafu G svaki ¢vor ima tacno jednu izlaznu granu. Ako postoji ¢vor koji nema ulaznu granu, on
ne nadopunjuje nijednu L — figuru, pa njenim uklanjanjem osobina i dalje vaZi. Pretpostavimo zato da
takav ¢vor ne postoji. Tada svaki ¢vor ima barem jednu ulaznu i ta¢no jednu izlaznu granu. Medutim, kako



je zbir ulaznih stepena jednak zbiru izlaznih stepena, svaki ¢vor mora imati ta¢no jednu ulaznu granu.
Odatle se lako dobija da je G unija disjunktnih ciklusa. Ako postoji vise od jednog ciklusa, tada oni imaju
manje od 2021 ¢vorova, pa uklanjanjem svih ciklusa osim jednog ispunjavamo uslov zadatka.

Ostaje da pokaZzemo da ne moZe postojati tacno jedan ciklus, tj. da svih 2021 ¢vorova pripada istom
ciklusu. Pretpostavimo suprotno. Centrom L — figure nazivamo centar 2 X 2 kvadrata koji sadrZi sva
njegova polja (drugim rijec¢ima, centar L — figure je zajednicko tjeme tri jedini¢na kvadrata koji je grade).
Kako smo pretpostavili da ne postoji 2 X 3 pravougaonik pokriven sa dva L — figure, direktnom
provjerom dobijamo da, ako jedna figura nadopunjuje drugu, tada se njihovi centri razlikuju za 1 i po x-
koordinati i po y-koordinati (odnosno, njihovi centri su naspramna tjemena nekog polja ploce). Slijedi da u
ciklusu parnost koordinata centara ¢vorova alternira, pa broj ¢vorova u ciklusu mora biti paran. Ovo je
kontradikcija s pretpostavkom da postoji ciklus sa 2021 ¢vorova, pa je ona netacna.

Dakle, moze se ukloniti nekoliko L — figura (barem jedna, ali ne i sve) iz savrsene konfiguracije sa 2021-
om L — figurom tako da na ploci i dalje ostane savrsena konfiguracija.

Sema bodovanja

1 bod — zaklju¢ak da je tvrdnja tacna ukoliko dvije L — figure prekrivaju 2 X 3 pravougaonik i ukoliko ne
postoji ¢vor koji nema ulaznu granu (ili neka ekvivalentna tvrdnja)

2 boda — zaklju¢ak da ukoliko nema ¢vora sa ulaznim stepenom 0, ulazni stepen svakog ¢vora je 1

2 boda — zakljucak da je graf unija disjunktnih ciklusa

1 bod — zakljucak da je tvrdnja tacna ukoliko se graf sastoji od vise od jednog ciklusa

4 boda — dokaz da se graf ne moZe sastojati od samo jednog ciklusa

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjeSenja koja su razlic¢ita od sluzbenog rjesenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.



