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Il RAZRED

Zadatak 1. Nadi sve kvadratne polinome P(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0) sa cjelobrojnim koeficijentima
a, b, c takve da za sve realne x vrijedi

1 3

Exz +2x+ 2019 < P(x) < Exz + 6x + 2023.
Rjesenje 1

Primijetimo da datu nejednakost mozemo zapisati u obliku

1 3
E(x +2)24+2017 < P(x) < E(x +2)% +2017.

Sada za x = —2 dobijamo 2017 < P(-2) < 2017, tj. P(—2) = 2017. S druge strane, kako za svkao x
vrijedi %(x +2)%2 42017 > 2017, to je P(x) = 2017 za sve x, $to zbog P(—2) = 2017 zna¢i da parabola

y = P(x) dostize minimalnu vrijednost za x = —2. Dakle, mora vrijediti a > 0 (jer samo tad parabola ima
minimum) i tacka (—2,2017) je tjeme parabole, paje P(x) = a(x + 2)? + 2017. Dakle, imamo

1 3
E(x +2)2+2017 <a(x+2)>+2017 < E(x +2)%2 +2017.

Ocigledno je a = 1 jedina cjelobrojna vrijednost za koju vrijedi data nejednakost za sve x, pa je P(x) =
(x +2)? + 2017 = x? + 4x + 2021, $to je jedino rjedenje zadatka.

Sema bodovanja

2 boda — dobijanje nejednakosti u obliku%(x +2)2+2017<P(x) < %(x +2)2 + 2017

1 bod - zakljuc¢ak da je P(—2) = 2017

2 boda — zaklju¢ak da parabola y = P(x) mora dostizati minimum za x = —2 (tj. da je tjeme parabole u
tacki (—2,2017))

2 boda — zaklju¢ak da mora vrijediti P(x) = a(x + 2)? + 2017

2 boda — zaklju¢ak da mora vrijeditia = 1

1 bod — pravilno izra¢unavanje P(x)



Rjesenje 2

Za a = 2 bi zbog desne strane nejednakosti vrijedilo (a — ;) x2+ (b —6)x +c—2023 < 0zasve x, §to
je nemogude jer ovaj kvadratni polinom nema maksimuma zbog a —; > (. Sli¢no, za a < 0 bi zbog lijeve
strane nejednakosti vrijedilo G — a) x?+ (2 —=b)x + 2019 — ¢ < 0, $to je nemoguce zbog % —a>0.
Dakle, a = 1.

Sada je lijeva strana nejednakosti ekvivalentna sa x; + (b —2)x+ c— 2019 = 0. Ovo ¢e vrijediti za svako

realno x ako je D; = (b—2)?—4 % (c —2019) <0 (1). Sli¢no, desna strana nejednakosti postaje

x?z+ (6 —b)x + 2023 — c > 0, 3to vrijedi za sve realne x ako je D, = (6 — b)? — 4-%- (2023 —¢) <
0 (2). Sabiranjem (1) i (2) nakon sredivanja dobijamo 2 - (b — 4)? < 0, pa mora vrijediti b = 4. Sada se
(1) svodi na 4 < 2(c —2019), odakle je ¢ > 2021, dok se (2) svodi na 4 < 2(2023 — ¢), odakle je
c < 2021.Dakle, c = 2021, pa je P(x) = x? + 4x + 2021.

Sema bodovanja

2 boda — zaklju¢ak da mora vrijeditia = 1

3 boda - zakljucak da lijeva strana nejednakosti vrijedi za svako realno x ako i samo ako je zadovoljena
nejednakost (1), a da desna strana nejednakosti vrijedi za svako realno x ako i samo ako je zadovoljena
nejednakost (2) (ukoliko uéenik ima jednu od prethodne dvije nejednakosti dobija 2 boda)

3 boda — sabiranje nejednakosti (1) i (2) i zaklju¢ak da je b = 4

2 boda — dobijane nejednakostic = 2021 ic < 2021 i zaklju¢ak c = 2021

Zadatak 2. Neka je p prost broj. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takvih da vrijedi NZS(a,a +
o=NZ5b66+p.

(Napomena: NZS(x,y) je oznaka za najmaniji zajednicki sadrZilac, odnosno najmaniji zajednicki visekratnik,
prirodnih brojeva x i y.)

Rjesenje
Neka jed = NZD(a,a + p) (NZD je oznaka za najveci zajednicki djelilac). Tada imamo da d|aid|a + p, iz

a(a+p)

slu¢aju kada p dijeli a) ili jednako 1 (u sluc¢aju kada p ne dijeli a). Posto je NZS(a,a + p) = NZD(@atp)

zaklju¢ujemo da je NZS(a,a +p) = %(a + p) ukoliko p dijeli a, odnosno NZS(a,a +p) = a(a + p)

ukoliko p ne dijeli a. Analogno imamo da je NZS(b,b +p) = %(b + p) ukoliko je b djeljiv sa p i
NZS(b,b + p) = b(b + p) u suprotnom.

Ukoliko je jedan od brojeva a,b djeljiv sa p, a drugi nije (npr. pla,p 1 b), tada p|NZS(a,a +p), a
p t NZS(b,b + p) (jer ako p t b onda p t b + p), pa je nemoguée da vrijedi NZS(a,a + p) = NZS(b,b +
Y2

Dakle, ili su oba broja a, b djeljiva sa p ili nije nijedan. U oba slucaja jednakost NZS-ova se svodi na



a(a+p)=b(b+p) &
a’?—b>=bp—ap &
(a—b)a+b+p)=0.

Ova jednacina moZze vrijediti jedino ukoliko je a = b, jer ako je a — b # 0, dobijamodajea+ b +p =0,
Sto nije moguce jer su a, b, p prirodni brojevi.

Dakle, jedina rjesenja su parovi (a, b) gdje je a = b.

Sema bodovanja
2 boda — zaklju¢ak da je NZD brojevaaia+ p (ilibib + p) jednak 1 (ako p t a) ili p (ako p|a)

a(a+p) u

2 boda - zaklju¢ak da je NZS(a,a + p) = a(a + p) uslucajudap t a, odnosno NZS(a,a + p) = >

slu¢aju p|a (i isto to za b)

2 boda — zaklju¢ak da su ili oba broja a, b djeljivi sa p ili nije nijedan

2 boda —ispravno rjeSavanje slucaja kad nijedan od brojeva a, b nije djeljiv sa p
2 boda —ispravno rjeSavanje slu¢aja kada su oba broja a, b djeljivisa p

Zadatak 3. Rijesiti jednacinu u skupu realnih brojeva

1 1 1
+ +
V2020 —vx V2021 —+Vx +1 2022 —-Vx+2
1 1 1

= + + :
V2021 —x —V1 V2022 —x—+/2 +2023—x—+/3

Rjesenje
Primijetimo da mora biti 0 < x < 2021 ix # 2020.
Racionalizacijom dobijamo
V2020 +vVx V2021 ++Vx+1 2022 —Vx +2
2020 — x + 2021 —-(x+1) + 2022 - (x + 2)
V2021 —x +v1 V2022 —x++2 +2023—x++3
T T2021—x—-1 + 2022 —x—2 + 2023 —x—3
MnoZenjem sa 2020 — x # 0 dobijamo ekvivalentnu jednacinu

V2020 + vx + V2021 + Vx + 1 + V2022 — Vx + 2
=+2021 — x + V1 + 2022 —x + V2 + 2023 — x + V3. (¥)

Lako vidimo da je x = 1 rjeSenje jednacine ().

Akojex > 1,ondaje

V2020 > V2021 — x,v2021 > V2022 — x,v/2022 > /2023 — x,

Vx> VLVx+1>V2,Vx +2 >+/3,



pa vrijedi da je

V2020 + Vx + V2021 +Vx + 1 + V2022 —Vx + 2 >
> V2021 — x + V1 + V2022 — x + V2 + V2023 — x + /3.

Dakle, jednacina (*) ne moZe imati rjeSenje vece od 1.

Slicno, zax < 1je

V2020 <2021 — x,v/2021 < /2022 — x,v/2022 < /2023 — x,

Ve < VI, Vx+1<V2,Vx +2 <3,

pa vrijedi da je

V2020 + Vx + V2021 +Vx + 1 + 2022 —Vx + 2
<2021 —x + V1 + V2022 — x + V2 + V2023 — x + V3,

i jednacina (*) ne moze imati rjeSenje manje od 1.
Dakle, jedino rjesenje jednacine je x = 1.

Sema bodovanja

2 boda — dobijanje jednacine (*)

1 bod — konstatacija da je x = 1 rjeSenje jednacine

4 boda — dokazivanje da je nemoguce da vrijedi x > 1 (ili dokazivanje da je nemoguce da vrijedi x < 1)

3 boda — dokazivanje slucaja koji nije dokazan u gornjem koraku

Napomena: Da bi u¢enik dobio svih 10 bodova, potrebno je da konstatuje da je jednacina (*) ekvivalentna
sa polaznom jednacinom za x # 2020 ili da provjeri da rjeSenje x = 1 zadovoljava pocetnu jednacinu
(inace gubi jedan bod).

Zadatak 4. Date su tacke P i Q na stranicama AB i BC kvadrata ABCD, redom, tako da vrijedi BP = BQ.
Ako je tacka S na PC takva da je BS L PC, izra¢unati 2QSD.

Rjesenje 1

Zbog £PBS = 90° — £CBS = £BC(S, pravougli trouglovi APBS i ABSC su D c
slicni odakle je ?:": = % = %, j. % = %, odakle su zbog 2QBS = 90° —

£BCS = £SCD trouglovi ABSQ i ACSD sli¢ni (pravilo SUS). Zbog toga je bQ
£CSD = £BSQ, pa dobijamo 2£0QSD = 2QSC + £CSD = 90° — £BSQ +

2CSD = 90°.




Sema bodovanja

2 boda — zaklju¢ak da je za 2QSD = 90° dovoljno dokazati sliénost trouglova ABSQ i ACSD

2 boda — zakljuc¢ak da je za tu slicnost dovoljno dokazati % = %

3l

4 boda — zakljucak da su pravougli trouglovi APBS i ABSC i da odatle slijedi g =
2 boda — zaklju¢ak da su prethodne dvije jednakosti ekvivalentne, te da odatle slijedi 2QSD = 90°

Rjesenje 2

Kako je ZPBD = £CBD = 45°, to su trouglovi APBD i ACBD podudarni (pravilo SUS), tj. PD = DQ, pa je
¢etverougao PBQD deltoid. Zbog toga je BD L PQ. Neka je {R} = BD N PQ.

Kako je 42QCD + £QRD =90°+90° = 180° to je cetverougao DRQC
tetivan. S druge strane, iz slicnosti pravouglih trouglova APBS i APBC slijedi
% = %, tj. PB2 = PC - PS. Takoder, na isti nacin iz sli¢nosti trouglova APBR
i APBQ slijedi PB? = PR - PQ. 1z posljednje dvije jednakosti je PC - PS =
PR - PQ, $to znadi da je ¢etverougao SRQC tetivan (iz potencije tacke P ili iz
slicnosti trouglova APSR i APQC). Dakle, tacke S, R, Q, C, D pripadaju jednoj 3

kruznici, zbog cega je £QSD = £QRD = 90°.

Sema bodovanja

1 bod — zaklju¢ak da je BD L PQ

1 bod — uvodenje tacke R i dokaz da su tacke R, @, C, D koncikli¢ne
1 bod — zaklju¢ak da je za £QSD = 90° dovoljno dokazati da i tacka S pripada toj kruznici

2 boda — zaklju¢ak da je dovoljno dokazati PC - PS = PR - PQ

4 boda — dobijanje jednakosti PB? = PC - PS i PB? = PR - PQ (po 2 boda za svaku, pri ¢emu se ovi bodovi
ne dobijaju ukoliko u€enik ranije nije konstatovao da je dovoljno dokazati PC - PS = PR - PQ)

1 bod — zakljuc¢ak da zbog prethodnih jednakosti vrijedi £QSD = 90°

Zadatak 5. U svako polje tabele formata 2020 X 2021 treba upisati po jedan broj iz skupa {0,1,2}. Koliko
maksimalno moZemo upisati jedinica u tu tabelu tako da zbir brojeva u svakom redu i zbir brojeva u svakoj
koloni bude djeljiv sa 3? Odgovor obrazloZiti!

Rjesenje
Pretpostavimo da je u tabelu upisano n nula i d dvica. Posto u jednom redu imamo 2021 polja, da bi zbir
brojeva u tom redu bio djeljiv sa 3 moramo u njemu imati bar jednu dvicu ili bar dvije nule. Dakle, mora

vrijediti d + g = 2020. Sli¢no, kako u jednoj koloni imamo 2020 polja, da bi zbir brojeva u toj koloni bio
djeljiv sa 3 ona mora sadrzavati bar jednu nulu ili bar dvije dvice. Dakle, vrijedi n +§ = 2021. Sabiranjem

dvije dobivene nejednakosti i dijeljenjem sa % dobijamo da je d + n = 2694, pa je broj jedinica u tabeli
sigurno maniji ili jednak od 2020 - 2021 — 2694.



Sada ¢emo konstruisati primjer tabele sa tacno toliko jedinica. Uzet ¢emo da je n = 1348 i d = 1346.
Rasporedimo 1348 nula u horizontalnim parovima pocev od gornjeg lijevog ¢oska (u 674 redova i 1348
kolona) i 1346 dvica u vertikalnim parovima pocev od donjeg desnog ¢oska (u 1346 redova i 673 kolone), a
ostala polja popunimo jedinicama (pogledati sliku ispod). Kako je 674 + 1346 = 2020 i 1348 + 673 =
2021, to ¢e u prvih 674 redova biti po dvije nule, dok ée u preostalim redovima biti po jedna dvica, a u
prvih 1348 kolona ¢e biti po jedna nula, dok ¢e u ostalim kolona biti po dvije dvice, ¢ime smo zadovoljili
uslov da je zbir brojeva u svakom redu i svakoj koloni djeljiv sa 3. Dakle, maksimalan broj jedinica je jednak
2020-2021 — 2694 = 4079726.
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Sema bodovanja

4 boda — pronalaZenje optimalne konstrukcije sa 2020 - 2021 — 2694 jedinica

1 bod — zaklju¢ak da u svakom redu mora biti bar jedna dvica ili bar dvije nule, i da u svakoj koloni mora biti
bar jedna nula ili bar dvije dvice

3 boda — dobijanje nejednakosti d + % =>2020in+ % => 2021 (dobijanje samo jedne od ovih nejednakosti
vrijedi 2 boda)

2 boda —zaklju¢ak dajed + n = 2694

Napomena:

Potpuna i parcijalna rjesenja koja su razlic¢ita od sluzbenog rjesenja bi¢e adekvatno bodovana u skladu sa
Semom bodovanja koju ¢e takmicarska komisija ekvivalentirati sa postoje¢om Semom bodovanja.



