26. MATEMATICKA OLIMPIJADA BIH
Banja Luka / Sarajevo, 13.6.2021.

Jezik: bosanski

Napomena: Zadaci nisu poredani po teZini, nego po oblastima, i to redom algebra,
teorija brojeva, geometrija i kombinatorika.

1. Neka su x, y, z realni brojevi iz intervala [0,1]. Odrediti maksimalnu vrijednost izraza
W=y vli—-x+z-\J1—-y+x-Vv1—2z

Rjesenje:

Uvedimo smjene:a =vV1 —x, b =,/1—1y,c =+1— z, pri ¢emu vrijedi da a,b,c € [0,1].

Nakon tih smjena izraz postaje
W=a(l-b*)+b(1-c?+c(1-a?.

2
Ako je a =0, tada je W=(1—cz)b+cs1—cz+c=%—(c—%) SZ. Analogno se

pokaZe da ako je b = 0 ili ¢ = 0 takoder vrijedi da je W < %. Vrijednost % se moze dostici

npr.zaa=0,b=1,c=St.x=1y=0z==.

Akojea=1,slicnojeW =1—-b?>+b(1—-c?>)<1-b?>+b < %. Analogno se pokaZe da

akoje b = 1ilic = 1 takoder vrijedidaje W < z.

Neka je W = f(a,b,c) i pretpostavimo da je W4, = f(ay, by, cq1) >%, pri ¢emu su
ai, blr Cq € (0! 1)

Posmatrajmo
g@a) = —cia®>+ (A =b3Ha+ b, (1 —c?)+c.

Ovo je parabola koja maksimum na intervalu [0,1] dostize u tjemenu ili na krajevima
_p2

intervala. Kako a; € {0,1}, to mora vrijediti a; = 12:)1 (inace bi mogli odabrati a, € (0,1)
1

tako da vrijedi f (a, by, ¢1) > f(aq, by, ¢,), 3to je kontradikcija). Dakle, 2a,¢; = 1 — b? (1).

Analogno se dobije da mora vrijediti 2a;b; = 1 — ¢ (2) i 2byc; = 1 — a? (3).

Sabiranjem ovih jednadina dobijamo (a; +b; +¢1)?> =3, t. a,+b; +c; =+/3.
Oduzimanjem druge jednacine od prve dobijamo da je 2a;(c; — b;) = (¢; — by)(c; + by),
odakle je ¢; = by ili 2a; = ¢4 + b;. Analogno dobijamo a; = b, ili 2¢; = a4 + b;. Ako je
c¢1 = by, onda bilo koja od jednacina a; = b, ili 2c; = a; + b, povladi a; = by = ¢;. Ako je



2a, = ¢q + by, takoder bilo koja od jednacina a; = b, ili 2¢; = a; + b, povlaéi a; = b, =
V3 . V3 V3 V3 2 5 .

c;. Dakle, a; =b; =c¢; = 5 Medutim, f(?,?,?) = 5-\/5 < " Dakle, maksimum

traZenog izraza je Z.

Primjedba: Maksimum funkcije f(a,b,c), pri éemu a,b,c € [0,1], postoji jer je funkcija
neprekidna i definisana na zatvorenoj kocki, pa se zbog toga moglo pretpostaviti da postoji
Winax = f(ay, by, c1).

Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da postoji permutacija ky,ky,...,kp,—; brojeva
1,2, ...,p — 1 takva daje broj 1%t + 2%z + ... 4+ (p — 1)*r-1 djeljiv sa p.

Napomena: Brojevi ky,k;, ..., k,—; su permutacija brojeva 1,2,...,p — 1 ako se svaki od
brojeva 1,2, ..., p — 1 pojavljuje ta¢no jednom medu brojevima ky, ko, ..., kp—1.

Rjesenje:

Oznadimo sa p’ = pT_l. Primijetimo najprije da zbog Male Fermaove teoreme za proizvoljan
broj a € {1,2,...,p — 1} vrijedi 0 = aP™! — 1 = (a?’ — 1)(a?’ + 1)(mod p), pa kako je p
prost broj, vrijedi a?’ = 1(mod p) ili a?’ = —1(mod p).

Dokazat ¢éemo da je za svaki broj a € {1,2,...,p'} moguée odabrati par (i,j),i,j €
(1,2, ...,p — 1} takav da vrijedi |i — j| = p’ i a* + (p — a)/ = 0(mod p), pri ¢emu su svi ti
parovi disjunktni. Iz ove tvrdnje ocigledno slijedi tvrdnja zadatka.

Neka je p = 4k — 1,k € N. Tada je p’ neparan broj, pa vrijedi a?’ = —(p — a)p'(mod P, tj.
jedan od brojeva ap’, (p—a)p’ je kongruentan 1, a drugi —1 po modulu p. Uzmimo
proizvoljan broj i € {1,2, ...,p'}. Ako je i neparan broj, onda je a’ = —(p — a)* (mod p), pa
ako je ar' = 1(mod p), onda je aitp’ 4 (p —a)' =0 (modp), a u suprotnom je
(p— a)p' = 1(mod p), odakle je a* + (p — a)”p' = 0(mod p). Sli¢no, ako je i paran broj,
zbog a' = (p — a)! (mod p) u slugaju (p — a)?’ = —1(mod p) vrijedi a® + (p — a)'*?’ =
0(mod p), a u sludaju ab' = —1(mod p) vrijedi aitp’ 4+ (p — a)! = 0 (mod p). Na ovaj
nacin ocigledno mozemo konstruisati trazene parove.

Neka je p = 4k + 1,k € N. Tada je p’ paran broj, pa vrijedi a?’ = (p — a)p'(mod p). Ako
posmatramo slicno kao u prethodnom slucaju, primijetimo da brojeve a za koje vrijedi
ab' = 1(mod p), trazeno uparivanje mozemo konstruisati samo ukoliko je i (a samim tim i
j) neparan broj, a za brojeve a za koje vrijedi a?’ = —1(mod p), trazeno uparivanje
mozemo konstruisati samo ukoliko je i (a samim tim i j) paran broj. Kako je jednak broj
parnih i neparnih brojeva u skupu {1,2, ..., p'}, dovoljno je dokazati da je jednak broj brojeva
a €{1,2,..,p'} takvih da vrijedi a?' = 1(mod p) kao i onih za koje vrijedi a?' =
—1(mod p). Po Ojlerovom kriteriju vrijedi a?' = (g) (mod p), pa je dovoljno dokazati da

postoji jednak broj kvadratnih ostataka i neostataka u skupu {1,2,..,p'}. Kako je



p = 1(mod 4) to je (%) = (—sz)’ pa je dovoljno dokazati da je jednak broj kvadratnih

ostataka i neostataka u skupu {1,2,..,p — 1}, Sto se lako dokazuje (jer za x,y €
{1,2,..,p — 1}, x # y iz x? = y?(mod p) slijedi p|(x — y)(x + y), tj. x = p — y, pa imamo
tacno pT_l kvadratnih ostataka).

. Zadatak ¢e naknadno biti objavljen u elektronskom obliku.

Figuru u obliku slova L sastavljenu od 4 jedini¢na kvadrata (kao Sto je prikazano na
slici) nazivamo L-domina. Odrediti maksimalan broj L-domina koje je moguce
postaviti na tablu dimenzija n X n, gdje je n prirodan broj, tako da se nikoje dvije

domine ne preklapaju i da je moguce doci od gornjeg lijevog do donjeg desnog ugla
table krecuéi se samo preko onih kvadrata koji nisu prekriveni dominama.

(Kretanjem mozZzemo preci sa nekog kvadrata na njemu susjedni kvadrat, tj. kvadrat sa kojim
dijeli stranicu).

Napomena: L-domine mogu da se rotiraju, kao i da se prevrnu, ¢ime se dobija osno
simetric¢na figura u odnosu na ovu koja je prikazana na slici.

Rjesenje:

Svaki put od gornjeg desnog do donjeg lijevog polja ploce sadrzi barem n — 1 horizontalnih i
barem n — 1 vertikalnih koraka, pa sadrzi barem 2n — 1 polja. Dakle, L-domine ne smiju
pokriti vise od n? — (2n — 1) = (n — 1)? polja, pa broj postavljenih L-domina ne prelazi

—1)2 —1)2 2
l(n41) (n-1) za neparnon te

n
Za parnon.

J, odnosno

—1)2
Dokazimo da se za n = 3 (mod 4) ne moZe na plocu postaviti % L-domina tako da je

uslov zadovoljen. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji tacno 2n — 1 slobodnih polja, $to je
najmanji broj polja koji put od jednog ugaonog polja plo¢e do suprotnog moze imati. Taj
broj se dostize ako i samo ako svi koraci na tom putu prelaze ili u desnog ili u donjeg
susjeda.




Dakle, plo¢a ima jedan slobodan put duzine 2n — 1, a sva ostala polja su pokrivena L-
dominom (kao u primjeru na slici iznad, gdje su zauzeta polja osjenc¢ena). Put dijeli plocu
na dva dijela (pri ¢emu jedan od dijelova moZe imati 0 polja). Primijetimo da
pomjeranjem svih kvadrati¢a gornjeg dijela za jedno mjesto dijagonalno (dole-lijevo)
dobijamo plo¢u dimenzija (n — 1) X (n — 1) sastavljenu od zauzetih polja. Naime, na taj
nacin ostaju prazni prvi red i zadnja kolona, a ocigledno ne moZe dodi do preklapanja
izmedu gornjeg i donjeg dijela ili izlaZzenja sa ploce. Buduéi da su oba dijela poplo¢ana L-
dominama, i dobijena plo¢a (n — 1) X (n — 1) je poplo¢ana L-dominama. Dokazat ¢emo
da je to nemogude.

Obojimo polja parnih redova plo¢e crnom bojom, a neparnih bijelom. Tada svaka L-

domina pokriva 3 crna i jedno bijelo (ovakve L-domine nazovimo tip 1) ili 3 bijela i jedno

crno polje (ovakve L-domine nazovimo tip 2). Kako je n =3 (mod 4), to jen—1=

2 (mod 4), pa ima jednak broj crnih i bijelih polja u svakom redu, a samim tim i ukupno.

Slijedi da u poplocavanju postoji jednak broj L-domina tipa 1 i tipa 2, pa je ukupni broj L-

n—-1)=2
4

Stojezan—1= 2 (mod 4)
(n-1)2
4
domina dovela je do kontradikcije, pa je netaCna. Zato se u ovom slu¢aju ne moze
(n—-1)2

domina paran. S druge strane, ukupni broj domina je (

L-

neparan broj. Dakle, pretpostavka da je za n = 3 (mod 4) moguée postaviti

postaviti visSe od — 1 L-domina.

(n-1)

, . , ... n?-2n . 2 .
Dokazat ¢emo da je moguce postaviti 0 L-domina za parno n, - L-domina za

—_1)2
n =1 (mod 4)i(n41)

se sastoji od prve kolone i zadnjeg reda ploce. Primijetimo najprije da dvije L-domine
mogu pokriti 2 X 4 pravougaonik:

— 1 L-domina zan = 3 (mod 4), i to tako da je slobodan put koji

Za n =1 (mod 4) gornja desna (n —1) X (n — 1) plota moZe se podijeliti na 2 X 4
pravougaonike, pa se moze poplocati L-dominama.

Zan = 3 (mod 4) gornja desna (n — 1) X (n — 1) plo¢a moze biti poplo¢ana tako da je
centralni 2 X 2 kvadrat slobodan, a ostala polja pokrivena. Za n = 3 ovo je trivijalno. Za
n > 3, kako je n — 1 = 2(mod 4) moguce je poplocati okvir ploce Sirine 2 polja na
slijededi nacin (na slici su oznaceni 2 X 4 pravougaonici koji se L-dominama poplocavaju
na vec opisani nacin):



Na ovaj nacin nepoplocani dio ima dimenzije za 4 manje od pocetne ploce, pa se
postupak moze nastaviti dok u centru ne ostane ploca 2 X 2.

Za parno n moguce je poplodati gornju desnu (n — 1) X (n — 1) ploéu tako da samo
centralno polje ostane slobodno. Za n = 2 ovo je trivijalno, a za n =4 to mozemo
uraditi na sljedeci nacin:

Zan =0 (mod 4) jen — 1 = 3(mod 4) pa se okvir moze poplocati na sljededi nacin:




Nepoplocani dio ima dimenzije za 4 manje od pocetne ploce, pa se postupak moze
nastaviti dok u centru ne ostane plo¢a 3 X 3 koja se poplo€ava na ranije opisani nacin.
Zan =2 (mod 4) jen — 1 = 1(mod 4) pa se okvir moZe poplocati na sljedeci nacin:

Slicno kao u prethodnim sluéajevima, postupak je moguce nastaviti dok se ne dobije samo
jedno slobodno polje u centru.



26. MATEMATUYKA OJIMMINUIAQA BUX
Bama Jlyka / Capajeso, 13.6.2021.

Je3uK: cpncku

HanomeHa: 3agauu HUCY nNopepaHu MO TeXUHU, Hero no obnactuma, U To peaom
anre6bpa, Teopuja 6pojesa, reomeTpuja U KOMOMHATOPUKA.

1. Heka cy x,y,z peanHu 6pojesn u3 uHtepsana [0,1]. OapeanTv makcumanHy BpujeaHOCT
n3pasa

W=y vli—-x+z-\Jl1—-y+x-Vv1—2z
Pjeweme:

Yseaumo cmjeHe: a =vV1—x, b =,/1—y, c =+V1— 2z, npu yemy Bpujegn gda a,b,c €
[0, 1]. HakoH TMX cmjeHa u3pas nocraje

W =a(1l-b?*)+b(1—-c?+c(1-a?.

2
Akojea=0,Tagaje W=(1—-c®*)b+c < 1—c2+c=%—(c—%) S%. AHnanorHo ce
nokaxe ga ako je b = 0 nam ¢ = 0 Takohep Bpujean aa je W < Z. BpujegHoct Z ce moxe

poctuhm Hnp.3aa = 0,b = 1,C=%,Tj.x= 1,y= O'Z:%_

Akojea=1,cmunoje W =1—-b%2+b(1—c?)<1-b*+b < Z. AHanorHo ce nokaxe
Aa akojeb = 1 wnn c = 1 Takohep Bpujean gaje W < %.
Heka je W = f(a,b,c) v npetnoctasumo ga je Wiy = f(aq, by, cq) > %, npu yemy cy
ay, by, cq € (0,1).
MocmaTpajmo

gla) = —cia®>+ (A =b¥Ha+ b, (1 —c?)+c.

OBo je napabona Koja makcumym Ha uHTepsany [0,1] AocTuKe y TjemeHy UaK Ha KpajeBnma
1-b
2C1

2
nHtepsana. Kako a; € {0,1}, To mopa Bpujeantn a; = —= (MHauye 61 mornm ogabpatu

a, € (0,1) Tako ga spujean f(a,, by, c1) > f(aq, by, 1), WTO je KOHTpaaMKumja). Oakne,
2a1C1 = 1 - b% (1).

AnanorHo ce aobuje aa mopa spujeantn 2a;b; = 1 — c¢? (2) n 2byc; = 1 — a? (3).

Cabvparbem o0BuX jeaHaunHa pobujamo (a; +by +c¢)?2 =3, 7. a;+by+c¢; = V3.
OpysvmarbeM gpyre jeaHauvHe of npse gobujamo aa je 2a,(c; — by) = (¢, — by)(c; +



b;), opakne je c; = by unun 2a4 = ¢ + b;. AHanorHo pobujamo a; = by wav 2¢; = a + by.
Ako je ¢y = b, oHpga 6uno Koja opf jegHaumHa a; = by wam 2¢q; = a; + b, noBnaun
a, = by = ¢;. Ako je 2a; = c; + by, Takohep 6uno Koja opn jegHauvmHa a, = by wau
2c; =a,+b; noBnaum a; =b; =c¢;. [HOakne, ay=by=c¢ = ﬁ. MehyTtnm,

3
V3 V3 W 5 .5
f (—33,—33,—33) = % V3 < " [aKkne, MakcMMyM TpayKeHor 1U3pasa je "

Mpumjeaba: Markcumym oyHkumje f(a,b,c), npu yemy a,b,c € [0,1], noctoju jep je
byHKUMja HenpekMaHa M aeduHMCaHaA Ha 3aTBOPEHOj KOLUKWM, na ce 36o0r Tora MoOrno
npetnocrasuTh aa noctoju Wy, = f(aq, by, c1).

Heka je p > 2 npoct 6poj. [lokasatv aa noctoju nepmytaumja ki, ks, ..., k,_, 6pojesa
1,2, ...,p — 1 TakBa Aa je 6poj 1%t + 2%2 + ... + (p — 1)*r-1 pjesus ca p.

Hanomena: bpojesu ky, k,, ..., k,,—1 Cy nepmyTauuja 6pojesa 1,2, ...,p — 1 aKo ce cBaku og
6pojesa 1,2, ..., p — 1 nojassbyje Ta4Ho jegHom mehy bpojesuma ki, Ky, ..., kp_1.

Pjeweme:

OsHaummo ca p’ =p7_1. MpumnjeTumo Hajnpuje ga 36or Mane depmaose Teopeme 3a
npousso/baH 6poj a€{1,2,...p—1} spujean O0=aP1—-1=(a? —1)(a? +
1) (mod p), na Kako je p npocT 6poj, spujean a?’ = 1(mod p) wan a?’ = —1(mod p).
[Nokasat hemo pa je 3a cBakum 6poj a € {1,2,...,p'} moryhe ogabpatn nap (i,j),i,j €
{1,2,...,p — 1} Takas ga spujean |i —jl =p’ n a' + (p — a)/ = 0(mod p), npn yemy cy
CBM TW NapoBU AUCjYHKTHU. 13 0Be TBpAH-€e ounurnegHo cavjeam Tepara 3a4aTKa.

Heka je p=4k—1,k€eN. Taga je p' HenapaH 6poj, na Bpujeau a?' = —(p-
a)p'(mod p), Tj. jeaaH og 6pojesa a?’, (p— a)p’je KOHrpyeHTaH 1, a gpyru —1 no mogyny
p. Yamumo npoussosbaH 6poj i € {1,2,...,p'}. Ako je i HenapaH 6poj, oHaa je at =
—(p — a)! (mod p), na aKo je a?' = 1(mod p), oHaa je ait?’ 4 (p—a) =0 (modp),ay
cynpoTtHom je (p — a)p’ = 1(mod p), opakne je a‘ + (p — a)”p' = 0(mod p). CnunuHo,
ako je i mapaH 6poj, 36or a‘' = (p —a) (modp) y cayuajy (p — a)p' = —1(mod p)
Bpujean a‘ + (p — a)”p’ = 0(mod p), a y cayvajy af' = —1(mod p) Bpujean ait?’ 4
(p — a)! = 0 (mod p). Ha 0Baj HaUMH OUMTNEHO MOKEMO KOHCTPYMCATH TPasKeHe Napose.
Heka je p = 4k + 1,k € N. Taga je p’ napaH 6poj, na Bpujeam ab' = (p— a)p’(‘mod p).
AKO MOCMaTpamo CAMYHO Kao y MPEeTXOAHOM Cay4ajy, MpummujeTMmo aa bpojese a 3a Koje
spujean a? = 1(mod P), TPAXKEHO yNapuBarbe MOMKEMO KOHCTPYMCATU CamMo YKOMKO je i
(@ camum TMM un j) HenapaH 6poj, a 3a 6OpojeBe a 3a Koje Bpujeau a?' =
—1(mod p), TparKeHO ynapmsarbe MOXKEMO KOHCTPYMCaTh CamMo YKO/IMKO je i (a cammum Tum
m j) napaH 6poj. Kako je jegHak 6poj napHUXx M HenapHux 6pojeBa y CcKyny
{1,2,...,p'}, noBo/bHO je AoKasaTu aa je jegHak 6poj 6pojeBa a € {1,2,...,p'} TakBux ga



Bpujeamn a?' = 1(mod p) Kao n oHMX 3a Koje Bpujeau a?’ = —1(mod p). No Ojneposom
KpuTepujy spujeam a?’ = (g) (mod p), na je LOBO/BHO AOKas3aTV A4a NOCTOjM jeaHaK 6poj
KBagpaTHMX OCTaTaka M Heoctataka y ckyny {1,2,..,p'}. Kako je p = 1(mod 4) 10 je

a —-a . .. .
(;) = (?) na je 4OBOJ/bHO A0Ka3aTh Aa je jeaHaK b6poj KBaapaTHMX OCTaTaka M HeocTaTaka

y ckyny {1,2,..,p — 1}, wto ce nako pokasyje (jep 3a x,y € {1,2,..,p— 1}, x #y, u3
x% = y%(mod p) cavjean p|(x —y)(x+y), T. X =p—y, Na MMaMO TayHO pT_l

KBaZpaTHUX OCTaTaKa).
3apaTtak he HakHagHO 6UTK 06jaB/beH Y eN1eKTPOHCKOM 061MKY.
®urypy y obamky cnosa L cactaB/beHy of 4 jeAnHMYHA KBagpaTta (Kao wWTo je

NPWKa3aHO Ha CcAWuUM) HasmBamo L-OomuHa. OpapeauTn MakcumanaH 6poj
L-nomuHa Koje je moryhe noctaBuTM Ha Tabny AumeHsnja n X n, raje je n

npupoaaH 6poj, Tako Aa ce HUKOje ABMje AOMWHE He npeKaanajy u ga je moryhe
nohn opf ropwer nvjesor Ao Aoker AecHor yrna tabne kpehyhu ce camo npeko

OHMX KBagpaTa KOju HUCY MNPEKpMBEHW AOMWMHaMa. (KpeTarbem npenasMmo ca Hekor
KBagpaTa Ha HeMy CycjeiHN KBaApaT, Tj. KBaApaT ca KOjumM Aujenn CTpaHuuy).

HanomeHa: L-gomumHe mory ga ce poTvpajy, Kao u Aa ce npespHy, Ynme ce aobuja ocHo
CMMeTpUYHa ¢urypa y ogHOCY Ha OBY KOja je MpMKa3aHa Ha CanuUM.

Pjeweme:

CBakM MyT O ropkber AecHOr A0 AOHEer /njeBor nosba nao4ve cagpxum bapem n —1
XOPU3OHTaNHUX U Bapem n — 1 BepTUKANHUX KOpaKa, Ma cagpxku bapem 2H — 1 nosva.

Nakne, L-nomuHe He cmujy nokputn sBuwe og n? — (2n—1) = (n — 1)? nosa, na 6poj

(n-1)? (n-1)2 n?-2n
" 33 HemapHo 1 Te

nocTaB/beHUX L-AOMUHa He npenasu l J 04HOCHO 3a

napHo n.

—-1)2
Jokarknmo pa ce 3a n = 3 (mod 4) He MOXKe Ha MoYy NoCTaBUTH % L-nomunHa TaKko ga

je ycnoB 3aaoBosbeH. lMpeTnoctaBMMo cynpoTHo. Taga nocTtoju TayHo 2n — 1 cnobogHux
nosba, WTO je HajMmatbM Bpoj Nosba Koju NyT Of, jeAHOr YraoHOr NnoJba nJjoye A0 CynpoTHOr
MoXKe MmaTu. Taj 6poj ce AOCTUXKE aKO M CAMO aKO CBM Kopauu Ha TOM MyTy Npenase uamy
AecHOr Unn y aower cycjeaa.



Hakne, nnoya mMma jegaH cnobogaH nyT AyKuHe 2n — 1, a cBa octana nosba cy
nokpuBeHa L-gomuHOM (Kao y MpuMjepy Ha CAWUM WM3HaA, raje cy 3ay3eTa nosba
ocjeHyeHa). MyT anjenn naovyy Ha ABa Aujena (Npu Yemy jedaH of AujenoBa MOXKe
nmatn 0 nosba). MpumnjeTMmo ga nomjeparbem CBMX KBagpatuha ropwer gujena 3a
jeaHO mjecto gujaroHanHo (gone-nunjeso) pobujamo naovy aumeHsuja (n — 1) x (n — 1)
CacCTaB/beHy 04 3ay3eTux nosba. Hamme, Ha Taj HaYMH OCTajy NpasHWM NPBMK pes M 3aaHa
KOJIOHa, a o4YnrneHo He Mmorke gohu A0 npeknanawa M3mehy ropwer n gower gujena
WA M3Naxewa ca nnodve. byayhu pga cy oba amjena nonnoyaHa L-gomuHama, u
pobujeHa nnoya (n—1) X (n — 1) je nonnoyaHa L-gomnHama. Jokasat hemo ga je 10
Hemoryhe.

0O60jumo nosba NapHUX peaosa nao4ye UpHom 6ojom, a HenapHMx bujenom. Taga cBaKa
L-pomunHa nokpusa 3 upHa u jegHo bujeno (oBakee L-aomuHe HazoBumo mumi 1) unm 3
bujena u jegHo UpPHO nosbe (oBakBe L-gomMuHe HasoBumo mun 2). Kako je n =
3 (mod 4), 70 jen—1 = 2 (mod 4), na Uma jegHak 6poj LpHUX 1 Brjennx nosba y CBakom
pedy, a camuMm TMM M yKynHo. Cnvjeam ga y nonsioyaBakby NOCTOjU jegHak 6poj L-

AOMMHA TMNA 1 n TMna 2, na je ykynHu 6poj L-nomunHa napaH. C gpyre cTpaHe, yKynHu
(n-1)*
4

wTto je3an — 1 = 2 (mod 4) HenapaH 6poj. [lakne, npeTnocTaBKa
(n—1)2

6poj AoMUHa je

ha je 3a n=3(mod4) moryhe noctaButn L-nomnHa posena je po

KOHTpaguKumje, na je HeTayHa. 3aTo ce y OBOM C/Ay4ajy He MOXKe MOCTAaBUTK BULLE Of,
(n-1)*

YR 1 L-pomunHa.
2_ —_1)2
[okasat hemo ga je moryhe nocrasutu = 42n L-AOMMHa 33 napHo 1, 41) L-AOMMHa 3a
—1)2
n=1(mod4) n %— 1 L-pomunHa 3a n = 3 (mod 4), n TO Tako Aa je cnobogaH nyt

KOju ce caCToju o4, NpBe KOMIOHE U 3a4mer peaa naovye. MpummnjeTmmo Hajnpuje aa asuje
L-pomunHe mory nokputn 2 X 4 NnpaBoyraoHMK:




3a n =1 (mod4) ropwa gecHa (n—1) X (n—1) nnoya moxe ce noaujenuTM Ha 2 X 4
NpaBOYyraoHWKe, Na ce MOXe NonaoyaTm L-gommHama.

3a n = 3 (mod 4) ropwa gecHa (n — 1) X (n — 1) naoya moxke 6UTM NonaodaHa Tako Aa je
LEHTPaNHU 2 X 2 KBaapaT cnobonaH, a ocTana Nosba NOKpPMBEHA. 3a n = 3 0BO je TPUBMjaHO.
3a n >3, Kako je n — 1 = 2(mod 4) moryhe je nonso4yatT OKBUP NaOYeE LWIMPUHE 2 NoJba Ha
cbeaehn HaumH (Ha caMuM cy O3HadeHW 2 X 4 npaBoyraoHMUM Koju ce L-pommHama
nonsiovasajy Ha Beh onucaHn HauuH):

Ha oBaj HauMH Henonio4aHW AMO MMa AMMEH3Mje 33 4 Matbe 04, NOYETHE NaoYe, Na ce NOCTynakK
MOXK€e HaCTaBUTK AOK Y LEHTPY He ocTaHe nJjova 2 X 2.

3a napHo n moryhe je nonsiouatu ropwby gecHy (n — 1) X (n — 1) naoyy Tako Aa camo
LLeHTpanHo nosbe octaHe cnobogHo. 3a n = 2 0BO je TPMBUja/HO, @ 38 N = 4 TO MOXKEMO
YypaguTh Ha c/begehn HaumH:

3an =0 (mod 4)jen —1= 3 (mod 4) na ce OKBUP MOKe NONIOYaTH Ha c/befehr HaumH:




HenonnoyaHu Ano ma AumeHsunje 3a 4 mMarbe Ofi NMOYETHe M/oYe, Na ce NOCTynaK MoXKe
HACTaBUTU OK Y LLEHTPY He OCTaHe naoYa 3 X 3 Koja ce Non/o4yaBa Ha paHMje ONMCaHM HauuH.

3an =2 (mod4)jen — 1= 1(mod 4) na ce OKBMP MOKe NONNOYaTU Ha C/befehr HaumnH:

C/NMYHO Kao y NPeTXo4HUM Cc/lyvajeBMMa, NOCTyNaK je moryhe HacTaBuMTU AOK ce He aobuje camo
jeAHo cnobosHO Nosbe y LEeHTPY.



