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FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

Osma osnovna $kola «Amer Cenanovi¢» Butmir ‘
Sarajevo, 14.05.2016. godine

Program takmicenja

08:30 - 09:30 prijem i registracija takmiCara
09:30 - 09:50 svecano otvaranje takmicenja

(obracanje domacina, organizatora i pokrovitelja)
09:50 - 10:00 rasporedivanje takmiCara po ucionicama

10:00 - 13:00 izrada zadataka

10:30 - 11:30  okrugli sto za nastavnike i pratioce uCenika

13:00 - 16:00 pregledanje radova

16:00 — 16:45  preliminarni rezultati i zalbe

16:45-17:00 pisanje diploma

17:00 proglasenije pobjednika i uCenika koji su se plasirali na
Juniorsku matematiCku olimpijadu Bosne i Hercegovine

Udruzenje matematiCara Kantona Sarajevo
Organizacioni odbor




Opéina Ilizda, povrsine je 162 km®, zauzima centralni dio Kantona Sarajevo, sa pravcem pruzanja

sjeverozapad- jugoistok.

Rijetko gdje u ovom podneblju je ostvarena prirodna harmonija kao sto je na ilizdanskom
prostoru. Iduéi od najnizih dijelova Sarajevskog polja, Vrela Bosne 1 Butmira, uz zanosne planine
Igman 1 Bjelasnicu, zakonito se smjenjuju razliciti zonalni 1 azonalni sistemi. Planina Igman cini

prirodni amfiteatar ovog podrudja.

IlidZza nije poznata samo po svojim poljima, hladnom 1 svjezem Igmanu, Vrelu Bosne, vec je
mnogo vise po svojim nadaleko cuvenim termalnim izvoriStima (ilidzama), od kojih su mnoge
sacuvane 1 danas. Jos u rimsko doba izgradena su banjska Jjecilista. Zbog toga se ovo rimsko
naselje, na lokalitetu danasnje op¢ine Ilidza, smatra zacetkom razvoja urbanog sistema Sarajeva.

Danas su veoma vazna dva strateska cilja razvoja opcine Ilidza, sa naglasenim ubrzanim
ekonomskim razvojem 1 unapredenje konkurentnostt privrede, sa posebnim naglaskom na razvoj
turizma 1 kreativhe ekonomije, kao 1 pozicioniranje Ilidze kao vrhunskog univerzitetskog i

zdravstveno- rehabilitacionog centra.



IlidZza je jedna od devet sarajevskih opcina, ali 1 najstarije naseljeno podrucje Sarajeva.
O tome nam svjedo¢i Butmirska kultura.

Butmir je svakako najpoznatiji po Butmirskoj kulturi (nastala oko 5100. godine p. n. e. ), jednoj
od najznacajnijih kulturnih grupa iz mladeg neolitskog perioda u Evropi. Nalaziste ove kulture je

ucinilo Bosnu 1 Hercegovinu poznatu u svjetskim znanstvenim krugovim.

Ovo naselje je poznato po izgradnji prvog hipodroma u Bosni 1 Hercegovini, tokom perioda
austro-ugarske vladavine. U nesto blizoj proslosti veoma znacajan na ovom prostoru je Tunel

spasa koji je poznat po tome sto je hranio Sarajlije tokom ratnih godina.

Ono sto je za nas posebno vazno je rekonstrukcija stare podrucne skole i izgradnja nove,
moderne skole koja pocinje sa radom u septembru 2000. godine na celu sa prvim direktorom,
rahmetli gospodinom Amerom Cenanoviéem. 2011. godine Skupstina Kantona Sarajevo podr¥ala
je inicijativu gradana 1 uposlenika da skola nosi naziv po ovom velikom covjeku 1 skola od tada

nosi ime Osma osnovna skola ,,Amer Cenanovic*.



U prethodnom periodu skola je funkcionisala kao podrucna skola u okviru Osnovne skole
,Branko Radicevi¢® Ilidza, u toku agresije egzistita kao Osnovna skola “Butmir, poslije

reintegracije opéine Ilidza kao podrucna skola Prve osnovne skole Ilidza.

Tokom proteklih Sesnaest godina skola u svom radu biljezi znacajne uspjehe kako na opcinskim
tako 1 na kantonalnim, ali 1 federalnim takmicenjima.




56. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

Sarajevo, 14.05.2016. godine

ZADACI

VII/9 i VI/8 razred

Zadatak 1 Odrediti nepoznate cifre a i b tako da je broj a783b djeljiv sa 56.

s 5553 6664 , 20
Zadatak 2 Koji je od razlomaka 2222, wess veci

Zadatak 3 Od tri mladica © tri djevojke svaki mladi¢ poznaje tacno dvije
djevojke i svaka djevojka tacno dva mladica. Dokazati da se djevogke 1 mladici
mogu svrstati u parove tako da se u svakom paru nadu poznanici.

Zadatak 4 Neka su C i D tacke u unutrasnjosti ugla L AOB takve da vri-
jedi: 5m(LCOD) = 4m(LAOC) i 3m(LCOD) = 2m(LDOB). Ako je
m(£LAOB) = 105°, odrediti m(£COD).

Zadatak 5 Stranice jedne knjige su numerisane brojevima od 1 do 100. Iz
kngige je istrgnuto nekoliko listova i pri tome se pokazalo da je zbir brojeva
kojima su te strane numerisane jednak 4949. Koliko listova je istrgnuto?

e Svaki zadatak je vrednovan sa 10 poena.

o U toku rada nije dozvoljeno izlaZenje iz ucionice niti koristenje digitrona
1 mobitela.

e Vrijeme za rad je 180 minuta.

E-mail: umks2016@gmail.com Tel: ++387 33 279 874 Fax: ++ 387 33 649342 Web: umks.pmf.unsa.ba



56. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

Sarajevo, 14.05.2016. godine

ZADACI
VIII/9 i VII/8 razred

Zadatak 1 Jedno preduzeée iz Tesnja je u prosloj godini ispunilo plan proizvod-
nje sa 112%. Izracunati koliko procenata ostvarene proizvodnje predstavlja plani-
rana.

Zadatak 2 Ako je

w:\/1+\/—3+2\/_—\/1—\/—3+2\/§»

dokazati da je w = V3 -1,

Zadatak 3 Dokazati da se pri digeljenju prostog broja sa 30 dobija ostatak
koji nije slozZen broj.

Zadatak 4 U pravouglom trouglu ABC' tacka D je sredina hipotenuze, a E i
F su tacke na katetama AC' 1 BC' respektivno takve da je DE 1 DF. Dokazati
da je |[EF|> = |AE|* 4+ |BF|*.

Zadatak 5 U tablici

0123456789
90123456 78
8 901 2 34567
7890123456
6 78 90123435
56 78901234
456 7890123
3456 78901 2
2345678901
1234567890

je zaokruzeno 10 brojeva, i to u svakom redu i svakom stupcu po jedan. Dokazati
da su medu njyima bar dva jednaka.

o Svaki zadatak je vrednovan sa 10 poena.

o U toku rada mije dozvoljeno izlaZenje iz ucionice niti koristenje digitrona
1 mobitela.

e Vrijeme za rad je 180 minuta.

E-mail: umks2016@gmail.com Tel: ++387 33 279 874 Fax: ++ 387 33 649342 Web: umks.pmf.unsa.ba



56. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

Sarajevo, 14.05.2016. godine

ZADACI

IX/9 i VIII/8 razred

Zadatak 1 Ako je a > b > ¢, dokazati da je

Zadatak 2 Naci skup prirodnih brojeva djeljivih sa osam ciji je zbir cifara u
dekadnom sistemu 7, a proizvod 6.

Zadatak 3 U trapezu ABCD, vrijedi AD || BC, m(£LABC) = 30°, m({BCD) =
60° i |BC| = 7. Neka su E, M, F, N sredina stranica AB, BC, CD i DA. Ako
je M N| = 3, izracunati |EF| .

Zadatak 4 U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednacinu

2+ 2Py + oy oy =82 oy +yt + 1),

Zadatak 5 605 kugli jednakog poluprecnika je podijeljeno na dva dijela. Od
jednog dijela je napravijena “uspravna piramida” kojoj je baza kvadrat, a od
drugog dijela je napravljena “uspravna piramida” kojoj je baza jednakos- tranican
trougao. Obje “piramide” su u visinu sloZene od jednakog broja redova kugli.
Odrediti broj kugli u svakoj ”piramaidi”.

o Svaki zadatak je vrednovan sa 10 poena.

o U toku rada nije dozvoljeno izlaZenje iz ucionice niti koristenje digitrona
1 mobitela.

e Vrijeme za rad je 180 minuta.

E-mail: umks2016@gmail.com Tel: ++387 33 279 874 Fax: ++ 387 33 649342 Web: umks.pmf.unsa.ba



Rjesenje zadataka

VII/9 1 VI/8 razred

Zadatak 1. Odrediti nepoznate cifre a i b tako da je broj a783b djeljiv
sa 56.

Rjesenje. Kako je 56 = 7-8 i nzd(7,8) = 1, to je dovoljno odrediti cifre a
i btako da 7|z i8]z Nekajex = a783b. Kako je z = 10000a 4 7800 + 3b i
8 | (10000a + 7800), to iz 8 | « slijedi 8 | 3b. Odavde slijedi b = 2.

Broj x mozemo napisati u obliku x = 1000a + 7832. Nadalje, imamo
10000a = 7-1428a+4a i 7832 = 7-1118+6, pa je v = 7(1428a+1118)+4a+6.
Odavde slijedi 7 | z, ako i samo ako 7 | (4a + 6). Kako je 10 < 4a + 6 < 42,
7| (4a + 6) i 4a + 6 je paran broj, to je 4a + 6 € {14,28,42}, tj. 2a + 3 €
{7,14,21}. Odavde nslijedi a =2 ili a = 9.

Prema tome (a,b) € {(2,2),(9,2)}. &

o 5553 6664 , 20
Zadatak 2. Koji je od razlomaka 2222, ¢ce5 vecis

Rjesenje. Ako se prvi razlomak napise u obliku A = %‘, a drugi u obliku
B = ’)_75, tada je njihova razlika A — B = 5“@—_1)41’. Posto je ba = 27785 i
4b = 26676, vidi se da je ba —4b > 0, paje A— B >0,tj. A>B. {
Zadatak 3. Od tri mladica i tri djevogke svaki mladi¢ poznaje tacno
dvije djevojke i svaka djevojka tacno dva mladi¢a. Dokazati da se djevojke 1
mladic¢i mogu svrstati u parove tako da se u svakom paru nadu poznanici.

Rjesenje. Oznacimo djevojke sa Dy, Dy i D3, a mladic¢e sa My, My i Ms.
Prema pretpostavci zadatka ne moze se desiti da dvije djevojke poznaju
dva mladic¢a i ti isti mladi¢i poznaju te dvije djevojke, jer bi u tom slucaju
tre¢eg mladi¢a poznavala samo jedna djevojka. Pretpostavimo da djevojka
Dy poznaje mladi¢e M; i M,. Formirajmo prvi par poznanika (D, M;). Kako
djevojka D, poznaje dva mladi¢a, to ona sigurno poznaje jednog od mladic¢a
My i M3. Formirajmo par (Ds, Ms). Ako se djevojka D3 i mladi¢ M, poznaju,
onda je ih mozemo posmatrati kao tre¢i par. Ako se nepoznaju, to znaci da
djevojka D3 poznaje mladi¢e M, i My, a mladi¢ D3 poznaje djevojke Dy i Do,
jer ne poznaje mladi¢a Mj. Tada rasparimo drugi par i posmatramo parove
(D, M3) i (D3, My). Ovom podjelom u parove vidimo da smo ispunili uslove
zadataka. <

Zadatak 4. Neka su C i D tacke u unutrasnjosti ugla £ AOB takve da
vrijedi: 5m(£LCOD) = 4m(£LAOC) i 3m(LCOD) = 2m(LDOB). Ako je
m(£LAOB) = 105°, odrediti m(£COD).



Rjesenge. Poluprave OC i OD se nalaze u unutrasnjosti ugla £ AOB, pa je
bitno da znamo koja od ovih polupravi je ”"bliza” polupravoj OA. Zbog toga
razmatramo dva slucaja:

a) poluprava OC' lezi u unutrasnjosti ugla £ AOD,

b) poluprava OD lezi u unutrasnjosti ugla L AOC.

a) Neka OC lezi u unutrasnjosti ugla £ AOD. Stavimo:

m(£LAOC) =z, m(£LCOD)=y i m({DOB) = z.

Tada je 5y = 4z, 3y = 22 i x +y + 2z = 105°. Pomnozimo li posljednju
jednacinu sa 4 imac¢emo 4x + 4y +4z = 420°, odnosno 5y + 4y + 6y = 420°, tj.
15y = 420°. Dakle, y = 28°, & = 35" i z = 42°. Dakle, m(LCOD) = y = 28°.

b) Neka poluprava OD lezi u unutrasnjosti £ AOC. Stavimo m(£LAOD) =
u, m(£LDOC) =v i LCOB) = w. Na osnovu datih uslova u zadatku imamo:
5v = 4(u+v), 3v = 2(v +w) i u+v+w = 105°. Odavde slijedi v = 4u i
v = 2w. Tada je w = 2u i v = 4u. Na osnovu toga iz u +v +w = 105° slijedi
u =15 v =601 w = 30°. Dakle, m(£COD) = v = 60". {

Zadatak 5. Stranice jedne knjige su numerisane brojevima od 1 do 100.
Iz knjige je istrgnuto nekoliko listova @ pri tome se pokazalo da je zbir brojeva
kojima su te strane numerisane jednak 4949. Koliko listova je istrgnuto?

Rjesenge. Kako je svaki list numerisan brojevima 2n — 1 (s jedne strane) i
2n (s druge strane), to je zbir brojeva na svakom listu jednak 4n — 1, gdje
je 1 < n < 50. Neka je preostalo k neistrgnutih listova. Tada je zbir brojeva
kojima su numerisane te stranice jednak

(4ny — 1)+ @dng— 1)+ 4+ (“4n, — 1) = (1 +2+3+4+---+100) — 4949,

tj.



Kako je ostatak pri dijeljenju broja 101 sa 4 jednak 1, to i ostatak pri dijel-
jenju broja 4(ny +ns + n3 + - -+ + ng) — k sa 4 mora biti jednak 1. Kako je
4(ny 4+ ng 4+ n3 + - - - + ng) djeljivo sa 4, to ostatak pri dijeljenju broja —k sa
4 mora biti jednak 1, tj. ostatak pri dijeljenju broja k s 4 mora biti jednak
3. Zakljucujemo da je

ke {3,7,11,15,...,87,91,95,99}.
Kako jeza k> 7
4ny+na+mng+--+ng) —k>401+2+---47)—7=105> 101,

to slijedi da je jedino moguce rjesenje k = 3, pa zakljucujemo da je istrgnuto
50 — 3 = 47 listova. ¢



Rjesenje zadataka

VIIT/9 1 VII/8 razred

Zadatak 1. Jedno preduzece iz Tesnja je u prosloj godini ispunilo plan
proizvodnje sa 112%. Izracunati koliko procenata ostvarene proizvodnje pred-
stavlja planirana.

Rjesenjye. Neka je a planirana proizvodnja, a b ostvarena proizvodnja. Tada

je
a-112 28
= = —a.
100 25
Neka je p trazeni procenat. Tada je a = %. Odavde je
100a  100a 2500 625
= = = = — = 89,29%.
PE T T E T o g
¢

Zadatak 2. Ako je

dokazati da je w = /3 — 1.

Rjesenje. Kako je \/1+ V—=3+2V3 > \/1 —V=3+2V3, to je w > 0.
Stavimoa:\/l—i- —3+2\/§ib:\/1—\/—3+2\/§.Tadaje

a? =141 -3+2V3
b =1—1/-3+2V3,

pa je a® + b* = 2.
S druge strane imamo

o= [l o) (A sem)
_ \/1—(—3+2\/§>:\/m

= (\/3—1)2:‘\/5—1’:\/3—1.




Kako jew =a —biw?= (a—b)* =a®+ b* — 2ab, to je

w'=2-2(V3-1)=4-2V3=(V3-1),
pajew=|w|=vVuwZ=1,/(V3-12=v3-1. ¢

Zadatak 3. Dokazati da se pri dijeljenju prostog broja sa 30 dobija
ostatak koji je prost broj.

Rjesenge. Neka se pri djeljenju prostog broja p brojem 30 dobija koli¢nik
a i ostatak r. Tada je 0 < r < 30. Ako bi bilo » = 0, onda bi prost broj p bio
djeljiv brojem 30, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je p prost broj.
Trebamo dokazati da je r prost broj. Pretpostavimo suprotno, tj. da je r
slozen broj. Svaki slozen broj manji od 30 ima kao prosti faktor bar jedan od
brojeva: 2,31 5. Naime, svaki parni broj ima prosti faktor 2. Neparni slozeni
brojevi manji od 30 su: 9,15,21,25 i 27. Oni imaju bar jedan prosti faktor
3 ili 5. To znaéi da r i 30 imaju bar jedan zajednicki prosti faktor. Neka je
taj faktor ¢q. Tada je 30 = gb i r = qc, gdje su b i ¢ prirodni brojevi. Tako
Imamo
p = 30a + 1 = qab + qc = q(ab + ¢),

tj. q | p, Sto je nemoguce, jer je p prost broj. Pretpostavka da ostatak nije
prost broj dovela nas je do kontradikcije, pa nije tacna. Dakle, ostatak je
prost broj. <

Zadatak 4. U pravouglom trouglu ABC tacka D je sredina hipotenuze,
a E i F su tacke na katetama AC' i BD respektivno takve da je DE 1 DF.
Dokazati da je |EF|* = |AE|* 4+ |BF|*.

Rjesenje. Kroz tacku A povucimo paralelu sa BC. Neka prava F'D sijece
ovu paralelu u tacki G.

A4 Trouglovi BDF i ADG supodudarni, jer je |[AD| =
|BD|, m(£DAG) = m(£DBF) kao naizmjeni¢ni
uglovi i m(£LADG) = m(£LBDF) kao unakrsni
uglovi. Iz ove podudarnosti slijedi |DG| = |DF].

~ Posmatrajmo sada pravougle trouglove EDF' i

£ EDG. Vrijedi |DG| = |DF|, |ED| = |ED| i
m({LEDF) = m(LEDG) = 90°. Na osnovu prav-
ila SUS ovi trouglovi su podudarni, pa je |EG| =

B F ¢ |EF|.

Tada je |[EF|* = |EG|? . Primjenom Pitagorine teoreme na trougao EG A

dobije se |[EG|> = |AG|” + |AE|” = |AE|> + |BF|*. Dakle, |[EF|” = |AE|* +

|BF|*, §to je i trebalo dokazati. <>




Zadatak 5. U tablici

01 2 3 45 6 7 89
9 01 2 3 4 5 6 7 8
8 9 01 2 3 4 5 6 7
78 9 01 2 3 4 5 6
6 78 9 0 1 2 3 4 5
5 6 78 9 0 1 2 3 4
456 78 9 01 2 3
345 6 78 9 01 2
2 3 4 5 6 78 9 01
123 45 6 7 8 90

je zaokruzeno 10 brojeva, i to u svakom redu i svakom stupcu po jedan.
Dokazati da su medu njima bar dva jednaka.

Rjesenjge. Uocimo da je svaki broj u tablici jednak ostatku koji nastaje
pri dijeljenju zbira prvog broja u redu i prvog broja u stupcu gdje se nalazi
posmatrani broj. To znaci da je ostatak pri dijeljenju zbira svih zaokruzenih
brojeva s 10 jednak ostatku pri dijeljenju zbira ((zbir brojeva u prvom redu)
+ (zbir brojeva u prvom stupcu))

(0+14243+44+5+6+74+8+9)+(0+9+8+7+6+5+4+34+2+1) = 45445 = 90

sa 10, a to je 0.
Medutim, kada bi svi zaokruzeni brojevi bili razliciti, onda bi njihov zbir
bio jednak
04+14+24+3+4+5+6+7+8+9 =45,

pa bi ostatak pri dijeljenju s 10 bio 5. To znac¢i da ne mogu svi zaokruzeni
brojevi biti razli¢iti.
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Rjesenje zadataka

[X/9 1 VIII/8 razred

Zadatak 1. Ako je a > b > ¢, dokazati da

Rjesenjge. Kako je a > b > c, to je
a—c>a—b>0,a—c>b—c>0.
Tada je == > 11 §=¢ > 1. Sabiranjem ove dvije nejednakosti dobije se

a—=c a—cC
+

2.
a—> b—c>

Dijeljenjem posljednje nejednakosti pozitivnim realnim brojem a — ¢ dobije

se
1 1 2

a—b b—c a-—c

Sto je i trebalo dokazati.
Drugo rjesenje. Kako je a > b > ¢, to postoje pozitivni realni brojevi
x iy takvidajea—b=2z1ib—c=y. Sabiranjem ovih jednakosti dobije se
a—c=x+Yy.
Stavimo w = ﬁ + ﬁ — ﬁ Trebamo pokazati da je w > 0. Odavde
imamo
1 1 2 r(x+y)+yle+y) —2zy 2?4y

w=—+—-— = = > 0.
Ty x4y ry(z +y) ry(z +y)

Sto je i trebalo dokazati.
Trece rjeSenje Stavimo w = ﬁ + ﬁ — ﬁ Nakon svodenja na isti
nazivnik i sredivanja dobije se
a® + 2b* + ¢ — 2ab — 2bc B (a— b)%b —c)?
@=D0-dla—c)  (@a-hl-a—0

Sto je i trebalo dokazati. <

w = > 0,
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Zadatak 2. Naci skup prirodnih brojeva djeljivih sa osam c¢igi je zbir
cifara v dekadnom sistemu 7, a proizvod 6.

RjesSenje. Posto je trazeni broj djeliv sa 8, on mora da bude paran. Proizvod
cifara trazenog broja je 6, pa je svaka cifra tog broja faktor broja 6. To znaci
da decimalne cifre trazenog broja pripadaju skupu {1, 2, 3, 6}. Kako je trazeni
broj djeljiv sa 8, to je on paran, pa se zavrsava parnom cifrom. Dakle, cifra
jedinica je 2 ili 6.

Ako je cifra jedinica 6, onda zbir preostalih cifara trazenog broja je 7—6 =
1. Prema tome, trazeni broj je 16.

Neka je cifra jedinica 2. Kako je proizvod svih cifara 6, to je proizvod
preostalih cifara 3. Tako smo dobili da trazeni broj ima cifre 2,3,1,1, jer
je zbir svih cifara 7. Imamo ove moguc¢nosti: 1132,1312 i 3112. Uslov da je
trazeni broj djeljiv sa 8 zadovoljavaju brojevi: 1312 i 3112.

Trazeni skup brojeva je {16,1312,3112}. <

Zadatak 3. U trapezu ABCD, wvrijedi AD || BC, m(£LABC) = 30°,

m(£BCD) = 60° i |BC| = 7. Neka su E, M, F,N sredina stranica AB, BC,

CD i DA. Ako je I[MN| = 3, izracunati |EF|.

Rjesenje. EF je srednja linija trapeza, pa je |[EF| = 1 (|BC|+|AD]).
Kako je |BC| =7, to je neophodno da izracunamo |AD|.

Kroz tacku N povucimo paralele sa AB i DC. Neka ove paralele sijeku BC'
u tackama G i H. Cetverouglovi ABGN i CDN H imaju dva para paralelnih
stranica, pa su paralelogrami, Zbog toga je |BG| = |[NA| = [ND| = |CH].
Kako je |[CM| = |[MB|i|CH| = |GB]J, to je |[HM| = |MG|. Dakle, M je
sredina duzi GH.

A N n

v ;‘m
/U d; \u 1\:“\-
B M H ¢

(s

7

Kako je NH paralelno sa DC, to je m({NHG) = m(£DCB) = 60°.
Isto tako iz NG || AB slijedi m({ NGH) = m(£LABC) = 30°. Zbog toga
je trougao NG H pravougli trougao sa pravim uglom u tjemenu N. Nadalje,
NM je tezisna linija pravouglog trougla NGH koja odgovara hipotenuzi,
pa je INM| = 1|GH|. Odavde je |GH| = 2|MN| = 2-3 = 6. Kako je
|AD| = |HC| + |BG]|, to je |AD| = |BC| — |HG| = 7 — 6 = 1. Kona¢no
imamo|EF| =3 (7T+1)=4. ¢
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Zadatak 4. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednacinu

P2y + oyt P =8 oy + iyt + 1),

Rjesenje. Vidimo da je jednacina simetricna po x i y, pa se moze zapisati
u ekvivalentnom obliku

((z+y)* = 2zy)(x +y) =8((x +y)* — 2y + 1),
koji uz uvodenje supstitucije x +y = u i xy = v postaje
u(u® —2v) = 8(u? — v+ 1).

Zaklju¢ujemo da u mora biti paran, tj. u = 2t, ¢ € N. Sada posljednja
jednacina prelazi u oblik

263 — tv = 812 — 20 + 2,

koja je linearna po v, pa dobijamo

18

=2t — 4t -8 — ——
! t—2

t#£ 2.

Da bi rjesenja bila cjelobrojna, t — 2 mora biti djelitelj broja 18, tj.

t—2 € {+1,4+2, 43,46, +9,+18} = t € {-16,—7,—4,—1,0,1,3,4,5,8,11,20}.
Kako ¢t mora biti prirodan broj, to dobijamo

te{1,3,4,5,8,11,20}.

Uvrstavajuci dobijene vrijednosti dobijamo

t|1] 3 4 158 | 11| 20
w2 6 8§ | 10|16 | 22 | 40
v |8 —-20| —-1]16 |85 | 188 | 711

Rjesenja za x i y, iz skupa prirodnih brojeva, se dobiju jedino za (¢, u,v) =
(5,10,16), i to (z,y) € {(2,8),(8,2)}.

Jos ostaje pronaci rjesenja za t = 2. Tada je u = 4. Uvrstimo li to u
jednacinu u(u? — 2v) = 8(u? — v + 1), dobijamo je 64 = 120, pa vidimo da
ona nema rjesenja.

Na kraju zakljucujemo da polazna jednacina ima samo dva rjeSenja u
skupu prirodnih brojeva i to

(z,y) € {(2,8),(8,2)},
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Zadatak 5. 605 kugli jednakog poluprecnika je podijeljeno na dva dijela.
Od jednog dijela je napravljena “uspravna piramida” kojoj je baza kvadrat, a
od drugog dijela je napravljena "uspravna piramida” kojoj je baza jednakos-
tranican trougao. Obje "piramide” su u visinu sloZene od jednakog broja
redova kugli. Odrediti broj kugli u svakoj "piramidi”.

Rjesenge. Oznacimo broj redova kugli s n. Na vrhu ¢etverostrane piramide
je jedna kugla. U pretposljednjem redu (drugom od vrha) su 4 kugle, u
sljedeéem je 9 kugli, itd. U prvom redu (u bazi) je n? kugli. Oznacimo li sa
Sy broj kugli u ¢etverostranoj piramidi, onda imamo da vrijedi:

Sy =124224+32+...+n2

Na vrhu trostrane piramide je jedna kugla. U pretposljednjem redu (dru-
gom od vrha) su 1+ 2 = 3 kugle, u sljedeéem je 1 + 2 + 3 = 6 kugli, itd. U
prvom redu (u bazi) je 1 +2+3+4---+n =n(n+1)/2 kugli. Oznacimo li
sa S3 broj kugli u trostranoj piramidi, onda imamo da vrijedi:

S3 = 1+(1+2)+1+2+3)+--+(1+2+3+---+n)
= n-1+(n—-1)-24n-2)-3+---+n—(n—1)]-n
= n+2n+3n+--+n-n—[1-24+2-3+---+(n—1)-n]
= n(l+24+3+---4+n)—
-1-A+D)+2-24+1)+3- B+ +---+(n-1((n—-1)+1)]

1
= n-@—[12+1+22+2+32+3+---+(n—1)2+(n—1)]
2
1
= 2T (n; )—[12+22+32+~--+(n—1)2+n2]+
+ =1 +2+3+-+(n—1)
_ n2(n2+ 1) S 4m?— (n —21) n

Dobili smo da je

2 —1).
53+S4:n (n+1) a2 (n—1) n7
2 2
a kako je S5+ S, = 605, to imamo jednacinu
nn+1) o, (n—1)n
B I

koja nakon sredivanja glasi

= 605,

n(n +1)% = 1210.
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Kako je
1210 =2-5- 11,

to imamo da je
nn+1)*=10- 117

pa je rjesenje jednacine (u skupu prirodnih brojeva) n = 10.
Sada je lako odrediti broj kugli u svakoj od piramida, i dobijamo da je

Sy = 385 1 Ss = 220.



56. Takmicenje mladih matematicara Bosne i Hercegovine
Federalno prvenstvo u¢enika osnovnih $kola

Konacéni rezultati za VI1/9 i VI/8 razred

Plasman|Prezime i ime Skola 1 2 3 4 5 | Suma
1 Hodzi¢ Alen 0.5. Kljug, Kljug¢ 9 10 6 10 2 37
2 Imamovié Haris Cengi¢ Vila 1, Sarajevo 6 10 0 10 3 29
3 Struji¢ Jasmina Cengi¢ Vila 1, Sarajevo 9 10 0 6 3 28
3 Softi¢ Ahmed Travnik, Travnik 9 10 0 6 3 28
5 Alibasi¢ Imana Aleksa Santi¢, Sarajevo 7 10 0 6 4 27
5 Stankovi¢ Boris Safvet beg Basagic, Visoko 9 10 0 6 2 27
7 Basi¢ Faruk Husein ef. Dozo Goraide 8 10 0 6 2 26
7 Purisevié Naida Safvet beg Basagi¢ Visoko 7 10 0 6 3 26
7 Jovanovi¢ Ena Mesa Selimovi¢, Zenica 10 | 10 0 6 0 26
10  |Skrgi¢ Dado Corali¢i, Cazin 5 |10 2 6 2 25
10  |Huji¢ Adi Musa Cazim Catug, Sarajevo 9 (10| o 6 0 25
12 [Mulahmetovié¢ Mirza |Zahid Barucija 6 10 0 6 2 24
12  |Rakovac Kanita Kalesija, Kalesija 6 10 0 6 2 24
14  |Kurbegovi¢ Adin Prva osnovna $kola, Bugojno 6 10 0 6 0 22
14 Hadzimusovic Sibel M. Mak Dizdar, Sarajevo 6 10 0 6 0 22
16 |Jagodi¢ Belma Bréanska Malta, Tuzla 9 10 0 0 2 21
16 Mazalovi¢ Aida Jala, Tuzla 5 10 0 6 0 21
18 |[Silajdzi¢ Osman Safvet beg Basagic, Breza 7 10 0 1 2 20
19 Kasumovi¢ Azra Novi grad, Tuzla 6 10 0 1 2 19
19 |HadZovi¢ Namik Musa Cazim Catué, Sarajevo 9 1 1 6 2 19

21 [Osmanovi¢ Nermin Zahid Barucija 4 10 1 2 0 17
22 |Kurtovi¢ Esma Cengi¢ Vila 1, Sarajevo 6 2 0 6 2 16
23 [Sehovac Anja KSC Sveti Josip Sarajevo 3 2 0 6 3 14
24 Galijasevi¢ Adnan Sead Cehi¢, V. Kladuga 7 2 0 1 3 13
25 |Zivojevi¢ Edin Husein ef. Dozo Gorazde 3 5 0 2 2 12
25 |Omerovi¢ Ejna Lukavac grad, Lukavac 9 2 0 1 0 12
27 |Ahmetasevi¢ Lamija  [Safvet beg Basagi¢ Gradacac 3 2 0 6 0 11
27 |Dautbegovié Sara KSC Sveti Pavao Zenica 3 0 0 6 2 11
29 [Merdijja Zarean bulistan Ljesevo, llijas 5 2 0 1 2 10
29  |Bristri¢ Emina Safvet beg Basagic 2 5 0 1 2 10
31 [Herceglija AjSa Kulin Ban, Visoko 3 2 0 1 2 8
32 [Beci¢ Medina bulistan Ljesevo, llijas 3 0 0 2 2 7
32 Petrovi¢ Dario Pazar, Tuzla 4 1 0 2 0 7
34  |Kolakovié Hasib Stijena Cazin 0 2 0 1 2 5
35 [Brakovi¢ Lejla ResSad Kadié Tesanj 1 1 0 1 1 4
36 Halilovi¢ Sumeja Travnik, Travnik 1 2 0 0 0 3
37 Klisura Ismihana Mehuriéi, Travnik 0 1 0 1 0 2
37 |Rustempasic¢ Sara Treca osnovna $kola, Bugojno 0 1 0 1 0 2
39 |Horozovi¢ Azra Treca osnovna $kola, Bugojno 0 0 0 1 0 1




Konacéni rezultati za VIII/9 i VII/8 razred

Plasman|Prezime i ime Skola 1 2 3 4 5 | Suma
1 Mehanovi¢ Adna OS Dr. Safvet-beg Basagi¢ Gradacac 10 9 10 2 0 31
2 Causevi¢ Ajdin Prva osnovna Skola Velika Kladusa 10 5 9 1 0 25
2 Osmic Asja 0S Pazar 10 9 1 2 3 25
2 Alagi¢ Azra 0S Skender Kulenovi¢ Sarajevo 10 0 10 2 3 25
5 |Paradiik Sandro 0S Cengi¢ Vila 1 8 9 1 3 2 23
6 Kasovi¢ Alen 0S Gornje Prekounje-Ripo¢ 10 9 1 2 0 22
6 |Kadi¢ Benjamin 0S Musa Cazim Cati¢ 10| 0 0 2 | 10| 22
8 Ahmetovi¢ Zerina 0S Pazar 4 10 5 1 0 20
9 Hati¢ Vedad 0S Vrhbosna Sarajevo 7 0 0 2 10 19
10 |Calki¢ Ahmed 0S Vladimir Nazor 108 ofofo0 18
10 [Jasarevi¢ Edis 0S Mehuri¢i Travnik 10 0 0 0 8 18
12 |Babié Azra 0S Safvet-beg Basagi¢ Visoko 10 5 0 2 0 17
13 Hodzi¢ Haris 0S 6.mart HadZici 10 0 1 2 3 16
14  |[MeSanovi¢ Mak 0S Isak Samokovlija 10 1 0 1 3 15
15  |Batakovi¢ Edvin 0S Sead Cehi¢ 102 [of2]o0 14
16  |Sabanovi¢ Hatid?a 0S Travnik 1001 2]o0 13
16 |Dzaji¢ Nedim Prva osnovna $kola Konjic 10 0 2 1 0 13
16 |Pilipovi¢ Mersid 0S Isak Samokovlija 10 0 1 2 0 13
16  [Nuhic Anis 0S Lukavac Grad 1 6 1 2 3 13
20 |Hadzi¢ Larisa Druga osnovna $kola Bugojno 75| 3 1 1 0 12,5
21 [Jahi¢ Amina 0S Pazar 10 1 1 0 0 12
21 |Djedovi¢ Ema 0S Kreka 10 0 0 2 0 12
21 |Omanovi¢ Adna 0S Musa Cazim Cati¢ 10 0| 1 1] 0 12
24 Fazli¢ Asija Peta osnovna skola Sarajevo 4,5 4 0 2 1 11,5
25 |Trki¢ Ahmed 0S Gornji Vakuf 10 0 1 0 0 11
25 |Goralija Hanka 0S Mula Mustafa Baseskija Visoko 9 0 1 1 0 11
25 |Alibasi¢ Dalila 0S 25. novembar 0 9 1 1 0 11
28 |Didelija Armin 0S Mujaga Komadina 35( 0 0 2 5 10,5
29  |Rustempasié Nur Treca osnovna $kola Bugojno 0 5 2 2 0 9
29 |Guti¢ Nejra 0S Lukavac Grad 1 5 1 2 0 9
31 Imamovié Tarik 0S8 Vitez 1,5 5 0 1 0 7,5
31 Serdarevié Hatidza 0S Safvet-beg Basagic¢ 1,5 5 0 1 0 7,5
33 [Tipura Lamija 0S Suljo Cili¢ 1 4 0 2 0 7
33  |Gibi¢ Abdullah Ali Osma osnovna $kola "Amer Cenanovi¢| 1 5 0 1 0 7
35 [Pajali¢ Merima 0S Konjodor BuZim 3 0 1 2 0 6
36 |Imamovi¢ Faruk 0S Zahid Barucija 0 0 0 2 3 5
36 |lbrisevi¢c Ema 0S Pulistan 1 1 0 0 3 5
38 Rahmanovié Tarik 0S Osman Nakas 1 0,5 1 2 0 4,5
38 Ziri¢ Haris 0S8 Harmani | 0,5 1 0 0 3 4,5

40 |Hadzikadunié Fatima |OS 1. mart Te$anj 1 1 1 1 0 4
40 |Dedi¢Elma 0S Camil Sijari¢ Nemila 1|1 0] 1] 2]0 4
42 Avduki¢ Hana 0S Safvet-beg Basagi¢ Breza 0,5 0 1 2 0 3,5
43  |ParadZik Dajana 0S Cengi¢ Vila 1 05| 0 0 2 0 2,5
43 |Kari¢ Kemal 0S Musa Cazim Catié 05| 0 | 1 1] 0] 25
45 Hasovi¢ Mirza 0S Osman Naka3 0 0 1 1 0 2
45 |Tufo Merim 0S 9.maj Pazari¢ 1 0 0 1 0 2
47  |Turkovi¢ Amina 0S Husein ef. Dozo 0 0 0 1 0 1
47  |Karkelja Ena 0S Zahid Barucija 0 0 0 1 0 1




Konaéni rezultati za IX/9 i VIII/8 razred

Plasman|Prezime i ime Sifra 1 2 3 4 5 | Suma
1 Tahirovic¢ Faik 0S Grbavica Il Sarajevo 7 10 1 8 1 27
2 Omi¢ Ferid Prva osnovna Skola Zavidovici 10 9 6 0 0 25
3 Biogradlija Lamija 0S Edhem Mulabdi¢ Zenica 8 10 1 4 0 23
4 Mujki¢ Amila 0S Safvet-beg Basagi¢ N. Travnik 10 | 10 1 0 0 21
4 Beganovié Tarik 0S Cazin Il Cazin 10 | 10 1 0 0 21
6 Spahi¢ Imran 0S Travnik Travnik 8 10 2 0 0 20
6 Osmanovic Sara 0S Sv. Franjo Tuzla 8 7 1 0 4 20
8 Berkovac Tarik 0S Olovo Olovo 7 1 8 0 3 19
8 Gjocaj Hana Prva osnovna Skola V. Kladusa 10 1 8 0 0 19
8 Kavazovi¢ Muhibija 0S Tudanj Tuzla 8 10 1 0 0 19
8 Hadzi¢ Lejla Prva osnovna Skola V. Kladusa 10 8 1 0 0 19
8 Pehar Mak 0S Novi Grad Tuzla 8 7 0 4 0 19
13 [Salki¢ Kenan 0S Tusanj Tuzla 8 9 1 0 0 18
13 |Efendié¢ Nura 0S Tusanj Tuzla 8 10 0 0 0 18
13 |Mulaimovi¢ Emin 0S Travnik Travnik 8 10 0 0 0 18
16 |Cati¢ Hana 0S Musa Cazim Cati¢ Sarajevo 0 [10] 1 0 5 16
16  |Colakovi¢ Vedad 0S Zahid Baruc¢ija Vogosca 1|10 2 0 3 16
18 |Hrki¢ Maida Prva osnovna 3kola Zavidovici 1 7 0 7 0 15
19 |Voji¢ ElIma Kulen-Vakuf Orasac Biha¢ 2 10 1 0 0 13

20 |Kaknjo Edina 0S Mesa Selimovi¢ Zenica 0 10 1 0 1 12
20 [Terzi¢ Dzenana 0S Kovaciéi Sarajevo 2 9 1 0 0 12
22 |Ljubovi¢ Adna 0S Edhem Mulabdi¢ Sarajevo 1 10 0 0 0 11
22 |Bobi¢ Nail Druga osnovna $kola B. Krupa 1 9 1 0 0 11
24 |lbrisSimovi¢ Nafija 0S bulistan Ljedevo llija3 8 1 1 0 0 10
24  |Dizdarevi¢ Abdullah  |OS Me3a Selimovié Zenica 7 2 1 0 0 10
26 |FisSek Hamza 0S bulistan Ljedevo llija3 7 1 1 0 0 9
26  |lbrahimovié Dzejla 0S Orahovica Gracanica 8 1 0 0 0 9
28 |Mulanovié Selman 0S Mehuriéi Travnik 8 0 0 0 0 8
28 |Dadi¢ Eldar Treca osnovna $kola Bugojno 8 0 0 0 0 8
30 [Podanovié Elvedin 0S Poljice Lukavac 1 1 0 0 5 7
31 |Jahi¢ Medina 0S Dzakule Gra&anica 2 1 1 0 0 4
31 |Perlalsmihana 0S Husein ef. Dozo Gorazde 2 1 1 0 0 4
33  [Bajrovié Bakir 0S Isak Samokovlija Sarajevo 1 1 1 0 0 3
33  |TikveSa Medina Prva osnovna $kola Stolac 1 1 1 0 0 3
35 |Zuga Lejla 0S Husein ef. Dozo Gorazde 1 0 1 0 0 2
36 |Dedovi¢ Nejra 0S Amer Cenanovic Sarajevo 0 0 1 0 0 1
36 |Tuti¢ Ema 0S Husein ef. Dozo Gorazde 1 0 0 0 0 1




