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Program takmicenja

10:00 — 10:30  registracija takmicara
10:30 — 11:00  svecano otvaranje takmicenja i obracanje ucesnicima
raspodjela takmicara po ucionicama
11:00 — 14:30  izrada zadataka
11:15 = 12:00 predavanje za profesore pratioce (Prof.dr. Sefket Arslanagi¢ — Jedan zanimljiv
primjer primjene indirektnog dokaza)
14:30 — 17:30 pregledanje radova
17:30 — 18:00 preliminarni rezultati i zalbe

18:30 proglasenje pobjednika i izbor ucenika koji su se plasirali na Matematicku
olimpijadu Bosne i Hercegovine i izborno takmicenje za Balkansku matematicku
olimpijadu



Konacni rezultati za 1. razred

No | Prezimeiime Skola Kanton | Zad.1 | Zad.2 | Zad.3 | Z2ad.4 | Zad.5 | Ukupno | Plasman
1 | Stankovié Boris Druga gimnazija Sarajevo KS 10 10 10 10 10 50 1
2 | Imamovi¢ Haris Druga gimnazija Sarajevo KS 10 10 10 4 3 37 2
3 | PuriSevi¢ Naida Druga gimnazija Sarajevo KS 10 10 9 4 3 36 3
4 | Masi¢ Esma Druga gimnazija Sarajevo KS 10 10 10 5 1 36 3
5 | Huji¢ Adi Druga gimnazija Sarajevo KS 8 10 10 4 2 34 5
6 | Alibasi¢ Imana Gimnazija Maarif koledz KS 10 10 0 4 2 26 6
7 | Borovina Lamija Druga gimnazija Sarajevo KS 2 10 0 9 3 24 7
8 | Seko Hatidza Prva bosnjacka gimnazija KS 10 10 0 4 0 24 7
9 | Kovac¢ Iman Richmond Park Internat. Second.School Zenica | ZDK 7 10 1 0 2 20 9

10 | Hadzi¢ Alen MSS ,, Profesor Omer Filipovi¢“ Klju¢ USK 10 5 0 4 0 19 10
11 | Herceglija Ajsa Medresa "Osman-efendija RedZovi¢" Visoko ZDK 10 5 2 0 2 19 10
12 | Kadusi¢ Adi Tehnicka Skola Zenica ZDK 10 4 2 1 0 17 11
13 | Zgalj Fatih Prva bosnjacka gimnazija KS 2 10 0 0 3 15 12
14 | Gutosi¢ Amina Srednja sSkola Stolac HNK 0 10 0 0 0 10 13
15 | Softi¢ Ahmed MSS Travnik SBK 2 8 0 0 0 10 13
16 | Skrgi¢ Dado Gimnazija Cazin USK 0 0 0 10 0 10 13
17 | Zivojevié Edin MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde BPK 10 0 0 0 0 10 13
18 | Hrnji¢ Alen Gimnazija Biha¢ USK 7 1 0 0 0 8 18
19 | Imamovi¢ Hamza Gimnazija "Me3sa Selimovic¢" TK 7 0 0 0 0 7 19
20 | Solbi¢ Hana Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj ZDK 7 0 0 0 0 7 19
21 | Mesi¢ Almedin Richmond Park Internat. Second. School Tuzla TK 3 3 0 0 0 6 21
22 | Muratspahi¢ Mirnes | STS Bugojno SBK 0 6 0 0 0 6 21
23 | Demirovi¢ Emina Druga gimnazija Mostar HNK 4 1 0 0 0 5 23
24 | belmo Edi Srednja Skola Jablanica HNK 2 1 0 0 0 3 24
25 | HadzZovic Ajla STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde BPK 0 1 0 0 0 1 25
26 | Adilovi¢ Ibrahim EICi Ibrahim-paSina medresa Travnik SBK 0 0 0 0 0 0 26
27 | Basi¢ Faruk STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0 26




Konacni rezultati za 2. razred

No Prezime i ime Skola Kanton | Zad.1 | Zad.2 | Zad.3 | Zad.4 | Zad.5 | Ukupno | Plasman
1 | Paradzik Sandro Druga gimnazija Sarajevo KS 10 10 8 10 0 38 1
2 | Saracevi¢ Aldin Richmond Park Internat. Second. School Tuzla TK 2 10 5 9 1 27 2
3 | Kadi¢ Benjamin Druga gimnazija Sarajevo KS 10 4 10 0 1 25 3
4 | Goralija Hanka Gimnazija "Visoko" Visoko ZDK 9 10 4 1 1 25 3
5 | Arnaut Belmin Gimnazija "Dr. Mustafa Kamaric¢" TK 10 10 0 2 0 22 5
6 | Kori¢ Amar Druga gimnazija Mostar HNK 2 10 0 10 0 22 5
7 | Caudevi¢ Ajdin Richmond Park College Biha¢ USK 1 10 6 2 1 20 7
8 | Dajdzi¢ Adin Srednja medicinska Skola Tuzla TK 2 2 8 3 2 17 8
9 | Calki¢ Ahmed Prva gimnazija u Zenici ZDK 9 2 2 2 1 16 9

10 | Hodzi¢ Haris Druga gimnazija Sarajevo KS 4 10 1 0 1 16 9
11 | Alagic¢ Azra Treca gimnazija Sarajevo KS 8 2 0 3 1 14 11
12 | Mahmutovi¢ Hana Druga gimnazija Sarajevo KS 8 2 1 0 2 13 12
13 | Hasovi¢ Mirza PU Medun.gimnazija Richmond Park Sarajevo KS 0 2 10 0 0 12 13
14 | Ridzal Amel STS Bugojno SBK 2 0 10 0 0 12 13
15 | Hati¢ Vedad Prva bosnjacka gimnazija KS 1 0 7 3 0 11 15
16 | Muratovi¢ Alem STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde BPK 1 0 10 0 0 11 15
17 | Demirovic Faris Richmond Park Internat. Second.School Sarajevo | KS 0 10 0 0 0 10 17
18 | Didelija Armin Druga gimnazija Mostar HNK 2 0 4 3 1 10 17
19 | Grgi¢ Marija Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj ZDK 1 2 1 0 2 6 19
20 | Osmanovi¢ bulka Richmond Park Medunarodna skola Tuzla TK 1 1 3 0 1 6 19
21 | Osmic Asja Gimnazija "Mesa Selimovic¢" TK 1 4 0 1 0 6 19
22 | DzZaji¢ Nedim Srednja skola Konjic HNK 2 0 1 0 2 5 22
23 | Nubhic Anis MS Elektro-masinska Skola Lukavac TK 2 1 1 0 1 5 22
24 | SalCinovi¢ Abdulah Tehnicka Skola Zenica ZDK 1 0 4 0 0 5 22
25 | Imamovi¢ Faruk Prva bosnjacka gimnazija KS 1 0 0 1 2 4 25
26 | Kulenovi¢ Deni Gimnazija Biha¢ USK 1 1 1 0 1 4 25
27 | Bajramovi¢ Meldin Gimnazija Cazin USK 2 0 0 0 0 2 27
28 | Camdzi¢ Adna Gimnazija "Rizah OdzZeckic¢" Zavidovici ZDK 2 0 0 0 0 2 27
29 | HadZikaduni¢ Fatima | Srednja tehnicka Skola Tesanj ZDK 2 0 0 0 0 2 27
30 | Trki¢ Ahmed STS Bugojno SBK 2 0 0 0 0 2 27
31 | Alibasi¢ Dalila Gimnazija Velika Kladusa USK 1 0 0 0 0 1 31
32 | Mujezinovié Emira MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde BPK 1 0 0 0 0 1 31
33 | Turkovi¢ Amina MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde BPK 1 0 0 0 0 1 31




Konacni rezultati za 3. razred

No Prezime i ime Skola Kanton | Zad.1 | Zad.2 | Zad.3 | Zad.4 | Zad.5 | Ukupno | Plasman
1 | Tahirovié Faik Druga gimnazija Sarajevo KS 8 10 10 3 0 31 1
2 | Biogradlija Lamija Richmond Park Internat.Second. School Zenica | ZDK 10 10 3 2 0 25 2
3 | Mujki¢ Amila PU Medun. gimnazija Richmond Park Sarajevo KS 3 10 10 2 0 25 2
5 | Mulaimovi¢ Emin MSS Travnik SBK 7 10 1 7 0 25 2
4 | Cati¢ Hana Druga gimnazija Sarajevo KS 9 10 1 2 0 22 5
6 | Osmanovic¢ Sara KoledzZ Ujedinjenog Svijeta HNK 7 10 2 0 0 19 6
9 | FiSek Hamza Druga gimnazija Sarajevo KS 10 7 1 1 0 19 6

11 | Balasev-Samarski Lav | Druga gimnazija Sarajevo KS 9 7 1 2 0 19 6
7 | Berkovac Tarik Richmond Park College Sarajevo KS 0 10 4 3 0 17 9
8 | Omic Ferid Richmond Park Internat. Second. School Zenica | ZDK 3 10 3 0 0 16 10

10 | Spago Harun Srednja skola Konjic HNK 10 3 0 0 0 13 11

12 | Kulagli¢ Aldin Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Breza ZDK 7 5 0 0 0 12 12

13 | Tikvesa Medina Druga gimnazija Mostar HNK 10 0 0 0 0 10 13

14 | Veli¢ Tarik Treca gimnazija KS 5 3 2 0 0 10 13

15 | Efendi¢ Nura Gimnazija "Mesa Selimovic¢" TK 3 2 0 2 1 8 15

16 | Softi¢ Ajna Gimnazija "Mustafa Novali¢" TK 0 0 8 0 0 8 15

17 | Zdrali¢ Almedina Druga gimnazija Mostar HNK 7 0 0 0 0 7 17

18 | Hrki¢ Maida Gimnazija "Rizah Odzecki¢" ZDK 3 1 1 1 0 6 18

19 | Podanovi¢ Elvedin MS Gradevinsko-geodetska Skola TK 2 0 1 2 0 5 19

20 | Beganovic Tarik Gimnazija Cazin USK 3 0 1 0 0 4 20

21 | Hamzi¢ Kemal STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde BPK 3 0 0 0 0 3 21

22 | Beganovi¢ Najda Gimnazija "Dr. Mustafa Kamaric¢" TK 2 0 0 0 0 2 22

23 | Kadi¢ Amina EI¢i Ibrahim-pasSina medresa Travnik SBK 0 0 2 0 0 2 22

24 | HadZi¢ Mirza MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde BPK 2 0 0 0 0 2 22

25 | Cehié¢ Nejra Gimnazija Bihaé USK 1 0 0 0 0 1 25

26 | Perla Ismihana STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde BPK 1 0 0 0 0 1 25

27 | Petrovi¢ Armin STS Bugojno SBK 1 0 0 0 0 1 25

28 | Bobic¢ Nail MjesSovita elektrotehnicka i drvopr.skola Bihac¢ USK 0 0 0 0 0 0 28

30 | Buzimkié¢ Adisa Richmond Park College Biha¢ USK 0 0 0 0 0 0 28

32 | Mahmutovi¢ Ahmed STS "Hasib HadZovi¢" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0 28

34 | Trako Ajsa Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj ZDK 0 0 0 0 0 0 28




Konacni rezultati za 4. razred

No Prezimeiime Kanton Kanton | Zad.1 | Zad.2 | Zad.3 | Zad.4 | Zad.5 | Ukupno | Plasman
1. | Velasevic¢ Boris PU Medun. gimnazija Richmond Park Sarajevo KS 10 10 3 3 0 26 1
2. | Skeli¢ Lejla PU Medun. gimnazija Richmond Park Sarajevo KS 9 10 2 3 0 24 2
3. | Raljevié Tarik KoledZ Ujedinjenog Svijeta u Mostaru HNK 10 10 3 0 0 23 3
4. | Martinovic¢ lvan KoledzZ Ujedinjenog Svijeta u Mostaru HNK 7 8 3 0 0 18 4
5. | Dzaka Tarik PU Meduna. gimnazija Richmond Park Sarajevo | KS 10 1 3 3 0 17 5
6. | HandZi¢ Emina Gimnazija "Visoko" ZDK 5 10 0 0 0 15 6
7. | Subasi¢ Nejla Druga gimnazija Sarajevo KS 10 1 2 0 0 13 7
8. | Sehovi¢ Ajla PU Medun. gimnazija Richmond Park Sarajevo KS 3 3 5 1 0 12 8
9. | Ramhorst Benjamin Druga gimnazija Sarajevo KS 4 5 0 1 0 10 9
10. | Sakié Faris MSS Travnik SBK 7 0 0 0 0 7 10
11. | Musli¢ Hana Prva gimnazija u Zenici, Zenica ZDK 5 2 0 0 0 7 10
12. | Mahovac Ahmed Gimnazija "Rizah Odzecki¢" Zavidovici ZDK 1 5 0 0 0 6 12
13. | Pozderac Admir Druga gimnazija Sarajevo KS 0 4 2 0 0 6 12
14. | Vardo Lejla Richmond Park Intern. Secondary School Zenica | ZDK 4 1 0 1 0 6 12
15. | Medosevié¢ Adna Druga gimnazija Sarajevo KS 2 3 0 1 0 6 12
16. | Beganovic llhama MSS Travnik SBK 5 0 0 0 0 5 16
17. | Horozovié¢ Maida Gimnazija Biha¢ USK 5 0 0 0 0 5 16
18. | Sulji¢ Sabina Richmond Park Intern. Secondary School Tuzla TK 4 1 0 0 0 5 16
19. | Behi¢ Samra Gimnazija Biha¢ USK 4 0 0 0 0 4 19
20. | HodzZi¢ Mujo Srednja skola Konjic HNK 4 0 0 0 0 4 19
21.| Delali¢ Fahira ElCi Ibrahim-pasina medresa Travnik SBK 3 0 0 0 0 3 21
22.| Husici¢ Adna Gimnazija Cazin USK 1 2 0 0 0 3 21
23.| Omanovi¢ Almedina | Druga gimnazija Mostar HNK 3 0 0 0 0 3 21
24.| Begovac Amar Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj ZDK 1 0 2 0 0 3 21
25. | KiSmetovi¢ Adnan Gimnazija Cazin USK 2 0 0 0 0 2 25
26. | Selimovi¢ Rajza Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" Kakanj ZDK 0 2 0 0 0 2 25
27.| Kuko Asja Druga gimnazija Mostar HNK 1 0 0 0 0 1 27
28. | Herak Sanina MSS "Enver Pozderovi¢" Gorazde BPK 0 0 0 0 0 0 28
29. | Resulovi¢ Amila Gimnazija Visoko ZDK 0 0 0 0 0 0 28




59. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA
Sarajevo, 30.03.2019. godine
PRVI RAZRED
RJESENJA ZADATAKA

Zadatak 1
Odrediti najmanju vrijednost funkcije

f(x) =3x— 6| —|x + 1| + [2x + 4].
Rjesenje: Posmatrat cemo cetiri slucaja:
1. x € (—o,—2]. Tada je f(x) = 3 — 4x, paje fmin = 11, zax = —2.
2. x € (=2,—1]. Tadaje f(x) = 11, odnosno fyin = 11.
3. x € (—1,2]. Tadaje f(x) = —2x + 9 i vrijedi fipjn = 5 zax = 2.

4. x € (2,4). Tada je f(x) = 4x — 3 i funkcija ne dostize minimum (jer je f(x) > 5 za sve
X € (2,+0)).

Dakle, najmanja vrijednost funkcije f(x) je 51 postize se za x = 2.

Zadatak 2 o
Neka je ABC jednakokraki trougao kod kojeg je ABAC = 100° i D tacka na AC takva da je BD
simetrala £ABC. Dokazati da je tada |AD| + |BD| = |BC]|.

Rjesenje: Posto je ABC jednakokraki trougao i 4BAC = 100°, to je 4ABC = 4#ACB = 40",
Neka je E tacka na stranici BC takva da je BE = BD. Tada je DBE jednakokraki trougao. Prema
uslovu zadatka je BD simetrala #ABC, pa je 4ABD = ADBE = 20". Sada je 4BED = 80".
Dalje, ACED = 100° i vidimo da je CED jednakokraki trougao (AECD = ACDE = 40°), pa je
DE = EC. S druge strane, cetverougao ABED je tetivni, jer je 4BAD + 4BAD = 180°, pa je
AD = DE (jer odgovaraju podudarnim periferijskim uglovima). Dakle, AD = EC, pa imamo

|BC| = |BE| + |EC| = |BD| + |AD|,
$to je 1 trebalo dokazati.

Zadatak 3
Ako su a, b, c nenegativni realni brojevi od kojih je najvise jedan jednak O i takvi da vrijedi
a+ b+ c =1, dokazati da je

a (&

+ <+/2.
va+b Vb+c

Rjesenje: Posto je b nenegativan broj, imamo



a c
Vaib Vbiec S m+E=VarVEsV2@r o < 2@ rbt o =V2

Koristili smo nejednakost izmedu aritmeticke 1 kvadratne sredine

\/E:\/ESj(‘/E) ;(ﬁ) & Va+e < 2(a+0).

Jednakost vrijedizaa = ¢ = %, b = 0. Gore smo smatralidajea # 0ic # 0. Akojea = 0 ili

¢ = 0, onda se nejednakost lako provjerava.

Zadatak 4
Plo¢a 2019 X 2019 je podijeliena na 2019 jedini¢nih kvadrati¢a. Neke jedini¢ne duzi (stranice
kvadrati¢a) su obojene tako da je tacno jedna stranica svakog kvadratica obojena. Odrediti:

a) minimalan broj obojenih jedini¢nih duzi;

b) maksimalan broj obojenih jedini¢nih duzi.
Rjesenje: Primijetimo da imamo dvije vrste jedini¢nih duzi: jedini¢ne duzi koje su stranice za
tacno jedan kvadrat (neka su to jedini¢ne duzi tipa A) i jedinicne duzi koje su stranice dva
kvadrati¢a (tip B). Neka imamo x jedini¢nih duzi tipa A iy jedini¢nih duzi tipa B (ukupan broj
duZi je tada x 4+ y). Tada iz uslova zadatka mora vrijediti x + 2y = 2019% (*). Medutim,
primijetimo da je x < 42019 — 4, jer su duzi tipa A samo one duzi koje pripadaju stranicama
velikog kvadrata, a pritom ne smijemo obojiti obje duzi koje zatvaraju jedan ugao kvadrata (jer
onda ugaoni kvadrati¢ ne bi zadovoljavao uslov zadatka). Dakle, 0 < x < 4 - 2019 — 4, odakle
iz (%) slijedi 20192 —4-2019 +4 < 2y < 20192, te nakon dijelienja sa 2 imamo

2_4. 2 2
R e <y <™ Zhogtogajex +y = 20192 =y > =2 ix +y = 20192 — y <

2019%244-2019-4 . . . 2019%+1 2019%244-2019-5
—— . Kako je x+y cijeli broj, to je > Sx+y5f,

2038181 < x +y < 2042216.

Na lijevoj slici je ilustrirano kako se moze dosti¢i minimum broja obojenih duzi. Za prvih 2018
redova, oboje se jedini¢ne duzi izmedu 2i — 1.1 2i. reda (i = 1,...,1009), sto daje 1009 - 2019
duzi. U zadnjem redu se postavi 1010 uspravnih duzi koje garantuju da uslov zadatka vazi za
svaki kvadrati¢ zadnjeg reda. To je ukupno 1009 - 2019 + 1010 = 2038181. Lako se vidi da

na ovaj nacin svaki kvadrati¢ ima obojenu ta¢no jednu stranicu.
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Na desnoj slici je ilustrirano kako je moguce dosti¢i maksimum. Primijetimo da je izostavljeno 5
jedini¢nih duzi sa stranica velikog kvadrata, $to daje ukupno 4 - 2019 — 5 jedini¢nih duzi. Dalje,
za svako § = 1,2, ...,1008 obojimo jedinicne duzi izmedu 2i. i 2i + 1. reda, ali ne ukljucujudi
prvu i zadnju kolonu. To daje ukupno 1008 - 2017 duzi. Konacno, u predzadnjem redu obojimo
1008 uspravnih i jo$ jednu vodoravnu duz izmedu zadnja 2 reda. Dakle, ukupno ima 4 - 2019 —
5+1008-2017 + 1009 = 2042216 obojenih duzi. Lako se vidi da na ovaj nacin svaki
kvadrati¢ ima obojenu ta¢no jednu stranicu.

Dakle, minimum je 2038181, a maksimum 2042216.

Zadatak 5
Nadi sve parove (p, q) prostih brojeva takve da je p* + q* potpun kub.

Rjesenje 1: Neka je p* + q3 = a3, gdje je a € N. Tada je
p’=a’—q°=(a—q)(a®+aq+q*).
Posto je p prost brojia — q < a’ + aq + g2, to mora biti
a—q=1,

a’ + aq + q% = p.
Uvrstavajuéi a = 1 + q u drugu jednakost, nakon sredivanja dobijemo

3¢ +3q + 1 =p?
odakle je

3(a+D=@-D@E+D.(

Posto je q prost proj, to mora biti |(p — 1) ili q|(p + 1). S druge strane, iz p* = 3q* + 3q +
1<4qg*7aq >3 (zaq=2iq =3 se direktnom provjerom dobija da nema tjesenja), odakle je
p < 2q.

1) Akoq|p—1,zbogp —1<2q — 1< 2q mora vtijeditip—1=g¢q,4.p = 3,q = 2, $to
je nemoguce.

2) Akoq|p+1,zbogp+1<2q+1<3q,tovtijedip+1=gqilip+1=2q.Prvi
slucaj povlacip = 2,q = 3, $to nije tjesenje. U drugom slucaju, uvrstavajuéip = 2q —

1 u (*) dobijamo tjesenje ¢ = 7,p = 13, §to je ujedno i jedino tjesenje.

Rjesenje 2: Pokazat ¢emo kako se nakon dobijanja jednacinaa — q = 1ia* + aq + q* = p?

zadatak mogze drugacije zavrsiti. Nakon mnozenja posljednje jednacine sa 4 imamo:
Qa+q)*+3¢*=(2p)* &
(2p —2a—q)(2p + 2a + q) = 3q¢>.

Kako je q prost broji 2p — 2a — q < 2p + 2a + q imamo sljede¢e moguénosti:



1) 2p—2a—q=1i2p+2a+q=3q>
Nakon oduzimanja jednacina dobijamo 3¢2-1=2QR2a+q)=2R2(a—-q)+3q) =
4 + 6q.Ovo je nemoguce jer lijeva strana daje ostatak 2 pri dijeljenju sa 3, dok desna daje
ostatak 1.

2y 2p—2a—q=qi2p+2a+q=3q
Nakon oduzimanja jednacina dobija se p = 0, sto je nemoguce.

3) 2p—2a—q=3i2p+2a+q=q?
Nakon oduzimanja imamo q? —3 = 2(2a+q) =4+ 6q,4. (g —7)(q + 1) = 0,
Sada se dobija rjesenjeq = 71ip = 13.



59. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA
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DRUGI RAZRED
RJESENJA ZADATAKA

Zadatak 1
U zavisnosti od vrijednosti realnog parametra a rijesiti nejednacinu u skupu realnih brojeva

Vx —a? ++x > 2a.
Rjesenje: Odredimo prvo definiciono podrugje. Iz x — a? > 0ix = 0, slijedi da mora biti x > a?.
Posmatrajmo tri mogucda slucaja:

1) a<0
2) a=0
3) a>0

U prvom slucaju, a < 0, data nejednacina vrijedi za svako x iz definicionog podrudja, tj. rjesenje je
x € [a?, +).

U drugom slucaju, a = 0, data nejednacina postaje vx > 0, $to vrijedi za svako pozitivno x, tj.
rieSenje je x € (0, +00).

Ostalo je da jos razmotrimo tredi slu¢aj, a > 0. Transformisimo datu nejednacinu u sljedeci oblik:
Vx —a? > 2a—+x (1)
Sad imamo dva podsluéaja: 2a —vVx < 0i2a —+/x = 0.
Prvi podslucaj vrijedi za:
Vx> 2a
x > 4a?

Dakle, za x > 4a? jednacina (1) vrijedi za svako x iz definicionog podruéja (x = a?), $to znadi da je
rjeSenje prvog podslucaja:

x € (4a?, +) (2)

Drugi podslucaj vrijedi za x < 4a?, $to zajedno sa definicionim podru¢jem daje x € [a?, 4a?]. Sad
mozemo kvadrirati nejednacinu (1) i dobijamo:

4a+\/x > 5a>

Odnosno, poslije dijeljenja sa 4a (Sto smijemo raditi jer je a > 0):



pa je rjeSenje drugog podslucaja:

X € (Zigz ) 4a2] (3)

2
Iz (2) i (3) slijedi da je rjeSenje drugog slucaja x € (zi—g, +00). Kona¢no, moZemo rjeSenje zadatka

napisati kao:
[a?,+®) za a<0
x e d(0,+) zaa=0
(%:2, +00) za a>0

Zadatak 2

Neka je K tacka presjcka simetrale ZCAB i stranice BC trougla ABC, a J tacka na stranici BC
takva da je ACAJ = §ACAB. Neka su dalje C'i B' dvije tacke na pravoj AJ sa iste strane tacke A
sa koje je 1 tacka J takve da vrijedi AC = AC'i AB = AB'. Ako tacke A, B, B'i C leze na istoj
kruznici, dokazati da su prave C'K i B'B paralelne.

Rjesenje:

Ako stavimo da je ACAJ = 0, onda je 4JAB = 20 i 4JAK = %‘



Posto tacke A, B, B'i C leze na istoj kruznici, vrijedi 4CBB" = 6 (periferni ugao nad istim lukom

kao i ugao 4CAB"). Dalje, posto je 4AB'B = 4ABB' = 222=2% — 90° — 9, uglovi /BB’

4BB'] su komplementni, pa je AJ okomito na BC.

12 5AC'C = ACC = 2= lijedi 4/ CC' = 90° = £AC'C = 2. Ondaje 4C'CK =7 =

4(C'AK, sto implicira da je cetverougao AKC'C tetivni. Odavde sh]edl ACKC' = ACAC =0 =
4CBB'. Posto su to odgovarajudi uglovi uz transverzalu CB, slijedi da su prave C'K i B'B
paralelne.

Zadatak 3
Plo¢a 2019 X 2019 je podijeliena na 2019 jedini¢nih kvadrati¢a. Neke jedini¢ne duzi (stranice
kvadratica) su obojene tako da je tacno jedna stranica svakog kvadratica obojena. Odrediti:

a) minimalan broj obojenih jedini¢nih duzi;

b) maksimalan broj obojenih jedini¢nih duzi.
Rjesenje: Primijetimo da imamo dvije vrste jedini¢nih duzi: jedini¢ne duzi koje su stranice za
tacno jedan kvadrat (neka su to jedini¢ne duzi tipa A) i jedinicne duzi koje su stranice dva
kvadrati¢a (tip B). Neka imamo x jedini¢nih duzi tipa A iy jedini¢nih duzi tipa B (ukupan broj
duzi je tada x 4+ y). Tada iz uslova zadatka mora vrijediti x + 2y = 2019% (*). Medutim,
primijetimo da je x < 42019 — 4, jer su duzi tipa A samo one duzi koje pripadaju stranicama
velikog kvadrata, a pritom ne smijemo obojiti obje duzi koje zatvaraju jedan ugao kvadrata (jer
onda ugaoni kvadrati¢ ne bi zadovoljavao uslov zadatka). Dakle, 0 < x < 4 - 2019 — 4, odakle
iz (%) slijedi 20192 —4-2019 +4 < 2y < 20192, te nakon dijelienja sa 2 imamo

2_4. 2 2
R e <y < T Zhogtogajex +y = 20192 =y > == ix +y = 20192 — y <

2019%244-2019-4 . . . 2019%+1 2019%244-2019-5
—— . Kako je x+y cijeli broj, to je > Sx+y5f,

2038181 < x +y < 2042216.

Na lijevoj slici je ilustrirano kako se moze dosti¢i minimum broja obojenih duzi. Za prvih 2018
redova, oboje se jedini¢ne duzi izmedu 2i — 1.1 2i. reda (i = 1,...,1009), sto daje 1009 - 2019
duzi. U zadnjem redu se postavi 1010 uspravnih duzi koje garantuju da uslov zadatka vazi za
svaki kvadrati¢ zadnjeg reda. To je ukupno 1009 - 2019 + 1010 = 2038181. Lako se vidi da

na ovaj nacin svaki kvadrati¢ ima obojenu ta¢no jednu stranicu.

:---:---:---:---:---:---:--t---:---: ..m
H -\Ehnuihnuéhnuihnuihnuihnq:hnuihn a
Fp T e bbbt
e ————————— B
IS T - Jovsiorievsiessioesioriors...
I i ———
e e o " :

l

N i



Na desnoj slici je ilustrirano kako je moguce dosti¢i maksimum. Primijetimo da je izostavljeno 5
jedini¢nih duzi sa stranica velikog kvadrata, $to daje ukupno 4 - 2019 — 5 jedini¢nih duzi. Dalje,
za svako § = 1,2, ...,1008 obojimo jedinicne duzi izmedu 2i. i 2i + 1. reda, ali ne ukljucujudi
prvu i zadnju kolonu. To daje ukupno 1008 - 2017 duzi. Konacno, u predzadnjem redu obojimo
1008 uspravnih i jo$ jednu vodoravnu duz izmedu zadnja 2 reda. Dakle, ukupno ima 4 - 2019 —
5+1008-2017 + 1009 = 2042216 obojenih duzi. Lako se vidi da na ovaj nacin svaki
kvadrati¢ ima obojenu ta¢no jednu stranicu.

Dakle, minimum je 2038181, a maksimum 2042216.

Zadatak 4
Nadi sve parove (p, q) prostih brojeva takve da je p* + q* potpun kub.

Rjesenje 1: Neka je p* + q3 = a3, gdje je a € N. Tada je
p’=a’—q°=(a—q)(a®+aq+q*).
Posto je p prost brojia — q < a’ + aq + g2, to mora biti
a—q=1,

a’ + aq + q% = p.
Uvrstavajuéi a = 1 + q u drugu jednakost, nakon sredivanja dobijemo

3¢ +3q + 1 =p?
odakle je

3(a+D=@-D@E+D.(

Posto je q prost proj, to mora biti |(p — 1) ili q|(p + 1). S druge strane, iz p* = 3q* + 3q +
1<4qg*7aq >3 (zaq=2iq =3 se direktnom provjerom dobija da nema tjesenja), odakle je
p < 2q.

3) Akoq|p—1,zbogp —1<2q—1< 2q moravrijeditip—1=¢q,t.p =3,9 = 2, $to
je nemoguce.

4) Akoq|p+1,zbogp+1<2q+1<3q,tovtijedip+1=gqilip+1=2q.Prvi
slucaj povlacip = 2,q = 3, $to nije tjesenje. U drugom slucaju, uvrstavajuéip = 2q —

1 u (*) dobijamo tjesenje ¢ = 7,p = 13, §to je ujedno i jedino tjesenje.

Rjesenje 2: Pokazat ¢emo kako se nakon dobijanja jednacinaa — q = 1ia* + aq + q* = p?

zadatak mogze drugacije zavrsiti. Nakon mnozenja posljednje jednacine sa 4 imamo:
Qa+q)*+3¢*=(2p)* &
(2p —2a—q)(2p + 2a + q) = 3q¢>.

Kako je q prost broji 2p — 2a — q < 2p + 2a + q imamo sljede¢e moguénosti:



4) 2p—2a—q=1i2p+2a+q=3q>
Nakon oduzimanja jednacina dobijamo 3¢2—-1=2QR2a+q)=2R2(a—-q)+3q) =
4 + 6q.Ovo je nemoguce jer lijeva strana daje ostatak 2 pri dijeljenju sa 3, dok desna daje
ostatak 1.

5 2p—2a—q=qi2p+2a+q=3q
Nakon oduzimanja jednacina dobija se p = 0, sto je nemoguce.

6) 2p—2a—q=3i2p+2a+q=q*
Nakon oduzimanja imamo qg°—3=2QRa+q)=4+6q, . (q—7)(q+1) =0.
Sada se dobija rjesenjeq = 71ip = 13.

Zadatak 5
Neka su x,y,z pozitivni realni brojevi takvi da je x* + y% + z% = 1. Odrediti maksimalnu
vrijednost izraza

\/xy(l —-7z)+ \/yz(l —-x)+ \/2x(1 - ).

Rjesenje 1: Stavimo W = /xy(1 —z) +/yz(1 — x) + /zx(1 — y). Dokazat ¢emo da je
maksimalna vrijednost izraza W jednaka v 3 — V3. Ova vrijednost se dostize zax =y =z = <
Sada ¢emo dokazati da je W < /3 — V3, tj. da je W? <3 —+/3.1z CSB nejednakosti imamo

(xy+yz+zx)(1—z4+1—x+1—y) > W?2 Dakle, dovoljno je dokazati da vrijedi

2
(xy +yz+2zx)(3—x—y —2) <3 —+/3. Kako vrijedi xy+yz+zx£@ o xy+

2

yz 4+ zx < x? + y? 4+ z%, to je dovoljno dokazati da vrijedi @ B=-x—-y—-2z)<3-
V3. Neka je x +y+2z =t. S jedne strane, iz nejednakosti izmedu aritmeticke i kvadratne
x2+y2+z2 V3

3 3’
(0,1), pa vrijedi x > x2,y > y?,z > z%,tj. t > x* + y? 4+ z* = 1. Dakle, potrebno je dokazati

2

nejednakosti t? (3—1t) <3 —+3 uz uslov 1 < t < /3. Data nejednakost je ekvivalentna sa
(t — \/§) . (tz — (3 — \/§) t—3V3+ 3) > 0. Kako je t — V3 <0, dovoljno je dokazati da je
fO=t2—(3-+V3)t—3V3+3<0 za 1<t<v3. Medutim, kako je ovo kvadratni
trinom sa pozitivnim koeficijentom uz kvadratni ¢lan, to je dovoljno dokazati da je f(1) < 0 i
f(V3) 0. Kako je f(1) =1—-2V3<0i f(V3) =9—6V3 <0, tvrdnja je zadovoljena,

¢ime je zadatak rijesen.

sredine vrijedi % < . t < V3. S druge strane, brojevi X, ¥, Z pripadaju intervalu

Rjesenje 2: Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredine vrijedi

W =
\/(xy-(3—\/§))(1—z)+\/(yz-(3—\/§))(1—x)+\/(2x-(3—\/§))(1—y)
- V3-+3

xy-(3—\/§)+1—z+yz-(3—\/§)+_1
2 2

—-Xx Zx-(3—\/§)+1—y
+ 2

IA

3-43
\/3—\/§+3—x—y—z
2 2:3-3

= (xy + yz + zx) -



Da bismo dokazali da je W < /3 — /3, treba dokazati da vrijedi nejednakost
(3-V3) (xy+yz+zx)+3—-x—-y—2z<2-(3-3).
2
Sli¢no kao u prvom rjesenju, neka je t = x +y + z, dobjjamo 1 <t < V3ixy +yz+zx < %,

pa je dovoljno dokazati nejednakost:

S ;/_)tz —t<2-(3-3)
(t-+3) ((3—\/§)t+3(\/——2))<0.

3(v3-2)
3-v3

Prva zagrada je nepozitivna, a druga je pozitivna jer je t > 1 > , pa nejednakost vrijedi.
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RJESENJA ZADATAKA

Zadatak 1
Rijesiti jednacinu tg?2x - tg3x = 3tg3x — 4tg2x u skupu realnih brojeva.

Rjesenje: Odredimo prvo definiciono podruéje. Zbog tg 2x imamo x # I%T + %, k € Z; zbog

. l
tg3x1mamox¢?ﬂ+%,l€Z.

Iskoristimo formule

t
tg2x = ——,
gexr =1 "¢z
uodimodajet # +1,t # + V3 zbog definicionog podrudja).

] 3 g gp ]

Jednacina postaje:

( 2t )2_3t—t3 _ 3t —1t? Dy 2t
1—-t?/ 1-3t? 1—3t? 1—t?
i poslije mnozenja sa izrazom (1 — t%)%2(1 - 3t?) dobijamo:

4t3(3 —t?) = t(1 —t®)(3t* + 12t2 + 1).
Jedno fjesenje ove jednacine je oito t; = 0 = tgx = 0 = x = km, k € Z.

Ako jednacinu podijelimo sa t, t # 0, dobijamo poslije sredivanja:

3t +5t*+t2—-1=0 (t?+1)?-(3t?-1) =0,
pa dakle t? = é >t== \2_5’ $to je nemoguce.

Dakle, tjesenja jednacine su x = km, k € Z.

Napomena: Mogli smo obje strane polazne jednadine pomnoziti sa cos?2x cos3x, pa, izmedu

ostalog, iskoristiti adicione formule 1 formule za proizvod trigonometrijskih funkcija.



Zadatak 2

Dijagonale tetivhog cetverougla ABCD sijeku se u tacki M. Dokazati da je tacka M srediste
dijagonale BD ako i samo ako je

A8 D
AD CB
RjeSenje: Primjenjujudi sinusnu teoremu na trouglove ABD i CBD, te koristei cinjenicu da je
4BDC = 4BAC 1 4CBD = ACAD (periferijski uglovi nad istom tetivom), dobijamo % =

singADB . CD  sin&CBD  sin4CAD
1= = = .
sin4ABD CB  sin4CDB  sin4BAC

S druge strane, iz sinusne teoreme za trouglove AMD i ABM

. singDAC DM . sin4BAC  BM . AB CD sin4ADB  sin4CAD sin4DAC

imamo — === =—. Sadaje === © = == = =
singBDA AM ~sin4ABD AM AD CB sin4ABD  sin4BAC sin 4BDA

sin 4BAC DM BM —_— =

sin 4ABD AM  AM

Zadatak 3
Posmatrajmo sve pritodne brojeve a, b, cid takve da je a + b + ¢ + d = 54. Odrediti najmanju
moguéu vrijednost broja NZS(a, b, ¢, d).

Rjesenje 1: Bez gubitka opcenitosti mozemo pretpostavitidajea < b < ¢ < d. Neka je
A=NZS(a,b,c,d). Tadaje A = ax = by = cz = du, za ncke prirodne brojeve x,y, z, u takve
dajex =y =z = u. Odavde je

a=%pb= ,d =

A
— ,C =
X

<
N

4
"
Na osnovu toga imamo
54=A(C+-+-+10).
X y z u

Racionalan broj



Z4
X

1 1 1
44z
y z u

ve N .y . . . . N .
oznacimo sa 7, pri cenusu s i t relativno prosti. Tada je 54 = A - o paje

54t
A=—.

S

Mi trazimo najmanju mogucu vrijednost broja A. To ¢e se dogoditi ako i samo ako racionalan

.S v . . . :
broj p dostize najvecu mogucu vrijednost.
Primijetimodajex =2y =z =>u=1,paje

<-<-=<-<1

KRR
N
r

<L e

Zbog toga je najveca moguca vrijednost racionalnog broja % jednaka 4 i ona se dostize za
x=y=z=u=1.Tadajea=>b =c =d, paje 4a = 54. Kako 4 { 54, to maksimalna
vrijednost racionalnog broja % je manja u Cetiri. Dakle, bar jedan od prirodnih brojeva x,y, z, u je
vedi od jedan. Kako je x vedi ili jednak ostalim brojevima y, z i U, to ¢emo za X uzeti x = 2 i
y=z=u= 1.Tadaje§=%+ 1+1+1 =§,pajeA =15ﬁ$ N. Dakle, ni ovaj slucaj nije

moguc.

Razmotrimo sljedeéi najoptimalniji slucaj: x =y = 2,1z = u = 1. Tada je% =3ia=b= gi
¢ = d = A. Tako imamo 54 = 34, tj. A = 18. Kako je 18 prirodan broj, to je 18 najmanja
moguca vtijednost za NZS(a,b,c,d) ionase dostizezaa =b =9ic =d = 18.

Rjesenje 2: Neka je a < b < ¢ < d. Primijetimo da je moguce da NZS(a, b, c,d) bude 18 za
a=b=9ic=d = 18. Dokazimo da ne moze biti manji. Pretpostavimo suprotno. Kako je
4d>a+b+c+d=>54t0jeNZS(a,b,c,d) = d = 14.0Ostaju nam sljedece moguénosti:

1) NZS(a,b,c,d) =14
Akojea = 14,ondajeib = ¢ = d = 14, $to je nemoguce. U suprotnom je a < 7 (jer
a|l4) pajea+b+c+d <7+ 14 + 14 + 14 < 54. Kontradikcija.

2) NZS(a,b,c,d) =15
Akojea = 15,ondajeib = ¢ = d = 15, $to je nemoguce. U suprotnom je a < 5 (jer
a|l5) pajea+b+c+d <5+ 15+ 15+ 15 < 54. Kontradikcija.

3) NZS(a,b,c,d) =16
Akojeb < 8tadajea+b+c+d <8+ 8+ 16+ 16 < 54. Kontradikcija. Dakle,
b =16,pajeic =d = 16, sto povlaci a = 6, $to je nemoguce (jer 6 ne dijeli 16).

4) NZS(a,b,c,d) =17
Akojea =17,ondajeib = ¢ = d = 17, $to je nemoguce. U suprotnom je a = 1 (jer
a|l7) pajea+b+c+d <1+ 17+ 17 + 17 < 54. Kontradikcija.

Dakle, najmanja moguca vrijendost NZS(a, b, ¢, d) je 18.



Zadatak 4

Dvije osobe A i B igraju igru sa kamenci¢éima. Na pocetku igre je data gomila sa N kamencica,
N = 2. Igraci igraju naizmjeni¢no, s tim da igru zapocinje A. U svakom potezu igraci uklanjaju
odredeni broj kamencica sa gomile. U svom prvom potezu, igra¢ A mora ukloniti najmanje 1, a
najvise N — 1 kamenci¢ iz gomile. Dalje, ako igrac koji je na potezu ukloni k kamencica, onda
sljededi igra¢ mora ukloniti najmanje 1, a najvise 2k — 1 kamencéi¢a u svom potezu. Igra¢ koji
ukloni posljednji kamenci¢ pobjeduje u igri. Odredite sve vrijednosti broja N za koje B ima
pobjednicku strategiju.

Rjesenje: Dokazat ¢emo da drugi igrac ima pobjednicku strategiju ako i samo ako je N stepen
broja dva. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Za n = 2 o¢igledno drugi igra¢
ima pobjednicku staretegiju. Primijetimo dalje da za sve neparne N prvi igra¢ ima pobjednicku
strategiju, jer moze u svakom potezu uzimati 1 kamenci¢, nakon ¢ega drugi igra¢ mora uzeti
takoder 1 kamenci¢. Jasno je da na ovaj nacin prvi igra¢ uzima zadnji kamenci¢ i samim tim

pobjeduje.
Dalje, primijetimo da kad god nekom igracu ostane neparan broj kamencic¢a, on moze pobijediti

koriste¢i prethodno opisanu strategiju. Zbog toga, za parno N oba igrac¢a su primorana da u

svakom svom potezu uzimaju paran broj kamencica, jer ¢e inace izgubiti. Sada dokazimo da za
broj N pobjednicku strategiju ima onaj igra¢ koji ima i pobjednicku strategiju za % (tada na
osnovu induktivne pretpostavke slijedi tvrdnja zadatka). Njegova strategija se sastoji u tome da
»kopira® strategiju za % kamencica, samo uzimajudi u svakom potezu duplo veéi broj (pri tome
racunajuci da je protivnik uzeo duplo veéi broj, $to je moguce jer je protivnik primoran uvijek
uzeti paran broj). Dakle, ako je za g kamencica redoslijed poteza aq, by, ay, by, ... (ovi brojevi
govore koliko je koji igra¢ uzeo kamencica, pri ¢emu brojevi nisu nezavisni), tada ¢e za N
kamenci¢a redosljed poteza biti 2a4, 2by, 2a;, 2b, ... Primijetimo da je ovo validna strategija, jer
ako je a; < 2b;_1 onda je i 2ay < 2+ 2b;_4, 1 da ¢e na ovaj nacin pobijediti isti onaj igra¢ koji

pobjeduje za g Ovim je dokaz zavrsen.

Zadatak 5
Ako je n = 3 prirodan broj i x;(i = 1,2, ..., n) pozitivni realni brojevi, dokazati da je
X1

2t
X, X3 X1 Xp+ X3 X3+ x4 X1+ x,

X X1 +x Xy + X X, + X
_n>1 2+2 3+“_+n 1

Rjesenje: Nejednakost je ekvivalentna sa

X X X. X1 +x X, + x X, + x
(—1+1)+(—2+1)+---+<—"+1)—<1 242 3+---+"—1)2n

Xy X3 X1 Xy + X3 X3+ X4 X1+ X,
1 1 1
< (kg +x (—— )+---+ Xn +x (—— >2n
(%1 + x2) P (xn + x1) P
(1 +x3) x3 (X2 +x3) " x4 (xn +x1) " x7
(xp +x3) x5 (x3+x4) " x3 (1 +2x3) "%y —

Posljednja nejednakost je neposredna posljedica nejednakosti izmedu aritmeticke 1 geometrijske
sredine (proizvod svih razlomaka na lijevoj strani je jednak 1).
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Zadatak 1
Nacdi sve pozitivne realne brojeve takve da su cijeli dio tog broja, razlomljeni dio tog broja i sam
taj broj (ne nuzno u tom poretku) tri uzastopna ¢lana

a) aritmeticke progresije,
b) geometrijske progresije.

(Cjjeli dio broja x je najvedi cijeli broj koji nije ve¢i od x, a razlomljeni dio broja x je razlika tog

broja i njegovog cijelog dijela. Na primjer, cijeli dio od 3,14 je 3, a razlomljeni dio je 0,14.)

RjeSenje: Za dati pozitivan broj x ozna¢imo sa [x] njegov cijeli dio, a sa {x} njegov razlomljeni dio.
Tadajex = [x]+ {x}, [x] <x,0< {x} < 1.

a)

b)

Neka su brojevi {x}, [x] i x tri uzastopna &lana aritmeti¢ke progresije. Ako je 0 < x < 1, onda
je[x] =0ix = {x}, paje [x] < x = {x}, pa ne moZemo imati aritmeti¢ku progresiju.
Ako je x > 1, onda je {x} < [x] < x, pa brojevi moraju biti u tom poretku, ili obrnutom.
Dakle, ne umanjujuci opéenitost, mozemo uzeti da vrijedi poredak {x}, [x], x. Zbog osobine
koju imaju uzastopni ¢lanovi aritmeticke progresije, mora biti

x — [x] = [x] = {x}.
Kako je x = [x] + {x}, to iz gornje jednakosti imamo 2{x} = [x]. Otud, zbog 0 < {x} < 1,

slijedidaje{x} =0ili{x} = %

Ako je {x} = 0, onda je x = [x], pa dobijemo da je [x] = 0ix = 0, $to je suprotno
preptostavci da je x pozitivan broj.

Ako je {x} = %, ondaje[x] =1,pajex=1 % Brojevi %, 1,1 % ¢ine traZenu aritmeticku
progresiju.

Neka su brojevi {x}, [x] i x tri uzastopna ¢lana geometrijske progresije. Kako nijedan od njih
ne smije biti jednak nuli, to mora biti x > 1 i x ¢ N. Tada mora vrijediti {x} < [x] < x, pa
ovi ¢lanovi u geometirjskoj progresiji dolaze u tom ili obrnutom poretku. Tada je

[x]? = x{a},

odakle imamo, koristeci nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine,

[] = xla} < 2 = B2 L) (.

2 2

Dakle, mora vrijediti
1<[x]<2{x}<2

odakle je [x] = 1. Sada je



1= 1+ {xPxd = {x}+ {22

—1+5
2

Rjedavajuci posljednju kvadratnu jednadzbu, dobijemo da je {x} = jer drugo rjesenje

otpada ({x} mora biti pozitivan). Tada je x = %g, pa trazena geometrijska progresija glasi

—1+V5 1 145
2 72 7
Zadatak 2

Posmatrajmo sve prirodne brojeve a, b, c i d takve daje a + b + ¢ + d = 54. Odrediti najmanju
mogucu vrijednost broja NZS(a, b, c, d).

Rjesenje 1: Bez gubitka opcenitosti mozemo pretpostavitidajea < b < ¢ < d. Neka je
A= NZS(a,b,c,d). Tadaje A = ax = by = cz = du, za neke prirodne brojeve x,y, z, u takve
dajex =y =z = u. Odavde je

N

,d =12

u.

IS
I
<>
a
I

Na osnovu toga imamo
54=A(T+-+-+1).
xX y z u
Racionalan broj

1,1 ,1,1
-+-+-+-
X y z u

ve S .y . . . . N .
oznacimo sa 7, pri cenusu s it relativno prosti. Tada je 54 = A - o paje

54t
A=—.

S

Mi trazimo najmanju mogucu vrijednost broja A. To ¢e se dogoditi ako i samo ako racionalan

broj p dostize najvec¢u mogucu vrijednost.
Primijetimodajex =2y =z =u=1,paje
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Zbog toga je najveca moguca vrijednost racionalnog broja % jednaka 4 i ona se dostize za
x=y=z=u=1.Tadajea=>b =c =d, paje 4a = 54. Kako 4 { 54, to maksimalna
vrijednost racionalnog broja % je manja u cetiri. Dakle, bar jedan od prirodnih brojeva x,y, z, u je
vedi od jedan. Kako je x vedi ili jednak ostalim brojevima y, z i U, to ¢emo za X uzeti X = 21
y=z=u= 1.Tadaje%=%+ 1+1+1 =§,pajeA =15ﬁE N. Dakle, ni ovaj slucaj nije

moguc.



Razmotrimo sljedeéi najoptimalniji sluc¢aj: x =y = 2,1z = u = 1. Tada je% =3ia=b= gi
¢ = d = A. Tako imamo 54 = 34, . A = 18. Kako je 18 prirodan broj, to je 18 najmanja
moguca vtijednost za NZS(a,b,c,d) ionase dostizezaa =b =9ic =d = 18.

Rjesenje 2: Nekaje a < b < ¢ < d. Primijetimo da je moguce da NZS(a, b, c,d) bude 18 za
a=b=9ic=d = 18. Dokazimo da ne moze biti manji. Pretpostavimo suprotno. Kako je
4d>a+b+c+d=>54t0jeNZS(a,b,c,d) = d = 14.0staju nam sljedece moguénosti:

1) NZS(a,b,c,d) =14
Akojea = 14,ondajeib = ¢ = d = 14, $to je nemoguce. U suprotnom je a < 7 (jer
a|ll4) pajea+b+c+d <7+ 14 + 14 + 14 < 54. Kontradikcija.

2) NZS(a,b,c,d) =15
Akojea =15,ondajeib = ¢ = d = 15, $to je nemoguce. U suprotnom je a < 5 (jer
a|l5) pajea+b+c+d <5+ 15+ 15+ 15 < 54. Kontradikcija.

3) NZS(a,b,c,d) =16
Akojeb < 8tadajea+b+c+d <8+ 8+ 16+ 16 < 54. Kontradikcija. Dakle,
b =16,pajeic =d = 16, sto povlaci a = 6, $to je nemoguce (jer 6 ne dijeli 16).

4) NZS(a,b,c,d) =17
Akojea =17,0ondajeib = ¢ =d = 17, $to je nemoguce. U suprotnom je a = 1 (jer
a|l7) pajea+b+c+d <1+ 17+ 17 + 17 < 54. Kontradikcija.

Dakle, najmanja moguca vrijendost NZS(a, b, ¢, d) je 18.

Zadatak 3

Dvije osobe A i B igraju igru sa kamenci¢éima. Na pocetku igre je data gomila sa N kamencica,
N = 2. Igraci igraju naizmjenicno, s tim da igru zapocinje A. U svakom potezu igraci uklanjaju
odredeni broj kamencica sa gomile. U svom prvom potezu, igra¢ A mora ukloniti najmanje 1, a
najvise N — 1 kamenci¢ iz gomile. Dalje, ako igra¢ koji je na potezu ukloni k kamencica, onda
sljededi igra¢ mora ukloniti najmanje 1, a najvise 2k — 1 kamenci¢a u svom potezu. Igrac¢ koji
ukloni posljednji kamenci¢ pobjeduje u igri. Odredite sve vrijednosti broja N za koje B ima
pobjednicku strategiju.

Rjesenje: Dokazat ¢emo da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju ako i samo ako je N stepen
broja dva. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Za n = 2 ocigledno drugi igrac
ima pobjednicku staretegiju. Primijetimo dalje da za sve neparne N prvi igra¢ ima pobjednicku
strategiju, jer moze u svakom potezu uzimati 1 kamenci¢, nakon ¢ega drugi igra¢ mora uzeti
takoder 1 kamenci¢. Jasno je da na ovaj nacin prvi igra¢ uzima zadnji kamenci¢ i samim tim
pobjeduje.

Dalje, primijetimo da kad god nekom igracu ostane neparan broj kamencic¢a, on moze pobijediti

koriste¢i prethodno opisanu strategiju. Zbog toga, za parno N oba igrac¢a su primorana da u

svakom svom potezu uzimaju paran broj kamencica, jer ¢e inace izgubiti. Sada dokazimo da za
broj N pobjednicku strategiju ima onaj igrac koji ima i pobjednicku strategiju za — (tada na

osnovu induktivne pretpostavke slijedi tvrdnja zadatka). Njegova strategija se sastoji u tome da



,»kopira® strategiju za % kamencica, samo uzimajudi u svakom potezu duplo veéi broj (pri tome
racunajuci da je protivnik uzeo duplo veéi broj, $to je moguce jer je protivnik primoran uvijek
uzeti paran broj). Dakle, ako je za % kamencica redoslijed poteza aq, by, ay, by, ... (ovi brojevi
govore koliko je koji igra¢ uzeo kamenciéa, pri ¢emu brojevi nisu nezavisni), tada ¢e za N
kamenci¢a redosljed poteza biti 2a4, 2by, 2a;, 2b, ... Primijetimo da je ovo validna strategija, jer
ako je a; < 2b;_1 onda je i 2ay < 2+ 2b;_4, 1 da ée na ovaj nacin pobijediti isti onaj igra¢ koji

pobjeduje za g Ovim je dokaz zavrsen.

Zadatak 4
Neka je T teziste trougla ABC,neka su a,b,c duzine njegovih stranica, te x = ZCAT,
y = 4CBT. Ako opisana kruznica oko trougla ACT dodiruje pravu AB, dokazati da je:

a) a®+b%=2c?

b) sinx + siny < % Kada va%i znak jednakosti?

Rjesenje: a) Neka je D srediste stranice AB. Oznac¢imo duzine tezisnica trougla standardno sa

. my 1 L . .
Mg, My, M. Znamo da je |DT| = 3Me, a potencija tacke D u odnosu na opisanu kruznicu

. T V] —_— 1 c? 3c?
trougla AT Cjednaka je |DT| - |DC| = |DA|* = gmg =, mi = -
v 2 _ 2a*+2b®-c? 2 2 2 2 2 2 2
Posto]emC=T=>3c =2a“+2b° —c*=>a”+b* = 2c-.
. . 2b%242c2%2—-q? 2a%42c%2-p? . . 3b2 .
b) 1z jednakosti: mczz P E— ,m12, =—)F I a’® + b? = 2¢? dobije se mczl =i

3a? bV3 . av3
m,z, = T,daklema = T1mb = =

Neka je P povrsina trougla ABC.Lako se dokazuje da je tada povrsina trougla AT C jednaka §> no

ona je takoder jednaka

_ b-%ma-sinx . P 2P
3= 2 S = T e

W . 2P . L 1 1\ _ 2P(a?+b?)

Analogno se dobije siny = 22y Paje sinx + siny = 2P (aZﬁ + bZ«/§) lTeN
. bsi . . . :
Dalje, P = ﬂ, a iz kosinusne teoreme imamo da je
2 2 2 a’+b* 2 2
c* =a“+ b°— 2abcosy = = a“ + b* = 4abcosy,

paje

2absin
Ty “4abcosy  2sin2y 2
= <

azb?\3 Vi V3

sinx + siny =



Znak jednakosti vazi ako je sin2y = 1 = y = 45°. Tada je a? + b? = 2abV/2. Dijeledi ovu
jednakost sa b%, mozemo dobiti da je % =vV2+1 ili% =V2-1

Imajuéi u vidu da je% = Z%;, te daje B = 135° — a, lako se dobije daje @ = 22,5°i g =

112,5%ili @ = 112,51 g = 22,5°.

Zadatak 5

Za trougao kazemo da je poseban ako svi njegovi vrhovi imaju cjelobrojne koordinate i ako oni
leze na grafiku funkcije y = p(x), gdje je p(x) polinom sa cjelobrojnim koeficijentima i
koeficijentom uz najveéi stepen jednakim 1. Za prirodan broj n kazemo da je poseban ako postoji
poseban trougao Cija je povrsina jednaka upravo n.
a) Pokazati da postoji polinom p(x) stepena 3 takav da su posebni brojevi oni i samo oni koji
su djeljivi sa 3.
b) Da li postoji polinom p(x) takav da je svaki prirodan broj poseban? Obrazloziti!

RjeSenje: Neka su tacke (a, p(a)), (b, p(b)), (C, p(c)) vthovi trougla, gdje su a, b, ¢ cijeli
brojevi. Povriina trougla se moze izracunati po formuli

1
A(ab,c;p) =5 la(p(b) —p(c)) + b(p(c) — p(a)) + c(p(a) — p(D))|.

a) Pokazimo da polinom p(x) = x* ima trazenu osobinu. Nije tesko provjeriti da je povrsina
trougla tada jednaka

1

El(a —b)a—c)(b—c)(a+ b+ ).
Primijetimo da za bilo koje cijele brojeve a, b, ¢ posljedniji iztaz je djeljiv sa 3: Ako bilo koja dva
od njih daju isti ostatak pri djeljenju sa 3, conda je njihova razlika djeljiva sa 3; ako svaki od njih

daje razlicit ostatak pri djeljenju sa 3, onda njihov zbir a + b + ¢ je djeljiv sa 3. Dakle, svaki
poseban prirodan broj je djeljiv sa 3.

Dalje, ako uzmemo a = b — 1ic = b + 1 za bilo koji pritodan broj b, tada se povtsina svodi na
%|1 -2+ 1-3b| = 3b. Dakle, svaki prirodan broj djeljiv sa 3 je poseban za p(x) = x3.
b) Posmatrajmo polinom p(x) = x> + x%. Tada je
1
A(a,b,c;p) = El(a —b)la—-c)(b—c)(a+b+c+1).
Pokazimo da se svaki prirodan broj n moze napisati u obliku A(a, b, ¢; p) za neke cijele brojeve
a, b, ¢ i polinom p(x) = x3 + x2.

Ako jen = 1(mod 3), pajen = 3k + 1 za neki k € Ny, pa imamo A(—k,—k — 1,—k —
2;p) = 3k + 1.

Ako jen = 2(mod 3), pajen = 3k + 2 za neki k € Ny, pa imamo A(=k,—k — 1,—k —
2;p) = 3k + 2.

Ako jen = 3(mod 9), pajen = 9k + 3 za neki k € Ny, pa imamo A(=k +1,—k —1,—k —
2;p) = 9k + 3.



Akojen = 6(mod 9), pajen = 9k + 6 za neki k € Ny, paimamo A(k + 2,k, k —1;p) =
9k + 6.

Ako jen = 0(mod 9), paje n = 9k za neki k € Ny, paimamo A(k + 1,k, k — 2;p) = 9k.

Dakle, svaki prirodan broj je poseban za polinom p(x) = x3 + x2.



