XXI MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE | HERCEGOVINE

Visoko, 14.5.2016.

1. Opisana je kruZnica k ¢etverokutu ABCD. Pravci AB i CD se sijeku u tocki E, te vrijedi |AB| = |BE|. Neka je tocka F sjeciste tangenti na
kruznicu k povucenih u to¢kama B i D te kruZnice. Ako su pravci AB i DF paralelni, dokazati da su tocke 4, C, F kolinearne.

2. Neka je n prirodan, a t cijeli broj. Na ploci je napisano n razliCitih cijelih brojeva. Bob, koji je u susjednoj sobi, Zeli da zna da li medu tim

brojevima postoji odredeni broj njih sa sumom t. Alisa, koja se nalazi pred plo¢om, pomodéi ¢ée mu u tome. Na pocetku, ona mu kaze
samo ukupan zbroj svih brojeva na ploci. Nakon toga, on joj u svakom potezu govori jednu od sljedeée 4 recenice:

i
ii.
iii.
iv.

Da li medu brojevima na ploci postoji broj k?

Ako na ploci postoji broj k, izbrisi ga.

Ako na ploci ne postoiji (cijeli) broj k, dodaj ga.

Da li se brojevi na plo¢i mogu podijeliti u dva skupa sa jednakom sumom elemenata?

Na pitanja mu Alisa to¢no odgovara sa da ili ne, a operacije koje on kaZze ona izvede na ploci (ako je moguce), pri tom mu ne govoredi da
liih je izvela. Dokazati da u manje od 3n poteza Bob mozZe saznati da li se medu brojevima napisanim na pocetku nalaze neki ¢ija je

suma jednaka t.

3. Za beskonacni niza; < a, < ag < -+ prirodnih brojeva kazemo da je ,lijep”, ako za svaki prirodan broj n vrijedi a,,, = 2a,,. Dokazati

sliedede tvrdnje:
a) Ako je dat ,lijep” nizi prost brojp > a4, postoji neki ¢lan niza koji je djeljiv sa p;
b) Za svaki prost broj p > 2, postoji ,lijep“ niz takav da nijedan ¢lan tog niza nije djeljiv sa p.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Vrijeme za izradu: 270 minuta



XXI MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE | HERCEGOVINE

Visoko, 15.5.2016.

4. Odrediti najveci prirodan broj n koji se ne moZe napisati kao zbroj tri broja veca od 1 koji su po parovima relativno prosti.

5. Neka je k kruZnica opisana Siljastokutnom trokutu ABC (AC < BC). Dalje, neka je CL simetrala kuta #ACB (L € AB), M poloviste
luka AB kruznice k na kojemu se nalazi i tocka C, te I srediste upisane kruznice trokutu ABC. KruZnica k sijeCe po drugi put pravac M1
u K i kruznicu sa promjerom CI u H. Ako kruZnica opisana trokutu CLK sije¢e AB ponovo u T, dokazati da su tocke T, H, C kolinearne.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Vrijeme za izradu: 270 minuta



RIESENJA

1. Opisana je kruZnica k ¢etverokutu ABCD. Pravci AB i CD se sijeku u tocki E, te vrijedi |AB| = |BE|. Neka je tocka F sjeciste tangenti na
kruznicu k povucenih u tockama B i D te kruZnice. Ako su pravci AB i DF paralelni, dokazati da su tocke 4, C, F kolinearne.
Rjesenje 1:
Kako je DF||AB, to je D poloviste luka AB, pa je |AD| = |BD|. Iz potencije to¢ke E na kruznicu k je 2|AB|? = |EB| - |EA| = |EC| - |ED| (1). Sa

druge strane, kako je 4DCB = 180° — 4DAB = 180° — 4ABD = ADBE, to su trokuti DCB i DBE sli¢ni, pa vrijedi da je :gi: :5;:,

2487 _ JEC| (*). Medutim, kako je 4FDB = £DAB, to su jednakokraki trokuti

|DB|? = |DC| - |DE| (2).Sada dijeljenjem (1) sa (2) imamo DB = 1pC]

DA DF EC 2|AB AE
ABD i DBF sli¢ni, odakle Jel | = oAl 1EC| _ 2|AB| _ |AE|
48| — |pBI' ¢ IDC| — |DF| — |DF|

vrijedi i ZAEC = 4CDF, to su trokuti AEC i DCF sli¢ni, Sto znaci da je 4ACE = 4DCF, pasutacke 4, C, F kolinearne, sto je i trebalo dokazati.

ti. IDB|? = |AB| - |DF|. Uvritavajuéi posljednju jednakost u (), dobijamo — — pa kako




Rjesenje 2:

DA FD . DB FD BD _ BD _ FD

Kao i u prvom rjesenju, zaklju¢ujemo da je AD = BD i— = —, tj. — = —. Dalje, iz sli¢nosti trouglova ACE i DBE imamo 4% = 22 — B0 _ D
AB DB’ " AB DA CE BE AB AD
Kako je uz to i 4ADF = 180° — 4BAD = 180° — 4ABD = 180° — 4ACD = 4ACE, to su trouglovi ACE i ADF sli¢ni, pa je 4CAE = 4DFC,

odakle slijedi da su tacke A4, C, F kolinearne.
Rjesenje3:

singBAC __ sinABAF

sinaDAC ~ sin4DAF
Sin4BAF _ BF _ DF _ SinsDAF . sin&BAF _ sin4ABF

sinABF ~ AF  AF  singADF’ * sin4DAF  sin4ADF
sin4ABF _ sin4ADB __AB

o _ o . _ o . AB _ BE . . BC _
ABAC = 180° — 4ACB = 180° — 4ADB i 4ADF = 180° — 4DAB, to je SmiADF — sinapdB — 8D = BD.Sada je potrebno dokazati =

Sto slijedi iz sliénosti trouglova DCB i DBE (koja je dokazana u rjesenju 1). Ovim je dokaz zavrsen.

s . Sin4BAC BC .
. Vidimo da je ——— = —. S druge strane, iz sinusne
singDAC DC

. Kako je 4ABF = 4ABC + 4CBF = 4ABC +

Da bi dokazali da su tacke A4, C, F kolinearne, dovoljno je dokazati da je

teoreme na trouglove BAF i DAF, imamo

BE
DB

)

Rjesenje 4:

Iz Paskalove teoreme na (degenerisani) Sestougao ABBCDD imamo da se prave AD,BC i EF sijeku u jednoj tacki ili su paralelne (jer je
5 E=ABNCDiF = BB N DD). Ako se sijeku u jednoj tacki, neka je to tacka G.

Da bi A, C, F bile kolinearne, dovoljno je dokazati da se prave AF,GB i ED sijeku u

jednoj tacki, tj. (po Cevinoj teoremi) da vrijedi — - — - — = 1. Posljednja jednakost

vrijedi zbog AB = BE'i @ (Talesova teorema).
AD ~ FE




2. Neka je n prirodan, at cijeli broj. Na tabli je napisano n razlicitih cijelih brojeva. Bob, koji je u susjednoj sobi, Zeli da zna da |li medu tim
brojevima postoji odredeni broj njih sa sumom t. Alisa, koja se nalazi pred tablom, ¢e mu pomodéi u tome. Na pocetku, ona mu kaze samo
ukupan zbir svih brojeva na tabli. Nakon toga, on joj u svakom potezu govori jednu od sljedeée 4 recenice:
i.  Dali medu brojevima na tabli postoji broj k?
ii.  Ako na tabli postoji broj k, izbrisi ga.
iii.  Ako na tabli ne postoji (cijeli) broj k, dodaj ga.
iv.  Dalise brojevi na tabli mogu podijeliti u dva skupa sa jednakom sumom elemenata?

Na pitanja mu Alisa tacno odgovara sa da ili ne, a operacije koje on kaZe ona izvede na tabli (ako je moguce), pri tom mu ne govoreci da li ih je
izvela. Dokazati da u manje od 3n poteza Bob moZe saznati da li se medu brojevima napisanim na pocetku nalaze neki ¢ija je suma jednaka t.

Rjesenje:

Neka je ukupna suma brojeva na ploci na pocetku jednaka s. Bob ¢e najprije pitati da li medu brojevima postoji broj 2t — s. Ako njega nema, u
sliede¢em potezu ¢e ga Bob dodati i tada ¢e ukupna suma brojeva na plodi biti 2t. Sada Bob pita 4. pitanje i ako je potvrdan odgovor, znaci da
imamo dva disjunktna podskupa pocetnog skupa i suma brojeva oba skupa je t, u jednom od njih se sigurno ne nalazi broj 2t — s, pa samim
tim u pocetnom skupu imamo skup sa sumom t. A ako je negativan odgovor, ocigledno se u pocetnom skupu ne nalazi podskup sa sumom t.
Znaci, ako se broj 2t — s ne nalazi u pocetnom skupu, u dva pitanja Bob moZe saznati odgovor na svoje pitanje. Ako je broj 2t — s u skupu, Bob
kaZe Alisi da ga izbriSe, a zatim pita pitanje 4. Ako je potvrdan odgovor, posto je suma elemenata na tablis — (2t —s) = 25 — 2t, to znadi da
postoji skup sa sumom s — t, i kad tom skupu dodamo element 2t — s, dobijamo skup sa sumom t i u tom sluéaju je Bob veé saznao odgovor.
A ako smo dobili negativan odgovor, onda sigurno ne postoji medu pocetnim brojevima skup njih koji sadrzi elemenat 2t — s i ¢ija je suma t(jer
bi onda medu brojevima bez 2t — s postojao skup sa sumom s — t, Sto nije tacno). Znaci, ako je negativan odgovor, ne postoji skup sa sumom
t koji sadrzi elemenat 2t — s, ali vidimo da je Bob potroSio 3 poteza i vec je saznao odgovor ili je saznao da jedan od n elemenata sigurno ne
ugestvuje u trazenoj sumi. Nastavljajuéi ovako, nakon svaka 3 pitanja Bob sazna odgovor ili izbaci jedan element. Sto znagi, nakon 3(n — 1)
poteza Bob ce saznati odgovor ili ¢ée ostati jos samo jedan broj na tabli kojeg ¢e Bob znati, jer u svakom trenutku on zna sumu brojeva na tabli,
Sto znadi da ¢e tada sigurno znati odgovor, Sto je i trebalo dokazati.



Komentar:

Granica 3(n — 1) je optimalna samo za n = 1(tada imamo 0 pitanja). Inace Bob moZe saznati odgovor sa joS manje pitanja(lagano se moze

dobiti 3n — 5 zan = 2, samo posebno rijesSimo slucaj sa 2 elementa).

3. Za beskonacni niza; < a, < az < -+ prirodnih brojeva kazemo da je ,lijep”, ako za svaki prirodan brojn vrijedi a,,, = 2a,,. Dokazati

sliedede tvrdnje:

c) Ako je dat ,lijep” nizi prost brojp > a4, postoji neki ¢lan niza koji je djeljiv sa p;
d) Zasvaki prost brojp > 2, postoji , lijep” niz takav da nijedan ¢lan tog niza nije djeljiv sa p.
Rjesenje:

a) Neka je d najmanja razlika dva uzastopna ¢lana niza, tj.d = min{ a;;; —a;,i € N}i neka jed = a,; — ax. Tada je 2d = 2a41 —
2ay, = Ay — Aok, PA kako je Aopin — Qo = Aopin — Qops1 + Azpsq1 — Ao = d + d = 2d (nejednakost vrijedi zbog izbora broja d),
to je Apriz — Gzk+1 = or+1 — Gz = d. Slicno dobijamo da za svaki prirodan brojtvazi 2°-d =2 ap,q — 2° - ax = Ayt ey —
Gyt = Aot gerny ~ at(ern)—1 + Qotany—1 ~ Gatiern)—2 ¥+ Qotgyy — Gpey Zd+d+--+d=2d,  pa e  ayruq—
Aot (k41)-1 = Aot-(k+1)—1 ~ Dat.(k+1)—2 = *** = Qatpeyq — Gpt = d. Uzmimo sada ¢ takvo da je 2t > p, pa sigurno imamo p uzastopnih
¢lanova niza koji se razlikuju za d. Medutim, kako jep > a; = 2a, — a; = a, — a, = d, to vrijedi da je (p,d) = 1 (jer je p prost), pa
onda ti uzastopni ¢lanovi niza obrazuju potpun sistem ostataka po modulu p. Zbog toga je neki od tih ¢lanova djeljivsa p, g. e. d.

b) 1.nacin:

Za svaki prirodan brojn, neka je f(n) prirodan broj s takav da vrijedi 2° < n < 25*1 (t]. neka je f(n) = |log, n]). Posmatrajmo sada
niz zadat saa, =np + 27 _Otigledno je ovaj niz rastuéi. Takoder, zbog definicije broja f(n), jasno je da vrijedi f(2n) = f(n) + 1.
Zbog toga vrijedi a, = 2np + 2/@M = 2np + 2/W* = 2(np + 2/™) = 2q,,. Dakle, ovaj niz je ,lijep”, a ocigledno p ne dijeli
nijedan ¢lan niza (jer bi onda vrijedilo da p|2f("), $to je nemoguce). Ovim smo dokazali tvrdnju zadatka.

2. nacin:



DefinisSimo niz saa; =p + 1, te a,, = 2a,,a,4+1 = dz, + pzan = 1. OCigledno za ovaj niz vrijedi a,, = 2a,, za sve prirodne
brojeve n. Dokazimo da je rastuci. Dokazat ¢emo i jacu tvrdnju, tj. da je a;; — a; = p (ovako smo konstruisali niz upravo zbog dokaza
pod a)) Pretpostavimo suprotno. Neka je i najmanji indeks takav da je a; 1 — a; < p. Zbog definicije niza jasno je da i mora biti neparan,
neka je i = 2k — 1. Zbog izbora broja i vrijedi ay —ayx_1 = p, pa je 2p < 2ay — 2ay_1 = Azx — A2 = A — Qpp—1 + Qop—1 —
Aop—2 = Aj41 — a; +p < p + p = 2p, §to je kontradikcija. Lagano matematickom indukcijom dokazujemo da ne postoji €lan niza koji je
djeljivsap (jerizp t a,, slijedip t ay,, aizp t a,, slijedi p  a,,41). Ovim je dokaz zavrsen.

4. Odrediti najveci prirodan broj n koji se ne moze napisati kao zbir tri broja veéa od 1 koji su po parovima relativno prosti.
Rjesenje:

To je broj 17. DokaZzimo da 17 ne mozemo napisati kao zbir 3 broja koji su po parovima relativno prosti. Pretpostavimo suprotno. Ta tri broja
moraju biti neparni, te mora medu njima biti broj 3, jer bi inace najmanji mogudi zbir bio5 4+ 7 + 9 = 21 > 17. Zato medu njima ne smije biti
broj 9. Najmanji mogudi zbir je 3+ 5+ 7 = 15 < 17, a sljedeci najmanji moguéi je3+ 5+ 11 =19 > 17. Zbog toga je nemoguce napisati
broj 17 u trazenom obliku.

DokaZimo sada da je moguce svaki broj veci od 17 napisati u trazenom obliku. DokaZimo prvo za parne brojeve. Vrijedi 6k + 4 = (6k — 1) +
2+ 3,6k +2=(6k—5)+ 3+ 4,6k = (6k —5) + 2 + 3 (vidimo da ¢ak sve parne brojeve ve¢e od 8 moZemo napisati u datom obliku). Mogli
smo i drugacije dokazati da se svi parni brojevi mogu napisati, naime 4k + 2 = 2k — 1)+ 2k + 1)+ 2,a4k = 2k —3) + 2k + 1) + 2.

Dokazimo sada tvrdnju za neparne brojeve. Tu ¢emo razdvojiti slucajeve po modulu 12. Naime, 12k + s = (6k + 1) + (6k — 1) + s, gdje
s € {3,9}. Dalje, 12k + 7= (6k — 1) + (6k +5) + 3,12k +1 = (6k—7) + (6k —1) + 9,12k + 5= (6k — 5) + (6k + 1) + 9,12k + 11 =
(6k + 1) + (6k + 7) + 3. Lako se provjerava da su u svim slucajevima brojevi po parovima relativno prosti. Primijetimo jo$ da su zak >=
1 svi sabirci veci od 1 osim u rastavljanju 12k + 5i 12k + 1 za k = 1, ali to su onda redom brojevi 17 i 13, koji su manji od 17.



5. Neka je k kruznica opisana oko ostrouglog trougla ABC (AC < BC). Dalje, neka je CL simetrala ugla 4ACB (L € AB), M sredina luka AB
kruznice k na kojem se nalazi i tacka C, te I centar upisane kruZnice trougla ABC. KruZnica k sijeCe po drugi put pravu MI u K i kruZnicu sa
prec¢nikom CI u H. Ako kruZnica opisana oko trougla CLK sijeCe AB ponovo u T, dokazati da su tacke T, H, C kolinearne.

Rjesenje:



Neka simetrala ugla #ACB sijeCe k u N. Tada je ANKC + ACKT = ANAC + 4CLT = ANAC + 4ABC + 4LCB = 4NAC + 4ANC + 4ACN =
180°, pa su tacke T, K, N kolinearne. Poznato je (i lako dobijamo) daje NA = NB = NI. Kako je ANAB = ANCB = ANCA, to su trouglovi NAL
i NAC sliéni, pa je NA> = NL - NC. 1z potencije tacke N na kruznicu opisanu oko &etverougla TKLC je NL-NC = NK - NT. Sada imamo
NI? = NA? = NL-NC = NK - NT, pa su trouglovi NKI i NTI sliéni, odakle je ATIN = £IKN = 90° (ocigledno je MN pre¢nik kruzinice k).
Primijetimo da se kruZnica k, opisana oko trougla ABI (Ciji je centar N) i kruZnica k, sa precnikom CI dodiruju u tacki I (jer su centri i tacka/
na istoj pravoj). Zato je TI zajednic¢ka tangenta tih kruznica. Posmatrajmo sada kruznice k, k4, k,. Prave AB,TI i CH su redom radikalne osi

kruznicak ikq, kqiky, k, i k, pa se sijeku u jednoj tacki, odakle slijedi da su tacke T, H, C kolinearne, g. e. d.



Rank Ime Prezime Naziv Skole i mjesto Sifral Sifra2 1 2 3 4 5 6 suma
1 Zlatko Salko | Lagumdzija Medunarodna srednja skola, SA 121 242 7 7 7 6 7 5 39
2 Neira Kurtovic Sarajevo College, SA 137 210 7 7 1 7 7 7 36
3 Adisa Boli¢ Sarajevo College, SA 102 239 7 1 2 7 7 7 31
4 Tijana Babic Gimnazija "Banja Luka", BL 131 212 7 7 4 7 0 3 28
5 Emin Mrkonja Medunarodna srednja skola, SA 136 204 7 7 0 7 1 5 27
6 Amar Kuric¢ Medunarodna srednja skola, SA 135 215 7 0 4 7 7 0 25
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8

9 Berin Spahovic Sarajevo college, SA 141 206 7 0 0 7 4 0 18
10 Din Bostandzic¢ Druga gimnazija, SA 108 240 7 0 0 7 3 0 17
11 Stefan Jurosevié SSC "Milorad Vlaci¢", Vlasenica 126 203 7 0 0 0 7 2 16
11 Aldin Adilovi¢ Sarajevo College, SA 128 201 7 0 0 2 6 1 16
13 Boris Velasevic¢ Medunarodna srednja Skola, SA 115 232 7 0 0 7 0 0 14
14 Azur Ponlagic¢ Op¢a gimnazija SSC "Sveti Franjo", Tuzla 133 209 7 0 0 0 3 2 12
15

16 | Aidin | Muharemovi¢ | Medjunarodna srednja 8kola, Zenica | 127 | 211 [ 0 | 0 [ 01 7 | 2| 0 | o |
16

18 Porde Mitrovic¢ Gimnazija "Sveti Sava", Prijedor 130 205 7 0 0 0 1 0 8
19 Mirza Cvorak Druga gimnazija, SA 106 230 7 0 0 0 0 0 7
19 Vasilije Pantic¢ Tehnicka Skola "Mihajlo Pupin", Bijeljina 125 220 0 0 3 4 0 0 7
21 Aleksandar Jeli¢ Gimnazija Banja Luka, BL 101 241 4 0 0 0 2 0 6
21 Aleksa Raci¢ Gimnazija Banja Luka, BL 111 234 1 1 0 4 0 0 6
21 Bojan Gali¢ Gimnazija "Jovan Ducic", Trebinje 123 218 1 0 0 5 0 0 6
24 Damjan Stankovi¢ SSC Foda, Foca 114 233 0 0 0 4 1 0 5
25 Milica Poki¢ Medunarodna srednja Skola, SA 109 231 2 0 0 0 1 0 3
25 Dusan Garic Gimnazija "Jovan Duci¢", Doboj 143 219 0 0 0 3 0 0 3
27 Adnan Sabanovi¢ Druga gimnazija, SA 103 224 1 0 0 0 0 1 2
28 Marko Rezi¢ Gimnazija fra Grge Marti¢a , MO 110 235 0 0 0 1 0 0 1




28 Rastko Zeljkovic Gimnazija "Banja Luka", BL 124 217 0 0 0 1 0 0 1
30 Matthias Stock KSC Don Bosco, Zepée 104 238 | 0O 0 0 0 0 0 0
30 Dubravko Tomié KSC Don Bosco, Zepce 105 243 0 0 0 0 0 0 0
30 Mirza Sinanovi¢ Druga gimnazija, SA 112 228 0 0 0 0 0 0 0
30 Andela Spaji¢ Gimnazija fra Dominika Mandic¢a 113 237 0 0 0 0 0 0 0
30 Andrea Alilovié Gimnazija fra Grge Marti¢a , MO 116 229 0 0 0 0 0 0 0
30 Jasmin Vic¢entijevic¢ Medunarodna srednja skola, TZ 117 223 0 0 0 0 0 0 0
30 Dalibor Raspudi¢ Gimnazija fra Grge Marti¢a , MO 118 226 0 0 0 0 0 0 0
30 Sven Hrbeni¢ KSC Opca realna gimnazija, SA 119 236 0 0 0 0 0 0 0
30 Barbara Raguz Srednja skola, Stolac 120 227 0 0 0 0 0 0 0
30 Selma Dervisefendi¢ | Skolski centar fra Martina Nedic¢a 122 225 0 0 0 0 0 0 0
30 Stefan Malbasi¢ SSC "Pale", Pale 132 207 0 0 0 0 0 0 0
30 Vladimir Jurosevié SSC "Milorad Vlaci¢", Vlasenica 138 216 0 0 0 0 0 0 0
30 Ajla Sehovié¢ Medjunarodna srednja Skola, SA 140 214 0 0 0 0 0 0 0
30 Maja Trnini¢ Gimnazija "Gradiska", Gradiska 142 221 0 0 0 0 0 0 0




